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2000 年 前 后 ， 一 批 对 点 集 拓 扑 学 发 展 做 出 过 贡献 的 数学 家 相继 去 世 , 如 R. 
Arens (1919—2000), A. Borel (1923—2003), J. J. Charatonik (1934—2004), B. Fitz- 
patrick (1931—1999), E. Hewitt (1920—1999), J. Isbell (1931—2005), F. B. Jones 
(1910—1999), M. Katétov (1918—1995), J. L. Kelley (1917—1999), K. Morita (1915— 
1995), J. Nagata (1925—2007), R. H. Sorgenfrey (1915—1996), A. H. Stone (1916— 
2000), M. H. Stone (1903—1998), J. W. Tukey (1915—2000), L. Vietoris (1891— 
2002), A. Weil (1906—1998) 等 . 他 们 发 展 了 20 世纪 初 由 F. Hausdorff (1868—1942) 
等 开创 的 点 集 拓扑 学 , 描绘 了 第 二 次 世界 大 战 以 来 一 般 拓扑 学 的 精彩 画卷 , 为 风 起 
云 涌 的 20 世纪 增添 了 不 可 磨灭 的 壮丽 篇 章 , 使 之 成 为 我 们 取 之 不 尽 的 理论 源泉 , 在 
C. E. Aull 和 R. Lowen 83: 34 35] 主编 的 Handbook of the History of General Topology 
一 书 中 对 其 历史 功绩 做 了 较 好 的 评述 . 

我 国 开始 进行 较 深 入 、 扎 实 与 规模 化 的 点 集 拓 扑 学 研究 比 德国 、 波 兰 、 前 苏联 、 
美国 等 晚 了 半 个 世纪 . 关于 国内 学 者 对 点 集 拓 扑 学 的 阶段 性 贡献 , 四 川 大 学 刘 应 明 
教授 、 蒋 继 光 教授 267 208] 曾 给 出 了 简短 的 综述 . 我 国学 者 取得 的 拓扑 学 成 果 已 载 
入 Encyclopedia of General Topology 080 等 专著 , 提出 的 拓扑 学 问题 被 列 入 Open 
Problems in Topology PS> 5331 等 问题 集 , 解决 了 一 些 有 影响 的 经 典 问 题 9321. 这 从 
一 个 侧面 反映 了 我 国 一 般 拓扑 学 研究 的 影响 力 和 所 处 的 国际 地 位 . 在 中 国 已 成 功 
举办 了 6 次 国际 一 般 拓 扑 学 学 术 会 议 及 一 些 专题 会 议 . 这 些 会 议 已 成 为 凝聚 人 心 、 
展示 形象 、 鼓 舞 士 气 、 促 进 交 流 的 重要 平台 .A. V. Arhangel’skii 在 《点 可 数 履 盖 
与 序列 覆盖 映射 》 C59] 的 序言 中 写 道 : “我 想 提 一 提 该 专著 的 另 一 个 令 人 高 兴 的 方 
面 , 它 的 出 现 标 志 了 一 般 拓扑 学 在 中 国 长 期 发 展 的 成 功 , 这 个 发 展 造就 了 一 群 极 具 
创造 力 的 中 国 数 学 工作 者 , 使 他 们 做 出 了 对 一 般 拓扑 学 主流 方面 闪光 的 重要 贡献 .” 
RAX, Arhangel’skii 所 说 的 “一 般 拓扑 学 在 中 国 长 期 发 展 的 成 功 ” 应 主要 归功 于 
WEH (1910 一 1988)O、 高 国士 (1919 一 2003)@、 刘 应 明 @、 王 国 俊 @、 王 成 堂 、 方 嘉 
琳 、 杨 守 廉 、 戴 牧民 、 蒋 继 光 、 吴 利生 等 前 辈 始 于 20 世纪 70 年 代 的 科研 实践 与 研 
究 生 培养 工作 . 


CD WAH. 见 : 程 民 德 主 编 . 中 国 现代 数学 家 传 (第 一 卷 )， 南京 : 江苏 教育 出 版 社 , 1994, 199 一 205. 
Q 高 国士 . Wu 程 民 德 主编 . 中 国 现代 数学 家 传 BIS). 南京 : 江苏 教育 出 版 社 , 1998, 287 一 297. 
© 刘 应 明 . Ju: 程 民 德 主 编 . 中 国 现代 数学 家 传 (第 四 卷 ). 南京 : 江苏 教育 出 版 社 , 2000, 560 一 577. 
QD 王国 俊 . 见 : 程 民 德 主编 . 中 国 现代 数学 家 传 (第 五 卷 )， 南京 : 江苏 教育 出 版 社 , 2002, 569 一 582. 
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高 国士 老师 出 生 于 中 国 历 史上 极 不 平凡 的 1919 E, 一 生 历 尽 坎坷 ,见证 了 20 
世纪 难以 计数 的 人 间 百 态 , 以 坚忍 不 拔 的 意志 , 创造 了 骄 人 的 业绩 , 是 覆盖 性 质 与 
广义 度量 空间 理论 卓有成效 的 探索 者 , 特别 是 自 20 世纪 70 年 代 末 以 来 在 国内 积 
极 推崇 由 P. S. Alexandroff (1896—1982) 开创 51, A. V. Arhangel’skii P! 等 继承 
的 “映射 与 空间 相互 分 类 ”的 思想 , 影响 和 带动 了 一 批 中 青年 数学 工作 者 投身 于 该 
方向 的 研究 , 为 国内 近 30 年 来 一 般 拓扑 学 的 发 展 做 出 了 黄 基 性 的 贡献 . 

提起 点 集 拓 扑 学 或 拓扑 空间 理论 , Æ F. Hausdorff 的 划时代 著作 Grundzüge der 
Mengenlehre!!8) 出 版 之 后 , 不 同年 代 的 人 们 自然 会 想起 N. Bourbaki 的 Topologie 
Générale", K. Kuratowski 的 Topologie??9), J. L. Kelley 的 General Topology???) , 
KEAN (Fh le) 1, J. Dugundji 的 Topology, S. Willard 的 General 
Topology"), 儿 玉 之 宏 、 永 见 启 应 的 《位 相 空间 论 》P33, J. Nagata 的 Modern Gen- 
eral Topology’), R. Engelking 的 General Topology 4, 蒋 继 光 的 《一 般 拓 扑 学 专 
Ep) PIU 等 一 批 又 一 批 各 具 风 格 的 著作 . 它们 影响 了 一 代 又 一 代 学 子 的 拓扑 学 
旅程 . 本 人 在 此 向 读者 们 , 尤其 是 年 轻 的 数学 工作 者 , 推荐 高 国士 老师 的 《拓扑 空 
间 论 》, 主要 的 理由 是 《拓扑 空间 论 》 集 中 代表 了 高 国士 老师 从 20 世纪 60 年 代 起 
致力 于 一 般 拓扑 学 研究 所 取得 的 主要 成 果 , 既 反映 了 历史 的 脉络 又 具有 鲜明 的 时 代 
特色 , 充分 体现 了 高 国士 老师 “不 回避 难题 以 经 受 锻 练 、 不 无 目的 地 引入 新 空间 而 
致力 于 存在 问题 求解 ”843 的 学 术 风 格 . 虽然 在 “覆盖 性 质 "、“ 广 义 度量 空间 ”等 
研究 方向 已 有 不 少 优 秀 的 著作 或 教科 书 问世 P4 69, 166, 3091. 但 该 书 在 材料 的 处 理 上 
颇具 特点 , 它 借鉴 美国 “Moore 教学 法 ”(R. L. Moore, 1882—1974) 的 思想 , 重视 启 
发 积极 思维 , 鼓励 读者 自己 探索 , 尽情 展示 “映射 ”在 研究 拓扑 空间 理论 中 的 作用 ， 
注重 刻画 我 国 拓扑 学 工作 者 的 突出 贡献 , 引导 读者 快速 地 进入 学 科 前 沿 . 

高 国士 老师 曾 对 该 书 做 过 校正 , 希望 能 在 再 版 中 更 正 . 受 高 国士 老师 子女 的 委 
托 , 本 人 主持 该 书 的 修订 和 再 版 事宜 . 修订 工作 主要 依据 本 人 学 习 和 在 福建 师范 大 
学 、 宁 德 师范 高 等 专科 学 校 和 济州 师范 学 院 讲 授 该 书 的 体会 , 同时 吸收 了 师兄 、 苏 
INE BR BGR. BRAI, 广西 大 学 陈海燕 教授 , 济州 师范 学 院 李 元 典 教授 等 
多 年 来 使 用 该 书 的 经 验 和 建议 .《 拓 扑 空 间 论 》 第 二 版 力求 秉承 原 书 的 研究 风格 与 
学 术 思 想 , 在 高 国士 老师 校正 的 基础 上 对 部 分 内 容 做 了 修饰 , 核实 了 绝 大 多 数 概念 、 
结果 的 文献 出 处 , 补充 了 覆盖 性 质 与 广义 度量 空间 理论 的 若干 新 进展 . 在 第 二 版 中 
若 存在 不 当 之 处 , 均 由 本 人 负责 . 

今年 恰 逢 高 国士 老师 90 岁 诞辰 , 谨 以 此 书 的 再 版 表达 我 们 对 高 国士 老师 的 怀 
念 . 高 国士 老师 一 再 告 诚 : 科研 工作 , 除了 “ 才 ” 与 “学 ”外 , 更 要 强调 “ 识 ”,“ 识 ” 
具有 战略 意义 . 高 国士 老师 的 教诲 、 精 神 与 情操 已 融入 苏州 的 小 桥 流 水 之 中 , 酒 进 
了 我 们 的 心田 , 其 人 格 魅力 将 继续 伴随 、 并 永远 激励 我 们 不 断 努 力 工作 . 

本 次 的 修订 和 出 版 工作 得 到 国家 自然 科学 基金 项 目 “ 履 盖 方 法 及 其 在 粗糙 集 
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理论 中 的 应 用 ”( 项 目 编号 10571151) 的 资助 . 在 此 对 所 有 关心 《拓扑 空间 论 》 第 二 
版 出 版 的 同行 们 , 特别 是 高 国士 老师 的 子女 及 我 在 四 川 大 学 和 漳州 师范 学 院 的 研究 
生 们 给 予 的 支持 与 帮助 , 表示 衷心 的 感谢 . 


林 #0 
2008 年 1 月 
于 漳州 师范 学 院 数学 与 信息 科学 系 


(D 通信 地 址 : 352100 福建 省 宁德 市 礁 城 区 柳城 南路 宁德 师范 高 等 专科 学 校 数学 研究 所 . 
E-mail: linshou@public.ndptt.fj.cn 
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本 书 是 作者 1979 年 开始 招收 一 般 拓扑 学 硕士 研究 生 以 来 所 用 教材 经 过 历年 修 
改 、 补 充 而 成 , 是 拓扑 空间 理论 方面 的 专著 . 

本 书 前 四 章 是 拓扑 空间 论 的 基础 知识 , 自 成 体系 . 可 供需 要 了 解 拓扑 空间 论 基 
础 知识 的 数学 系 高 年 级 学 生 及 其 他 有 关 学 科学 生 阅读 . 后 四 章 是 一 般 拓 扑 学 中 两 大 
课题 “ 履 盖 性 质 ” 与 “广义 度量 空间 ”的 深入 研究 , 希望 能 导向 该 课题 的 研究 前 沿 ， 
可 作为 一 般 拓 扑 学 的 硕士 、 博 士 研究 生 的 教材 或 参考 书 . 

作者 在 60 年 代 初 致力 于 “覆盖 性 质 ” 与 “广义 度量 空间 ”的 研究 , 特别 是 70 
年 代 、80 年 代 间 这 方面 的 研究 在 国内 外 蓬勃 开展 , 作者 身 历 其 境 , 有 必要 , 也 有 责 
任 在 介绍 、 评 述 国 外 学 者 成 果 时 , 组 织 、 纳 入 国内 学 者 的 成 果 以 激励 士气 , KER 
由 各 种 不 同 背 景 产 生 的 形形色色 的 拓扑 空间 呈 分 散 、 孤 立 的 状态 是 很 自然 的 . 
通过 适当 的 映射 , 找 出 其 间 内 在 联系 , 改变 其 呆滞 状态 使 之 出 现 生动 活泼 场面 是 行 
之 有 效 的 . 充分 利用 映射 这 一 “工具 ”是 本 书 的 特点 . 事实 上 本 书 是 Arhangel’skii 
“映射 与 空间 ”理论 的 发 展 和 应 用 . 

为 了 集中 精力 于 上 述 两 课题 并 由 于 作者 知识 有 限 , 一 般 拓扑 学 的 其 他 课题 如 
基数 函数 、 箱 拓扑 、 集 论 公理 的 引用 等 均 未 涉及 . 与 上 述 二 课题 有 联系 的 可 膨胀 空 
IH]. X: 积 的 正规 性 等 问题 有 蒋 继 光 的 专著 《一 般 拓扑 学 专题 选 讲 》 作 专门 研究 , 本 
书 也 未 涉及 . 相应 的 有 关 论 文 均 未 录入 参考 文献 . 

在 严谨 的 逻辑 推导 的 同时 , 适当 照顾 可 接受 性 . 对 书 中 久未 引用 的 概念 , 常 以 
回忆 方式 提 一 下 以 便 阅 读 . 

习题 是 精心 配置 的 有 巩固 教材 的 , 有 补充 、 扩 充 教材 的 , 有 些 是 定理 证 明 要 
用 到 的 简单 结果 , 有 些 是 分 散在 教材 各 处 的 类 似 概念 的 汇集 , 可 资 比 较 . 对 教材 中 
很 少 出 现 的 概念 (如 正则 闭 集 、 紧 开拓 扑 ), 配 些 简单 练习 让 读者 熟悉 一 下 . 有 少数 
较 难 的 , 如 证 不 出 知道 这 结果 也 好 (有 兴趣 的 读者 可 查 所 引 论 文 ). 

FEAR, FAAP. 希望 能 嘉 惠 后 学 而 已 ， 脱 漏 、 不 足 之 处 , 海内 同行 ， 
不 音 指 正 . 

陈 必 胜 、 葛 英 副 教授 及 张建平 、 蔡 伟 元 、 杨 晓 华 、 蒋 形 敏 同 志 抄 写 、 校对、 复 
印 全 部 稿件 , TE ARAB AR. ACARI SSE, 谨 此 致谢 . 特别 感谢 苏州 大 学 
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数学 系 的 资助 . 不 然 , 本 书 是 难以 和 读者 见面 的 . 


高 国士 
1999 年 6 月 


于 苏州 大 学 数学 科学 学 院 
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预备 知识 


0.1 集 、 关 系 和 映射 


两 个 集 (set) A, B 的 并 (union)、 交 (intersection) KÆ (difference) 分 别 表 示 为 


4UB={fz:zc4 或 ze 也) 
4nB={fz:ze4 且 ze 也 )}， 
A-B-—í(x:xc€AH x£&B). 


KE «e^. "d? 分 别 表示 “属于 ”、“ 不 属于 ”. 2 (empty set) 用 2 表示 , ANB = 2 
表示 集 4 与 集 BAR A- B= SRR ACB, 也 就 是 ze ASreB. 符号 “=>” 
表示 “蕴含 ”. FS e RN CAHDUM. AC B 时 称 为 4 是 B 的 子 集 (subset). 
如 果 AcB 且 4A 关 B 称 为 4 是 B 的 真子 集 (proper subset), WE A C B. BE 
是 任何 集 的 子 集 . 

以 集 为 元 素 的 集成 为 集 族 , 或 简称 为 族 (family 或 collection), 用 花 体 字母 表 
示 , 如 of, 多 等 . 为 了 表示 和 集 族 常 利用 指标 集 (index set), 如 集 族 (A, cr, 或 写作 
{4y :7e D), KHL 是 指标 集 . 由 和 集 组 成 的 序列 (Ai, 42,…, 4n,…} 为 集 族 的 特 
Bl, 这 时 可 表示 为 {An}nen, 或 写作 {An : n € N}, 这 里 指标 集 是 正 整数 集 N, 或 省 
去 指标 集 记 为 (As) R {An}. 集 族 的 并 、 交 可 表示 为 Uyer As. Mert; 在 
集 的 序列 情况 则 为 UN An (X UTE An) Men An (È NL An). 本 书 不 讨论 空 
集 族 的 交集 , 当 说 到 有 限 个 集 的 交 时 也 自动 排除 0 个 集 的 交集 . 

X {Ay}yer X 的 子 集 族 , B 是 X 的 子 集 , 则 下 列 等 式 成 立 : 

(i) BU (Myer Ay) = Ver(BU A4), 

Bn (User Ay) F Uyer(B n A4); 
(i) X — (User 45) = Per (X — Ay); 
X- (Myer 4.) z Uyer(X = A,). 

(i) 称 为 分 配 律 (distributive law), (ii) 称 为 de Morgan 公式 (de Morgan formula). 
在 通常 讨论 时 , 所 涉及 的 集 都 是 某 一 给 定 集 X 的 子 集 , 则 对 BCX, BR X-B 
也 称 为 BOY X 的 补 集 (complement). 从 而 上 述 de Morgan ASA BURA: 并 集 
的 补 集 = 补 集 的 交集 , 交集 的 补 集 = 补 集 的 并 集 . 

给 定 集 X GY, X 的 元 素 a 5Y 的 元 素 b 形成 的 所 有 有 序 对 (ordinal pair) 
(a,b) 组 成 的 集 称 为 X 5E Y WER (product), 记 作 


2. 预备 知识 


XxY={(a,b):a€ X, bEY}. 


Xx Y 的 每 一 子 集 R 称 为 关系 (relation), 对 每 一 个 (a,b) € R, WE aRb. RA 
fCXxY 称 为 X 到 YY 内 的 映射 (mapping), 如 果 对 每 一 个 ze X, 存在 y € Y, 
使 (x,y) € f, Hy Wo PE, 也 就 是 (x,y) E f R (yE f>y=y. 
Wf: X 一 了 表示 这 一 映射 , 被 x 所 确定 的 y 记 作 f(x)， 上 述 映 射 也 可 表示 为 
f:ar f(x), zeEX,f(z)eY. 集 4cX 在 映射 f FR (image) WE 


F(A) = {ys y = f(x), z € Aj. 
集 B CY 在 映射 上 下 的 逆 像 (inverse image) 或 原 像 (preimage) 为 集 
f. (B) = {2 : f(a) € B}. 


SEX, f(X) 分 别称 为 映射 了 的 定义 域 、 值 域 

映射 f: X — Y 称 为 单 映 射 (injective mapping), 如 果 f(x) = f(x) > x — a; 
称 为 满 映 射 (surjective mapping), WR f(X) = Y, 这 时 也 称 f 是 由 X 8) Y 上 的 
(onto) 映射 . 如 果 既 是 单 映射 又 是 满 映 射 , 则 称 为 一 一 对 应 映射 (bijective mapping), 
这 时 可 定义 道上 映射 (inverse mapping) f^! : Y > X we f(y) =2< f(x) =y. 
集 在 映射 上 下 的 像 和 逆 像 有 下 列 关 系 式 : 


fq-«By)-2Bnf(X)cB, f^?(f(A)24A 


23 /是 满 映射 时 , 有 f(f-1(B)) = B; 23 f 是 单 映射 时 , 有 f-1(f(4)) = A. 

Be {Ay}yer 是 一 集 族 , 由 指标 集 卫 到 Uer Ay 的 满足 f(y) e Ay (y € D) 的 映 
射 f 的 全 体 表示 为 [Ter Ay, 称 为 集 族 {Ay} yer 的 积 (product of families). 对 每 一 
f €ILer 4» f(y) € A, BIOS f 的 第 7 个 坐标 (coordinate), 记 作 f(y) = zy, 这 样 
Ther A, 的 元 素 f 可 以 用 所 有 的 坐标 zy(y € D) 表示 , WE {zy}, 或 {zy}yer (有 
必要 注 明 指标 集 或 避免 引起 混乱 时 ). er Ay 到 A, 的 映射 py 使 对 每 一 {zy} € 
Iler 4y PTH = ty, 这 一 映射 称 为 TLie p Ay 到 A, 的 投影 (projection). 

KRARCXXX MAX 上 的 关系 .对 上 的 关系 称 为 等 价 关系 (equivalence 
relation), 如 果 满 足下 列 条 件 : 

(i) 对 每 一 ze X,xRz (BTE); 

(ii) WER zRy, WW yRz (对 称 性 ); 

(iii) WR xRy 及 yRz, W z Rz (传递 性 ). 
wX =U,er4y, Hy #7 > A, Ay = 9, 则 称 {4yjyer 是 六 的 一 个 分 解 
(decomposition). X 上 的 等 价 关 系 R 确定 着 X 的 一 个 分 解 : x,y 同属 于 4, AH. 
仅 当 zRy; 相反 , X 的 一 个 分 解 确 定 着 X 上 的 等 价 关 系 R: zRy 当 且 仅 当 对 某 一 
YET, x,y E€ Ay. 


0.1 集 、 关 系 和 映射 “3. 


X 上 的 关系 < 称 为 X 上 的 线性 序 (linear order) 或 全 序 (total order), 如 果 满 
足下 列 条 件 : 

(i) MR «Ay, Wa<ymy<a; 

Gi) 如 果 x < y, 则 wy < zx 不 能 成 立 (反对 称 性 ); 

(iii) WR x <y, y <z, W z< z. 
赋 以 线性 序 (或 全 序 ) < 的 集 X 称 为 线性 序 集 (linearly ordered set), 全 序 集 (totally 
ordered set) 或 链 (chain), 有 时 记 作 (X, <). 点 xo € X 称 为 线性 序 集 X 的 最 小 元 
(minimum element), (RAT (maximum element)), 如 果 对 每 一 x € X — (zo), xo < 
x (zo > x). 

线性 序 集 X 称 为 良 序 集 (well-ordered set), WR x 的 任何 非 空子 集 具 有 最 
小 元 . 

线性 序 集 (X, <) 到 线性 序 集 (Y, <’) 上 的 一 一 对 应 映射 称 为 保 序 的 (order pre- 
serving), 如 果 对 任意 2,0! € X, x « x! => f(x) < f(z’). 

X 上 的 关系 < BA X 上 的 一 个 序 (order) 或 偏 序 (partial order), 如 果 满 足 
下 列 条 件 : 

(i) 对 每 一 ze X,x <2; 

(i) WR r <y K y< rz, H z= y; 

(ii) WR x € y K y< z, W z< z. 
赋 以 序 或 偏 序 < 的 集 称 为 有 序 集 (order set) 或 偏 序 集 (partially ordered set), 有 时 
记 作 (X, «). 

wee X 上 具有 线性 序 <, 可 对 任意 的 zy € X 规定 : 


TT<YySOT<Y 或 w= 


则 得 到 X 上 的 序 <. 所 以 每 一 线性 序 集 可 以 作为 有 序 集 . 

wE X LAA <, 如 果 对 X 的 某 子 集 A 的 任意 两 点 xz,y 有 zx<y 或 y< v, 
可 以 规定 : 

a<yer<y 及 rzY, 

这 样 得 到 A 上 的 线性 序 <, 集 A 是 有 序 ( 偏 序 ) E X 的 线性 序 (全 序 ) 子 集 或 链 . 

有 序 ( 偏 序 ) E X 的 元 素 u 称 为 集 4 C X 的 上 界 (upper bound), 如 果 对 每 一 
rcA,zxu; RAB 4 的 上 确 界 (supremum), WÈ u = A 的 上 界 且 对 A 的 任 一 
ER v BA ux v. TA (lower bound) 与 下 确 界 (infimum) 的 定义 是 类 似 的 . 上 确 
界 、 下 确 界 分 别 用 sup, inf "zn. 

有 序 (mF) R X 的 元 素 m BRA X WRAT (maximal element), WR m < 
rcX-mc-s. 


对 线性 序 集 (X, <) 及 a,b E X, 分 别称 集合 


4. 预备 知识 


(xeX:acz«b) 与 {rEeEX:a<r ob 


为 以 a, b 为 端点 的 开 区 间 (open interval) 与 闭 区 间 (closed interval), 并 且 分 别 记 
Ai (a,b) 与 [a,b]; 类 似 可 以 定义 半 开 区 间 (half-open interval)、 半 闭 区 间 (half-closed 
interval) (a, b] 5 [a, b). 对 a € X, id 


(-oo,a)={xEX:a<a}, (a,+%)= {reEX:a<z} 


称 为 X 的 开 射 线 (open ray); 类 似 可 以 定义 闭 射 线 (closed ray) (—oo, a] 与 [a, +00). 
如 果 X 有 最 小 元 uo, 则 (—o0, a) = [ao, a); WR XX 有 最 大 元 bo, JUI (a, +00) = (a, bo]. 


0.2 ”基数 与 序数 


R X,Y 称 为 等 势 的 (equipotent), 如 果 存 在 由 X 到 Y 上 的 一 一 对 应 映射 . 对 
每 一 集 X 给 以 一 个 基数 (cardinal number) |X|, 使 |X| = |Y| 当 且 仅 当 X,Y 是 等 
势 的 . 有 限 集 的 基数 定义 为 此 集 的 元 素 的 个 数 , 称 为 有 限 基 数 ; 相反 的 情况 称 为 无 
限 基数 . 所 有 正 整 数 所 成 集 N 的 基数 记 作 No, BD IN| = No; 所 有 实数 所 组 成 集 R 
的 基数 称 为 连续 统 的 势 (cardinal number of continuum), 记 作 c, 即 |R| = c. 一 个 
集 是 可 数 的 (countable), 当 且 仅 当 它 是 有 限 集 或 具有 基数 No. 

关于 基数 的 和 与 积 规定 如 下 : 两 个 基数 m, n 的 和 (sum of cardinal numbers) 
m+n 规定 为 集 XUY 的 基数 , 这 里 |X| 2 m, |Y| 2 n XAY — 9. m, n 的 积 
(product of cardinal numbers) mn xg ASE X x Y 的 基数 , 这 里 |X| =m, |Y| =n. 
对 每 一 基数 m, 2" 规定 为 集 X 的 一 切 子 集 所 成 集 族 的 基数 , 这 里 [X] = m. 可 以 
证 明 28° = c. 更 一 般 地 , 可 以 规定 n" 为 所 有 X 到 了 内 的 映射 所 成 集 的 基数 , 这 
里 |X| = m, |Y| 2 n. 可 以 证 明 : 


qmitma nm . n™2 


(ni n3)" = nf n7, 
(Qt) =m. 
关于 两 个 基数 大 小 规定 如 下 : 设 m,n 是 两 个 基数 , |X| = m, |Y| = n, 规定 
m € n (EX n 2 m), 如果 存 在 由 X 和 到 Y 内 的 单 映 射 . 由 Cantor-Bernstein 定 
理 : m € n I& n € m — m — n. Xo 是 最 小 的 无 限 基数 (minimal infinite cardinal 
number). 两 个 基数 , 如 果 至 少 有 一 个 是 无 限 基数 , 则 它们 的 和 或 积 等 于 其 中 非 较 小 
的 一 个 (在 积 的 情况 这 两 个 基数 都 异 于 零 ), 特别 有 


m -Fm-mm-m, mz No. 


如 果 m x n Hm z n, WIE m « n ( m VT. n). 可 以 证 明 , 对 每 一 个 基数 
m, 有 m < 2”, 特别 有 No < c. 最 小 的 不 可 数 基数 (minimal uncountable cardinal 


0.2 FEBS AFB JB 


number) 记 作 Ni. 设 有 基数 的 任意 集合 {ma :a € A}, H M| < m, 每 一 ma < m, 
如 有 oc, Ma <m IN, 则 称 基数 m 是 正则 基数 (regular cardinal number). 例如 ， 
No, Ni 都 是 正则 基数 . 

显然 , Ni xc. 假设 Ni = c 称 为 连续 统 假设 (continuum hypothesis), 简 记 为 
CH. 

线性 序 集 X,Y 称 为 相似 的 (similar), 如 果 存 在 由 x 到 Y 上 的 保 序 映射 . 对 
每 一 线性 序 集 给 一 个 序 型 (order type) o(X), 使 o(X) = o(Y) 当 且 仅 当 X,Y 是 相 
似 的 . 良 序 集 的 序 型 称 为 序数 (ordinal). 

两 个 序数 a, 8 的 大 小 规定 如 下 : Be o(X) — o, o(Y) = B, 如 果 存在 yo € Y, 使 
X 与 集 fy: ye Y. y < yo] 是 相似 的 , 则 称 a 小 于 6 或 6 大 于 a, 记 作 a<6 或 
B > a. 可 以 证 明 序数 所 成 集 按 关系 < 是 良 序 的 . 

规定 空 集 o 的 序数 为 0, 这 是 最 小 的 序数 . 有 限 良 序 集 的 序数 规定 为 此 集 的 元 
素 的 个 数 , 称 为 有 限 序数 (finite ordinal number); 相反 的 情况 称 为 无 限 序 数 (infinite 
ordinal number). 正 整数 集 N 按 自然 顺序 是 良 序 的 , 规定 o(N) = w, 这 是 最 小 的 无 
限 序数 (minimal infinite ordinal number). 

对 序数 a, 称 序数 a +1 为 a 的 后 继 者 (successor), 这 时 a HA a 十 1 的 前 趋 
者 (predecessor). 0 以 及 存在 前 趋 者 的 序数 称 为 孤立 序数 (isolated ordinal), 其 他 序 
数 称 为 极限 序数 (limit ordinal). 
由 于 保 序 映射 是 一 一 对 应 映射 , 所 以 X, Y 相似 蕴含 X, Y 等 势 , 即 


o(X) = of Y) = |X| = |Y]. 


所 以 每 一 序数 a 有 一 个 基数 与 之 对 应 称 为 序数 a 的 基数 , 记 作 |al. 当 Jal < No 
时 , BK a 是 可 数 序数 (countable ordinal number); 相反 的 情况 称 为 不 可 数 序数 (un- 
countable ordinal number). w 是 最 小 的 可 数 (无 限 ) 序数 , |w| = No; 最 小 的 不 可 数 
序数 (minimal uncountable ordinal number) 记 作 w1, |wi] = Ni. 

设 序数 ai < wi(i = 1,2,---), 则 可 以 证 明 sup (05:4 = 1,2,---} < wi, 也 就 是 
存在 序数 a <w, 使 oj co X i= 1,2, 成 立 . 

序数 的 加 法 定义 如 下 : Wa, 8 为 序数 , 取 良 序 集 X,Y, 使 o(X)=a, o(Y) 2 8 
并 且 XAY 2 o. 在 集合 XUY 上 定义 良 序 如 下 : 任意 zx,ye XUY, MR z,y € X 
或 者 x,y € Y, Way 保持 它们 原来 的 大 小 ; WR ze X,yeY, 则 规定 zx < y. 定 
X ad B -—o(XUY). 

可 以 证 明 对 任意 序数 > 0, 区 间 [0, a) 的 序数 是 a (习题 0.7). 因此 我 们 往 
往 对 记号 a 5 [0,o) rs 特别 是 对 任意 序数 a,，6 > 0, a x 6 总 是 表示 区 间 
[0, o) 与 [0, 8) 的 乘积 ， 


ax B = (v, y) :TE [0, a), yE [0, 5)}. 
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0.3 超 限 归纳 法 与 选择 公理 


超 限 归纳 法 (transfinite induction). 设 对 每 一 序数 o, 给 定 命题 P(a). WRF 
列 论断 成 立 , W Pla) 对 所 有 序数 a 都 正确 : (1) 对 a = 0, P(0) 是 正确 的 ; (2) 对 
于 a < ao 的 任意 序数 a, 如 果 P(a) 是 正确 的 , 则 P(ao) 是 正确 的 . 

以 上 的 证 明 方 法 称 为 超 限 归 纳 法 .下 面 叙述 一 些 常 见 的 选择 公理 (axiom of 
choice), 它们 等 价 性 的 证 明 可 以 参见 文献 [114]. 

(i) Zermelo 公理 . 对 每 一 非 空 集 的 集 族 {X her, FERPA Bl yep X, 
的 映射 f 使 对 每 一 ye Tf(Y) e X,. 

(ii) Zermelo 定理 ( 良 序 化 定理 ). 任何 集 可 按 某 个 线性 序 使 成 为 良 序 集 . 

(iii) Zorn 5138. 如 果 有 序 ( 偏 序 ) Æ X 的 每 一 链 都 有 上 界 , 则 X 具有 极 大 元 . 

集 族 oS 称 为 具有 有 限 特 征 (finite character) HJ, 如 果 A 是 的 元 素 当 且 仅 
当 A 的 每 一 有 限 子 集 是 o 的 元 素 . 

(iv) Tukey 引 理 . 每 一 具有 有 限 特征 的 集 族 有 极 大 元 (关于 关系 C ), 即 存在 
Ao € ,使 对 任何 A € £, Ao CAS Ao — A. 

jj 题 0 

0.1 X f:X—Y 是 映射 , 4, BC X,C,DCY. 下 面 的 等 式 是 否 成 立 ? 对 “=” 不 成 立 
的 式 子 , 改 “=” 为 “Cc” 是 否 成 立 ? 对 怎样 的 映射 等 式 一 定 成 立 ? 

(i) f(AUB)= f(A) U f(B); 

(ii) f(An B) = f(A) n f(B); 
A — B) = f(A) - f(B); 
(iv) f (CUD) = f" (C) U f (D 
(v) f^" (Cn D) = f! (CO) n f! (D 
(vi) F(C- D) = f^" (C) — f(D). 
0.2 WRU f:X>Y. ACX, CCY, 证明: 
i) f(An f *(B)) = F(A) N B; 
ii) f(A— f^ (B)) = f(A) - B. 
03 设 映射 f: X —Y, H AC 分 别 是 X,Y WER, MW f" (C cAeCccY- 
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0.4 证 明 全 序 集 4 是 良 序 集 当 且 仅 当 在 4 中 不 存在 严格 单调 递减 的 序列 , 并 且 由 此 证 明 
任何 一 个 无 限 序数 都 可 以 写 出 a 十 n 的 形式 , 其 中 a 是 极限 序数 , n 是 0 或 者 正 整数 . 

0.5 WH w> w, 但 是 1 十 w= w, 由 此 可 以 看 出 序数 的 加 法 没有 可 交换 性 . 

0.6 证 明 所 有 可 数 序数 构成 的 良 序 集 的 序数 是 w. 

0.7 用 超 限 归纳 法 证 明 : 对 任何 序数 a, 区 间 [0, a) 的 序数 是 a. 

0.8 ”证明 选择 公理 与 下 述 命题 等 价 : 对 于 任意 非 空 集 族 {Xy}yer, FAS, RRI er X729. 


第 1 章 ”拓扑 空间 概念 


分 析 学 中 广泛 地 引用 着 连续 、 极限 的 概念 , 但 这 些 概念 的 本 质 的 探讨 应 属于 一 
般 拓扑 学 (General Topology). 一 般 拓扑 学 主要 是 研究 拓扑 空间 的 自身 结构 及 其 间 
的 连续 映射 的 学 科 . 

G. Cantor 于 1895 年 、1897 年 的 论文 建立 了 集 的 理论 , 这 导致 了 20 世纪 早 
期 F. Hausdorff, M. Fréchet, C. Kuratowski 等 数学 家 对 拓扑 空间 概念 的 建立 , 而 

般 拓扑 学 进一步 发 展 的 基础 的 莫 定 主要 归功 于 P. Urysohn, P. Alexandrof & A. 

Tychonoff 等 . 1960 4E, P. Alexandroff 4] 的 综合 论文 详尽 地 介绍 了 一 般 拓扑 学 的 
历史 概述 及 近代 发 展 . 关于 一 般 拓扑 学 的 历史 及 拓扑 学 家 的 贡献 可 阅读 C. E. Aull 
和 R. Lowen 主编 的 Handbook of the History of General Topology 99: 34 39]. 

分 析 学 中 的 连续 、 极 限 概 念 通常 用 邻 域 、 开 集 描述 , 这 里 首先 以 开 集 概念 定义 
拓扑 空间 , 然后 时 向 邻 域 、 闭 集 等 概念 . 


1.1 拓扑 的 引入 


定义 1.1.1 RAE X, 设 7 是 X 的 子 集 所 成 的 集 族 满足 : 

(O1) GET, XET; 

(02) MU; € Fi =1,2,---,n), WNL Ue Z; 

(03) W U, € Z(y e r), W UU: yE rye, 
这 里 指标 集 可 以 是 无 限 集 , 则 称 (X, 7) 是 拓扑 空间 (topological space). .7 是 
此 空间 的 拓扑 (topology), 9 的 元 素 称 为 开 集 (open set). 在 没有 必要 指出 X 上 的 
拓扑 7 时 , 通常 简单 地 用 X 表示 拓扑 空间 . 

EX 1.1.2 3€ 7,42' 是 集 X 上 的 两 个 拓扑 , 且 9 C7’, 则 称 拓 扑 7 比 拓 
Jh .Z' TH (coarse) 或 拓扑 .7' 比 拓扑 23 精 (fine). 

数 直 线 R 上 的 开 集 (可 以 表示 为 可 数 个 开 区 间 的 并 ) 族 形成 R 上 的 通常 拓扑 
(usual topology). 

n 维 欧 几 里 得 空间 (Euclidean space) R” PWA, x = (£1, £2, :, 2n), Y = 
(yi1,y2,… ,yn) 间 的 距离 
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E S(x) ={y:yER2， p(z,y) <e} (Wa ABD, We 为 半径 的 开 球 ), 则 
I ={U:U CR", 对 每 一 zeU RE 6e» 0f S;(z) CU] 


是 R” EHF, 称 为 Rm" 上 的 通常 拓扑 (usual topology) 或 欧 几 里 得 拓扑 (Eu- 
clidean topology). 

以 下 称 空间 R 或 R* 时 都 是 指 通常 拓扑 而 言 . 

设 集 x 上 的 拓扑 z Mae e 及 X 组 成 , 则 称 这 拓扑 Zu 为 平凡 拓扑 
(indiscrete 或 trivial topology), 是 最 粗 的 拓扑 . 设 A 是 由 XX 的 一 切 子 集 组 成 , 则 
称 此 拓扑 25 为 离散 拓扑 (discrete topology), 是 最 精 的 拓扑 . 具有 离散 拓扑 的 空间 
称 为 离散 空间 (discrete space). 

定义 1.1.3” 设 是 拓扑 空间 , x e x. WRX 的 子 集 U 包含 着 某 一 开 集 ， 
这 开 集 包含 着 点 v, WR U 是 x 的 邻 域 (neighborhood); WR U 是 开 集 且 x € U, 
则 称 U 是 点 x 的 开 邻 域 (open neighborhood). 

数 直线 R 上 的 开 区 间 是 这 区 间 内 任 一 点 的 开 邻 域 , 闭 区 间 是 除 这 区 间 的 端点 
外 的 这 区 间 内 任 一 点 的 邻 域 . n 维 欧 几 里 得 空间 R 中 的 开 球 5.(x) 是 点 x 的 (e) 
FER, 也 是 Ser) 中 每 一 点 的 开 邻 域 . 任何 包含 着 5.(x) 的 集 是 Sele) 中 每 一 点 

I 邻 域 . 
定理 1.1.1 XE (x) ÆA re X 的 所 有 邻 域 所 成 集 族 , 则 满足 : 
(N1) X € 4 (zx); 
N2) fi U € 2 (x), W) £ €U; 
N3) W U € Z (x£), V DU, W V € 2 (x); 
NA) W U, V € V(x), W| UAV € (x); 
N5) W U € Y (x), WHER V 使 ze V CU SHEER x € V, V € qr (a). 

证 明 条件 (N1)~(N3) 是 定义 1.1.3 的 直接 结果 , 条 件 (NA) 可 由 定义 1.1.3 
及 (02) 导 得 . 下 证 条 件 (N5). 设 U € W(x), 由 邻 域 的 定义 (定义 1.1.3), 存在 开 集 
V f£ zeV CU, FEV 是 它 的 任意 点 x' 的 邻 域 , RE V € 7 (a^) (x € V). 证 完 . 

定理 1.1.2 ”拓扑 空间 X 中 的 子 集 U 是 开 集 当 且 仅 当 U 是 它 的 每 一 点 的 邻 
域 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 相反 , 对 每 一 ze U, 由 邻 域 的 定义 1.1.3, FERE 
V(x), f£ x € V(x) CU, Mit U = U{V (x) : x € UU}, 这 说 明 U 可 以 表示 为 菜 些 开 
集 的 并 , 由 拓扑 空间 的 定义 1.1.1 的 (03) Atl U 是 开 集 . 证 完 . 

以 上 的 定义 1.1.1 是 以 开 集 为 原始 概念 定义 拓扑 空间 , 下 面 我 们 用 邻 域 为 原始 
概念 定义 拓扑 空间 . 

设 对 集 X 的 每 一 点 x 确定 了 一 个 子 集 族 V (v) 满足 条 件 (N1)~(N5), 我 们 称 
U(x) 的 元 素 为 点 x 的 邻 域 , 然后 利用 定理 1.1.2 定义 开 集 , 由 (NT), (N4) 及 (NB) 
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所 定义 的 开 集 族 满 足 拓扑 空间 的 定义 1.1.1 的 (O1), (02) 及 (03), 从 而 X 形成 拓 
扑 空间 . 这 里 是 以 邻 域 作为 原始 概念 , 由 此 出 发 定义 拓扑 空间 . 

下 面 我 们 导向 闭 集 概念 . 

定义 1.1.4 ”拓扑 空间 X 的 子 集 F 称 为 闭 集 (closed set), WR X — F 是 开 
集 . 

定理 1.1.3 ”拓扑 空间 X 的 所 有 闭 子 集 PF 形成 的 集 族 F 满足 下 列 条 件 : 

(F1) EF, XEF; 

(F2) W F; € F @=1,2,---,n), BUT LE €; 

(F3) W F € F (yer), M n(F,:yer)e-, 
这 里 指标 集 T 可 以 是 无 限 集 . 

WEBB ”这 里 只 证 明 (F3), 其 他 类 似 . 由 de Morgan 公式 


X—-ME,: ye PF} =ULX -— Fy: ye TP}. 


因为 Fy ÆR, 所 以 X — EF, 是 开 集 , 由 定义 1.1.1, 上 式 右 端 是 开 集 , 从 而 左 端 是 
FÆ. 由 定义 1.1.4, n(F, :y e D) BAR. 证 完 . 

由 上 述 定理 , 我 们 可 以 用 满足 (F1)~(F3) 的 子 集 族 确 定 X 上 的 拓扑 . 下 面 定 
理 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 11.4 WF ERX 的 子 集 族 满足 条 件 (F1)~(F3), 则 多 正好 是 拓扑 
空间 (X, 7) 中 所 有 闭 集 形成 的 集 族 , 这 里 FT ={X-F: FEF}. 

拓扑 空间 X 的 子 集 A BA Gs 集 (Fo 集 ), WR A 是 可 数 个 开 (A) 集 的 交 
(并 ) 集 . 


1.2” 开 基 与 邻 域 基 


定义 1.2.1 ”拓扑 空间 X 中 的 开 集 族 称 为 这 空间 的 开 基 (或 简称 为 基 , 
base), 如 果 每 一 开 集 可 以 表示 为 多 中 某 些 元 素 的 并 ; 开 集 族 称 为 这 空间 的 次 开 
基 (或 简称 为 次 基 , subbase), WR 中 元 素 的 有 限 交 全 体形 成 这 空间 的 基 . 

定理 1.2.1 FRR 是 开 基 当 且 仅 当 对 每 一 开 集 V. 及 每 一 点 x € V, 存在 
Ue ,使 ecT. 

证 明 留 给 读者 . 

关于 空间 R, 可 以 取 所 有 开 区 间 (a, b) 所 成 集 族 为 开 基 , 这 里 a, b 是 实数 (a < b), 
特别 可 取 a,b 都 是 有 理 数 的 情况 ; 可 以 取 所 有 形 如 (a, +00), (—00, b) 的 区 间 所 成 的 
集 族 为 次 开 基 , 这 里 a,b 是 实数 , 当然 也 都 可 以 是 有 理 数 . 

定理 1.2.2 We 4 是 拓扑 空间 x 的 开 基 , 则 2 满足 : 

(B1) W U, U2 EV Rx cu, n Us, MWEE Us € V, 4E x € U3 cU Y Us; 
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(B2) UU: UE Y) — X. 
相反 , WX 是 一 集 , Y 是 X 的 子 集 所 成 集 族 满足 (B1) 和 (B2), Æ 


F= (UY :Y c YY, 


则 7 满足 (01)~(03), 从 而 X 是 拓扑 空间 以 多 为 开 基 . 

证 明 ”由 定义 1.2.1, 这 定理 的 前 半 部 分 是 明显 的 , 现 证 明 后 半 部 分 . 

由 于 空 集 族 之 并 集 是 e, 再 由 (B2) 得 (O1) 由 .7 的 定义 , 显然 满足 (03). I 
证 Z 满足 (02), 由 (B1) GIH n — 1 次 ), 可 得 . 

设 本 ,U2,…,Un EUY Harel, Ui WEE U CY, fF 


zeUc[)u. (1.2.1) 
i—1 
现在 设 VVeVe2Hze(zQVreV (i-12,,n. 由 于 每 
一 W 是 4 中 集 的 并 , 所 以 存在 U; e V fic CU, c V. 结合 (1.2.1) X, 知 存 
FEU EY, f& c € U C (o. Vi. 这 说 明 门 _j Vi 可 以 表示 为 v. 中 元 素 的 并 , 所 以 
ViVi e Z. 这 证 明了 9 满足 (02). 此 外 , 显然 多 是 拓扑 空间 (X, 7) 的 开 基 . 
证 完 . 
Hid Xe v EMITA x 的 次 开 基 , 则 v^ 满足 上 面 的 (B2); 相反 , 设 X 是 
集 , Æ X 的 子 集 所 成 集 族 满足 (B2), 置 为 中 集 的 有 限 交 的 全 体 所 形成 
的 集 族 , 则 27 满足 (B1) 和 (B2), 从 而 儿 是 X 上 某 一 拓扑 的 次 开 基 , MEE TH 
U 中 集 的 并 集 全 体 所 形成 的 集 族 , 则 X 是 拓扑 空间 以 Y^ 为 次 开 基 . 
定义 1.2.2 Ka 是 拓扑 空间 关中 的 一 点 , 点 z 的 邻 域 所 成 的 集 族 A(x) 称 
为 点 v 的 邻 域 基 (neighborhood base), WRX x 的 每 一 个 邻 域 U, 存在 V € (x), 
使 zeVcU. 
定理 1.2.3” 设 A(x) 是 拓扑 空间 X 中 点 x 的 邻 域 基 , 则 满足 下 列 条 件 : 
(NB1) A(x) 7 2; 
(NB2) WU € A(x), War ev; 
(NB3) MU € A(x) RV € A(x), WEE W € A(x), EW CUNY; 
(NB4) 如 U € A(x), WHEE V 使 y c V CU, 且 对 每 一 w € V, 存在 
W e B(x) WEW c V. 
证 明 留 给 读者 . 
在 定义 拓扑 空间 时 , 可 以 用 邻 域 基 代替 整个 邻 域 族 . 
定理 1.2.4 Wt X 是 一 集 , 对 每 一 x e X 确定 一 由 x 的 子 集 所 成 的 集 族 
B(x) 满足 条 件 (NB1)~(NB4), 置 


U(x) ={U:U DV, XIE V € Z(x)}, 
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则 X(x) 满足 条 件 (N1)~(N5). 这 样 X 是 拓扑 空间 以 Z7 (x) 为 点 x 的 所 有 邻 域 的 
We, 以 B(x) 为 点 x 的 邻 域 基 . 

证 明 留 给 读者 . 

E n 维 欧 几 里 得 空间 R”, 点 x Hy © 邻 域 5.(x) (e > 0) 全 体形 成 点 z 的 邻 域 
Æ B(x), B(x) 的 子 族 A(x) = (Sij, (m) :n 9 1,2,---} 也 形成 点 x 的 邻 域 基 . 易 
知 U{ 多 (z) :z eR") 及 UPA (x): x e R"} 都 是 R” 的 开 基 . 一 般 地 说 , 生成 同一 
拓扑 的 两 个 邻 域 基 (F) 称 为 等 价 的 (equivalent neighborhood base). 

例 1.2.1 (Smirnov 删除 序列 拓扑 B73) 在 集 R+ = [0,00) = {x : 0 < £ < +0} 
上 给 以 下 述 拓扑 , 置 


Bl) = ((x—&, 24:)nR*:&e»0]), x x 0, 
" q40,5)— 0, 1/21/35] c6 SOL. am, 


则 多 (x) 满足 定理 1.2.3 的 条 件 (NB1)~(NB4), Rt 成 为 拓扑 空间 . 此 拓扑 不 同 于 
RAR 上 的 通常 拓扑 , KA Smirnov 删除 序列 拓扑 (Smirnov’s deleted sequence 
topology). 

例 1.2.2 (Niemytzki 半 平 面 972) RÆ R 为 R 的 上 半 平 面 并 包含 x 轴 , 即 
R'—í(z,y):y 20, —œ < x < +00}, É 


{Se((a,y)) AR’: € > 0j, y #0, 
{Se((a,€)) U{(#, 0)} :6 > 0}, y —0, 


这 里 x 轴 上 的 点 的 邻 域 是 切 于 此 点 的 开 圆 连同 此 点 . 则 A(x, y) 满足 条 件 (NB1)~ 
(NB4), R' 成 为 拓扑 空间 . 这 拓扑 不 同 于 R 上 的 通常 拓扑 , 称 为 Niemytzki 半 平 
面 拓扑 (Niemytzki’s half-plane topology) 或 Niemytzki 切 圆 盘 拓扑 (Niemytzki’s 
tangent disc topology). 

以 上 两 例 是 以 邻 域 基 定义 的 拓扑 空间 . 

例 1.2.3 (线性 序 拓扑 Bl) Xe X 是 至 少 含有 两 个 点 的 线性 序 集 , 开 射 线 的 全 
体 


Za, y) x | 


Y = {(a, +00) :a E X}U {(-—~w,b): b e X) 


是 X 上 某 一 拓扑 的 次 开 基 ( 见 定理 1.2.2 的 注 记 ), 以 VY 为 次 开 基 的 拓扑 称 为 X 
上 的 线性 序 拓 扑 (linearly ordered topology), X 称 为 线性 序 空间 (linearly ordered 
space). 从 而 每 一 开 区 间 (a,b) = (a, +00) N (—00, b) (a,b € X) 是 开 集 . 

X 的 下 述 类 型 的 子 集 组 成 的 集 族 是 线性 序 拓扑 的 一 个 开 基 : 

(i) X 的 所 有 开 区 间 (a,b), a,b € X; 

(ii) 如 果 X 有 最 小 元 ao, 所 有 半 开 区 间 [ao,b), b € X; 
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(iii) 如 果 X 有 最 大 元 bo, 所 有 半 开 区 间 (a, bo], a € X. 
RR 赋予 通常 拓扑 是 线性 序 空间 ， 常 用 的 线性 序 拓扑 有 良 序 集 上 的 线性 序 拓扑 ， 
简称 为 序 拓扑 (ordered topology), 其 拓扑 空间 简称 为 序 空间 (ordered space). 
对 良 序 集 [0, 01), WR a, 6 <w, XUI 
(8, a] = (8, +œ) n (—oo, a+ 1). 
所 以 在 序 空间 (0,41) "P, ((0]HU((28,0]:0 € 8 & o < w} 是 一 个 开 基 ， 
aas | {{0}}, a=0, 
((8,0]:8 <a}, a#0 
是 点 a € [0, w) 的 一 个 邻 域 基 . 置 
J = {U C [0,01) :对 每 一 aeEU,a>0 及 某 6<a, fi (8,0] CU], 
则 7 是 序 空间 [0,wi) 的 拓扑 . 以 下 称 拓扑 空间 [0,wi) 时 是 指 序 拓扑 而 言 . 
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定义 1.3.1 X 4 是 拓扑 空间 x 的 子 集 , 所 有 包含 集 4 的 闭 集 的 交 称 为 集 
A WAE (closure), 也 就 是 包含 集 4 的 最 小 的 闭 集 , WE A, 4- BK CLA. RAR 
每 一 点 称 为 集 4 的 接触 点 (contact point). 

由 定义 1.3.1 立 知 , 拓扑 空间 X 的 子 集 A 是 闭 集 , SHENA A= A TRU 是 
FÆ, 4SHM4 X-U=X-U. 

定理 1.3.1 ” 闭 包 满足 如 下 条 件 : 

(C1) Ø = Ø; 

(C2) AD A; 

(C3) AU B = AUB; 

(C4) A— 4. 

(C1)~(C4) 称 为 Kuratowski 闭 包 公理 (Kuratowski's closure axioms). 

证 明 — (C1), (C2) 由 定义 1.3.1 立 得 . 现 证 (C3), 由 定义 131, AUBD A 
AUB2D A. 同 理 , AUB 5 B, itti AU B 5 AUB. 另 一 方面 , 因 AUB 是 包含 AUB 
WAS, 而 由 定义 1.3.1, AUB 是 包含 AU B 的 最 小 的 闭 集 , wA AU B c AUB. 
下 证 (C4), AA BAS A 的 最 小 的 闭 集 , 而 A 是 闭 集 , 故 得 证 . 证 完 . 

定理 1.3.2 ”点 ZE4 当 且 仅 当 点 z 的 每 一 邻 域 与 4 相交 . 

WEB] BA c 的 邻 域 U 与 4 不 交 , 不 妨 设 U 是 开 集 , 从 而 X —U 是 包含 A 
NH, MU XX 一 UD A, 从 而 zx dA. 相反 , W x e A, 则 XX- 有 是 点 zx 的 邻 域 与 
A 不 交 . 证 完 . 
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定理 1.3.3 RU 是 点 zx NOMA HU cg X —U. 

iE AA WU JE a MI E HT Un(X-U)-2,BDETE 1.3.2 All z X —U. 
相反 , W rd X —U, 则 由 定理 1.3.2, 存在 点 x Bg4 V f£ Von (X—U)— 9, M 
而 VCU, 所 以 U 也 是 x 的 令 邻 域 . 证 完 . 

在 离散 空间 X, X 的 任何 子 集 4 的 闭 包 就 是 A, 也 就 是 A = A, 所 以 离散 空间 
的 任何 子 集 都 是 闭 集 ， 也 同时 都 是 开 集 ， 在 平凡 拓扑 空间 Xx, 任何 非 空子 集 4 的 闭 
包 是 空间 X, 也 就 是 4=X (AZ øg), A= (A= 8). 

EH 1.3.4 W XER, XX 的 每 一 子 集 A, 规定 一 集 有 4 使 满足 (C1)~(C4)， 
定义 X 的 子 集 U 为 开 集 当 且 仅 当 满足 条 件 : 


XU 2X =U, (1.3.1) 


udin 族 满足 拓扑 空间 的 定义 (01)~(03), 从 而 X 成 为 拓扑 空间 . 
证 明 由 (C2), A X-B=X=X=X—-O, H (13.1) X, e EFK. 由 

(Cl), @X—-X=B=9=X—-X, 由 (1.3.1) X, X BI. VEU, (i =1,2,---,n) 

是 开 集 , 由 (1.3.1) 3 =X-U; (i= 1,2,…,n), 并 有 限 次 地 引用 (C3), 有 


由 (1.3.1) 式 , QU: 是 开 集 . ee — STA) XH (03)， 设 
Uy (y € D) 是 开 集 , 由 (1.3.1) XX, 


此 外 , 由 (C3) 可 以 导 得 
CcD=CCcD. 


Jai Ae p(X — Uy) c X -Uy (y e r) 可 以 证 得 


ycr ycr 
WA 
X-—(JU,=(\(*-U,)c NX, 
YET YET yer 
()(%-U,)=x- UU, 
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it 


相反 的 包含 式 可 由 (C2) 得 到 , 故 有 
x-|Ju,2x-lJu. 
yer ver 

由 (1.3.1) XX, Uer Uy 是 开 集 . 证 完 . 

下 面 的 例 是 以 闭 包 定义 拓扑 空间 . 

例 1.3.1 KHAR R 以 及 不 属于 及 的 点 o* 形成 的 集 R*, 即 R* = RU (z*). 
对 R* 的 每 一 子 集 A, 规定 A 如 下 : 
= | (A — {a*} 关于 R 的 闭 包 ) U {x*}, 24 A 是 无 限 集 ， 


A=) 4 当 4 是 有 限 集 

容易 验证 , A 满足 闭 包公 理 , 从 而 由 定理 1.3.4, R* 成 为 拓扑 空间 . 

相对 于 闭 包 概 念 , 下 面 引进 内 核 概念 . 

定义 1.3.2” 设 A 是 拓扑 空间 x 的 子 集 , 一 切 包含 在 4 内 的 开 集 的 并 称 为 
集 A 的 内 核 (interior), 也 就 是 包含 在 4 内 的 最 大 开 集 , WE A 或 Int A. 
由 定义 1.3.2 立 知 , 拓扑 空间 X 的 子 集 4 是 开 集 , SAM A = A. 

设 A 是 拓扑 空间 X 的 子 集 , 点 x 称 为 集 4 的 内 点 (inner point), WR A 是 点 
x 的 邻 域 , 也 就 是 存在 点 x 的 一 个 开 邻 域 U(x) C A; 集 A 的 一 切 内 点 所 成 集 显然 
是 开 集 (读者 自 证 ), 从 而 就 是 集 4 的 内 核 . 

关于 内 核 与 闭 包 间 的 关系 有 下 述 定理 . 

定理 1.3.5 WA 是 拓扑 空间 X 的 任 一 子 集 , 则 有 A^—X-X-— A. 

证 明 ”因为 一 4 是 包含 XX 一 4 的 最 小 闭 集 , Mi X -X—AdE S T X - 
(X — A) = A 的 最 大 开 集 , 所 以 由 A 的 定义 , 得 AS = X — X — A. 证 完 . 
由 定理 1.3.1. 定理 1.3.5 及 de Morgan 公式 可 以 证 明 下 述 定 理 . 证 明 留 给 读者 . 

定理 1.3.6 内核 满足 如 下 条 件 : 

(Il) X° = X; 

(12) A° C A; 

(I3) (An B)? = 4? n B°; 

(I4) (A9)? = A9. 

类 似 于 定理 1.3.5, 有 下 述 定理 , 证 明 留 给 读者 . 

定理 1.3.7 WE A 是 拓扑 空间 X 的 任 一 子 集 , WA A= X -(X — Ay. 

如 果 以 ““” 记 作 补 集 的 运算 , 则 定理 1.3.5 及 定理 1.3.7 可 分 别 记 作 

AP =A” A A =A”, 

定义 1.3.3 ”点 x 称 为 集 4 WA (accumulation point) 或 极限 点 (limit 
point), 如 果 a € A— (x; R 4 的 所 有 聚 点 所 成 集 称 为 集 4 的 导 集 (derived set), 
WE At; 集 A— A? 的 点 称 为 集 4 的 孤立 点 (isolated point). 
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显然 , 点 zx 是 空间 X 的 孤立 点 当 且 仅 当 (2) 是 一 开 集 . 容易 验证 , 空间 X 是 
离散 空间 当 且 仅 当 每 个 x e X 都 是 孤立 点 . 而 在 序 空间 (0,01) 中 ( 例 1.2.3), 对 每 
个 后 继 序数 a = 8 十 1, KE (8,a] = fo}, 这 说 明 在 序 空间 [0,wi) 中 , 每 个 后 继 序 


定理 1.3.8 点 zx 属于 A 当 且 仅 当 点 z 的 每 一 个 邻 域 包含 集 4 的 异 于 z 的 
=. 

证 明 ”由 定义 1.3.3, ze A— (x). 由 定理 132, € A— (x) SAMY x 的 每 
一 个 邻 域 与 4 — (x) 相交 , 即 c 的 每 一 个 邻 域 包 含 集 4 的 异 于 z 的 一 个 点 . 证 完 . 

定理 1.3.9 “ 导 集 满足 如 下 条 件 : 

(D1) A= AU Af; 

(D2) W A c B, Wii] A? c B4; 

(D3) (AU B)? = A? U B4; 

(D4) Uyer 45 C (Uer Ay)? 

证 明 留 给 读者 . 

定义 1.3.4 Æ A 称 为 稠密 (dense) 于 空间 X, WR 4 = X; 称 为 无 处 稠密 
(或 琉 , nowhere dense) F X, WR (A)? = e; 称 为 第 一 纲 的 (或 第 一 范畴 的 , first 
category), WR A 是 可 数 个 无 处 稠密 集 的 并 ; 称 为 第 二 纲 的 (或 第 二 范畴 的 , second 
category), WR A 不 是 第 一 纲 的 . 
由 无 处 稠密 的 定义 可 以 推 得 : f A 无 处 稠密 于 X 当 且 仅 当 每 一 不 空 开 集 U 
包含 某 不 空 开 集 V 使 VN 4A=g% (习题 1.15). 

例 1.3.2 KERR 上 的 自然 数 集 、 整 数 集 无 处 稠密 于 及 , 有 理 数 集 、 无 理 数 
集 稠密 于 R 有 理 数 集 Q 是 第 一 纲 的 , 因为 它 是 可 数 集 , 而 每 一 单 点 集 是 无 处 稠密 
FR 的 ; 无 理 数 集 工 是 第 二 纲 的 . 用 反 证 法 证 明 于 下 . 设 无 理 数 集 工 是 第 一 纲 的 ， 
则 民 = Q@UI 也 是 第 一 纲 的 . E 


R= A. (1.3.2) 
i=1 


每 一 A; (i = 1,2,---) 无 处 稠密 于 IR. 取 开 区 间 7; = (0,1), Bl A 是 无 处 稠密 的 , 存 
在 不 空 开 集 Vi C h, 使 Vin A, =o. 由 于 及 中 的 开 集 可 以 表示 为 (可 数 个 ) 开 区 
间 的 并 , 而 每 一 开 区 间 总 包含 着 某 一 闭 区 间 , 所 以 不 失 一 般 性 可 把 Vi 取 作 某 开 区 
间 而 使 


Vich, ViNA1= 9%. 


继续 这 方法 可 得 开 区 间 : Vi, Va, 使 
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但 昌 


VDD; (1.3.3) 
V; 的 长 度 <1/i. (1.3.5) 


由 (1.3.3) 及 (1.3.5), 序列 {Vi} 形成 退缩 闭 区 间 套 , 存在 点 ze 门 2 Vi, Me eR, 


H (1.3.4), x ¢ A; (i = 1,2,…), 这 一 矛盾 说 明 (1.3.2) 式 不 能 成 立 . 所 以 无 理 数 


集 


必须 是 第 二 纲 的 . 
定义 1.3.5 X A 是 拓扑 空间 X 的 子 集 , AQDX-A TOS 4 的 边缘 


(boundary 或 frontier), 记 作 FrA 或 OA; 点 x c An X — A MAR A 的 边缘 点 
(boundary point 或 frontier point). 


由 定义 1.3.5, Fr4 = An (X — A*)) =A- A5, 从 而 易 知 x ER 4 的 边缘 点 当 


ARS x 既 不 是 集 A 的 内 点 , 又 不 是 集 X — A 的 内 点 . 


定理 1.3.10 ”关于 集 4 的 边缘 , 有 下 列 关 系 : 

(i) A? = A— FrA; 

ii) A= AUFrA; 

iii) Fr(AU B) C FrA U FrB; 

iv) Fr(A N B) C FrA U FrB; 

v) A 是 开 集 , 当 且 仅 当 F4= 工 -4, 当 且 仅 当 ANFrA = 5 
vi) A 是 闭 集 , 当 且 仅 当 本 4= A— A5, 当 且 仅 当 FAC A; 
vii) A 是 既 开 且 闭 的 当 且 仅 当 FrA = e. 

证 明 ”这 里 证 明 (i) 及 (ui), 其 他 类 似 . 


( 
( 
( 
( 
( 
( 


A-EA-A-(AnX-A)- (A- AU(A- X-— A) 
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在 本 节 中 我 们 叙述 拓扑 空间 中 的 收敛 概念 ， 分析 学 中 的 收敛 概 念 最 简单 的 是 
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序列 的 极限 , 级 数 的 收敛 就 是 用 它 部 分 和 序列 的 极限 去 描述 的 . 函数 的 极限 或 连续 
的 e- 5 定义 实际 上 是 用 邻 域 描述 的 , 即 f(a) 在 点 o 的 连续 : 对 yo = f(xo) 的 任 
何 e 邻 域 Selyo), 存在 xo 的 5 WER 5s(zo), 使 FSs(zo)) C Selyo). 网 的 概念 是 序 
列 概念 的 直接 推广 , 滤 子 概念 是 邻 域 族 概念 的 直接 推广 . 前 者 在 统一 阐述 分 析 学 中 
的 极限 概念 时 很 有 实用 价值 ; 后 者 在 论证 一 般 拓 扑 学 的 有 关 理 论 时 比较 便利 . 所 以 
本 书 除了 在 本 节 中 叙述 网 的 概念 外 , 此 后 都 用 滤 子 阐述 . 

0 

(Fll) 6 ¢ F 

(FD) hA c. F K BoA, W| BEF 

(F13) 如 A € F n oe 
则 称 多 是 一 滤 子 (filter). 如 果 不 存在 包含 X 的 滤 子 以 F 作为 它 的 真子 族 , MYE 
T F 称 为 极 大 滤 子 (maximal filter) 或 超 滤 子 (ultrafilter). 
集 族 WY 称 为 具有 有 限 交 性 质 (finite intersection property), WR Y 中 任何 有 
限 个 元 素 的 交 不 空 

定理 1.4.1 RRR F 具有 有 限 交 性 质 , 则 存在 极 大 滤 子 F 包含 E. 

证 明 RDF: FRAGA FZ 的 具有 有 限 交 性 质 的 集 族 }, 以 包含 关系 
M dt pea st i 全 
序 子 集 ( 链 ) 具有 上 界 . 由 Zorn 引 理 ，5 中 存在 极 大 元 7, 下 面 证 明 多 是 一 滤 
T. 显然 满足 (FH) 设 4,B e F, A F 具有 有 限 交 Rio Ros. Ek 
We F" = {AN BJU F 也 具有 有 限 交 性 质 , 从 而 F” e 9; HT F 是 5$ 的 极 大 
元 , 所 以 An Be F, 满足 (F13). 为 了 证 明 满 足 (FI2), 设 BD A, Ac F, 则 集 族 
{B} UF e 9, AMAL, Be F. 证 完 . 

定理 1.4.2 WT F 是 极 大 滤 子 当 且 仅 当 每 一 个 与 中 每 一 元 素 相 交 的 集 
是 F 的 元 素 . 

证 明 R F 是 极 大 滤 子 , 设 集 4 与 多 中 的 每 一 个 元 素 相 交 , E 


F'={C:CDANB, Be F}, 


容易 验证 .多 ' 是 一 滤 子 且 包 含 着 F, U A 作为 它 的 元 素 . 由 于 多 是 极 大 滤 子 ， 
F =F', Mii AEF 

相反 , 设 多 是 一 滤 子 满足 定理 1.4.2 的 条 件 , We 多 ' 是 任 一 滤 子 包含 着 F, 即 
F' DF. 下 面 证 明 相 反 的 包含 关系 , 从 而 定理 得 证 . 设 A € F’, 由 (FI3) A (Fl1), 
4 与 F 中 每 个 元 素 相 交 , 从 而 与 多 中 每 个 元 素 相 交 , 由 假设 条 件 , A € F, 所 以 
F' CF. 证 完 . 

定义 1.4.2 Xx F 是 拓扑 空间 X 中 的 滤 子 , eX. WR z 的 每 一 邻 域 属于 
F, 则 称 .多 收敛 于 (converge to) x, WE F 
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由 定义 1.4.1 AY (FI2) 可 知 : 多 一 x 当 且 仅 当 对 x 的 每 一 个 邻 域 U, 存在 
Ac.£ fi ACU. 

定义 1.4.3 ”如果 对 每 一 集 A c.Z, 点 v c A, WAR x 是 多 的 聚 点 (cluster 
point of filter). 

定理 1.4.8. RET F 收敛 于 r, We 是 RA; 相反 , 如 多 是 极 大 滤 
T, r 是 .多 的 聚 点 ， 则 F WF x. 

证 明 OF oc RACF, 由 定义 1.42, 7z 的 每 一 个 邻 域 Ue F, 由 (F13) 
及 (F11), ANU 4 Ø, 由 定理 1.3.2, x € A, 由 定义 1.4.3,z 是 F WER. 

反之 , 设 x 是 极 大 滤 子 F 的 聚 点 , 则 由 定义 1.4.3, z WE- RR U 与 F 的 

每 一 元 素 相 交 , 由 定理 1.42, U € F, 由 定义 1.4.2, F 一 x. 证 完 . 

我 们 考虑 减弱 定义 1.4.1 WKF! 是 滤 子 F 的 子 族 使 对 每 一 已 e F, f 
E Fie Ft F' c F, WB F'  F WIFE (filter base), 多 ' 满足 : 

(FB1) Ø ¢ F'; 

(FB2) 如 Fi, Fo € F', WHE Fs e F', f Fc EnEFP. 
反之 , 给 定 了 某 族 多 ' 满足 (FB1) 和 (FB2). & 


={F: FOF", Fe F'}, 


可 得 到 滤 子 多 WF! 为 滤 子 基 . 我 们 称 多 ' 生成 (generate) F. 现在 考察 滤 子 基 
J£! 及 点 x, 如 果 对 于 点 z 的 每 一 个 邻 域 0, 存在 F € F, EF’ CU, UK 多 ' 收 
WF x, WE F oa. KF 生成 滤 子 F, WAM 多 ' 一 z 当 且 仅 当 多 x. 

点 x 的 邻 域 族 (x) 满足 (FI1)~(F13), 所 以 是 一 滤 子 , 由 定义 1.4.2, (x) 收 
NF a, 所 以 滤 子 是 邻 域 族 的 推广 . 

所 有 包含 点 z 的 集 所 成 的 集 族 (v) 显然 满足 定义 1.4.1, 是 一 滤 子 , 而 且 是 
极 大 滤 子 , 证 明 于 下 . 设 多 是 包含 F(x) 的 滤 子 , 对 多 中 任 一 元 素 B UF xc B, 
这 是 因为 BR (x) 都 是 多 的 元 素 , 它们 的 交 不 空 . 从 而 Be F(x), WA F = F(z), 
这 说 明 多 (x) 是 一 极 大 滤 子 . 这 种 极 大 滤 子 称 为 主 超 滤 (principle ultrafilter). 如 果 
对 极 大 滤 子 F, OF = e, 这 种 极 大 滤 子 称 为 自由 超 滤 (free ultrafilter). 容易 验证 ， 
极 大 滤 子 一 定 是 主 超 滤 或 者 自由 超 滤 . 

d H; = (+co) (i 二 1,2,…). E F' = {H,:i=1,2,---}, W Z WA (FII) 
及 (F13), 不 满足 (Fl2). 置 


F ={A: AD H,, i=1,2,...), 
得 到 滤 子 F, 从 而 F 是 F RTE, 容易 看 出 , F, F' 都 不 收敛 . 

Koy 是 平面 上 不 同 的 两 点 , 所 有 包含 这 两 点 的 集 所 成 的 集 族 多 是 一 滤 子 ， 
容易 看 出 , x,y 都 是 F 的 聚 点 , 但 多 不 收敛 . 


1.4 滤 子 和 网 . 19 . 


定义 1.4.4 R DÆ- E, 对 DD 的 某 些 元 素 规定 了 次 序 > 满足 : 

(i)a>b, b>c, Ware; 

(ii) 对 D 的 每 两 个 元 素 a,b € D, 存在 ce D, fi c a I c» b, 
则 称 D 是 一 定向 集 (direct set). 

定义 1.4.5 WA 是 一 不 空 的 定向 集 , X 是 一 拓扑 空间 , 由 定向 集 4 到 X 内 
的 映射 (5) (8 € A), RA A 上 的 一 个 网 (net), 或 简称 网 , 记 作 yp(A; >), 这 里 > 
是 定向 集 A 上 的 次 序 . 网 可 以 理解 为 空间 X 的 点 集 {y(d): 6 € A} 而 按 指标 集 A 
定向 . 下 面 以 o(0) 记 网 2(4; >) 中 的 元 素 . 

定义 1.4.6” 设 p(A4;>) 是 拓扑 空间 X 中 的 网 , A C X, 如 果 存 在 ôo € A 使 
6 > do => pô) € A, 则 称 网 yp(A; >) 终 留 于 (eventually in) A; 如 果 对 每 一 子 集 
AC X, wp(A;>) ZAF A BX — A, 则 称 网 p(A;>) 是 一 极 大 网 (maximal net) 
或 超 网 (ultra net); 如 果 对 每 一 do € A, 存在 5 € A,5 > do, 使 p(5) € A, 则 称 网 
2(4; >) 共 尾 于 (cofinal in) A. 

定义 1.4.7 WM o(4; >) ZATA x 的 每 一 个 邻 域 , 则 称 这 网 收敛 于 x, i 
TE 2(4; >) 一 x; 如 果 网 o(A; >) 共 尾 于 点 z 的 每 一 邻 域 , 则 称 点 z 是 这 网 的 聚 点 
(cluster point of net). 

iF ={As:5 € A} 是 一 滤 子 , 我 们 可 以 把 指标 集 A 作 如 下 定向 : 6 > 6’ 4 
且 仅 当 A; C As (可 以 假设 ô #0 > As A Ay); 这 样 可 以 得 到 一 个 定向 集 A 上 
的 网 (4A; >) 满足 对 每 一 6 € A, p(s) € As, 这 网 称 为 滤 子 F 的 导出 网 (derived 
net). 

相反 , 给 定 网 p(A; >), 置 

F ={A: 9(A;>) 终 留 于 A). 


我 们 得 到 滤 子 F, 这 滤 子 F 称 为 网 p(A; >) 的 导出 滤 子 (derived filter). 

定理 1.4.4 JEFF 收敛 于 点 z 当 且 仅 当 多 的 每 一 个 导出 网 收敛 于 点 r. 

证 明 i F ee, — {As : 5 € A}, KH V(A;>) 是 F 的 某 一 导出 网 
也 就 是 p(5) E€ As ó € A. WU 是 点 xz 的 任 一 邻 域 , 由 定义 142, U € F, 设 
U = As, (59 € A), WE 6 > do, W As C As, =U, AM (ô) € U, 由 定义 1.4.7, 网 
e(A; >) > a. 

相反 , 设 多 不 收敛 于 v, 由 定义 1.42, 存在 点 x 的 邻 域 U4 F, 从 而 对 每 一 0 € 
A, As Z U (不 然 , 由 滤 子 的 定义 1.4.1 的 (Fl2), U € F). BUR (ô) € As—U, 6€ A, 
则 得 到 多 的 导出 网 CA; >), 它 不 收敛 于 x. 证 完 . 

定理 1.4.5 W p(A;>) 收敛 于 点 zx 当 且 仅 当 这 网 的 导出 滤 子 收敛 于 点 r. 

证 明 设 多 是 网 p(A;>) 的 导出 滤 子 , HI 


F ={A: p0; >) 终 留 于 A}. 
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BE p(4;>) 一 x, 则 对 x 的 任何 邻 域 0，yp(4; >) 终 留 于 U, 所 以 UV e 多 ,从 而 
多 一 0. 

相反 , WF 一 v, 则 对 x 的 任何 邻 域 UV, 有 Ue 多 , 由 多 的 定义 , o(A;») 终 
BF U, 所 以 vp(A; >) 一 xz. 证 完 . 

例 1.4.1 分 析 学 中 的 极限 概念 可 用 网 p(A; >) 的 收敛 作 统 一 阐述 . 

在 序列 的 极限 lim zw = a 的 情况 , 可 取 A 为 正 整数 集 N, 次 序 > 为 正 整数 的 
大 小 次 序 , p(n) = zn (n € N), 所 以 网 是 序列 的 推广 . 

在 函数 极限 Jim g(x) = b 的 情况 , 可 取 A = U(2o) — {xo}, 这 里 U(xo) 是 
zo 的 某 一 足够 小 的 开 邻 域 , 次 序 > 可 规定 为 x' > cm. 当 pla’, zo) < ple, xo) (这 里 
p(r,y) 表示 点 x,y 间 的 距离 ). 

在 作为 黎 曼 (Riemann) 和 的 极限 的 定 积分 情况 比较 复杂 , 因为 这 不 是 函数 的 极 
限 . 在 一 般 分 析 教科 书 上 都 不 予 阐明 . 下 面 就 一 元 函数 情况 叙述 . 按 定 积分 [^ f(z)dz 
的 定义 , 对 区 间 [a,b] 作 分 划 T: 


a = £o < £1 < T2 «c < Zu. € Tn = b, 
记 作 如 下 的 数组 : 
T = (40,21, Woy Zu 1, Ln). 
加 入 所 取 的 点 6 € [mi Ti] (i = 0,1,2, n 1) 后 得 
Te = (£0, £0, £1, 1, T2, Eu enis). 


取 A 为 所 有 数组 Te 所 成 的 集 , 次 序 > 规定 为 TL > Te, 当 AT) < A(T), 这 里 
A(T) = max(ziei — xi}. 取 


n-1 


eg) = M f(&)Az, Tee A. 
i=0 
例 1.4.2 ”网 是 序列 的 推广 , 但 并 不 具有 某 些 相应 于 序列 的 良好 性 质 . 
设 A = {(n,m): n,m =1,2,---}, SIE (n,m) > (n,m), ?5 n » n', mem, 
则 4 成 为 定向 集 . 在 A 上 定义 一 平面 R? 上 的 网 yp(A; >) 为 


y((n,m)) = (1/n,1/m). 


ER, 网 (4; >) 一 (0,0). E A’ = {(n,1) :n= 1,2,…}, A 是 A 的 无 限 的 定向 子 
集 , 但 相应 的 “ 子 网 ”p (A^) 不 收敛 于 (0,0), 也 不 以 (0,0) 为 聚 点 , 这 与 序列 和 
它 的 子 序列 的 情况 不 同 . 

为 了 免除 上 述 不 良 情况 , 考虑 到 关于 所 谓 “ 子 网 ”的 限制 . 定向 集 A 的 子 集 A’ 
称 为 共 尾 于 A, 如 果 对 每 一 6€ A, FE S EA 使 5 > 5. 对 A RETR A, R 
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们 可 以 有 eof(A; >) > z > y(4'; >) > x, 但 是 即使 加 上 上 述 限 制 , 还 是 有 些 性 质 不 
同 于 序列 , 子 序列 情况 . 设 A 是 一 切 可 数 序 数 按 自然 顺序 的 定向 集 . 对 每 一 个 序数 
ô € A 可 以 惟一 地 确定 有 限 个 序数 使 


01 <62<.…<6n= 6, 
这 里 61 是 极限 序数 , 每 一 个 di 是 大 于 0; 的 第 一 个 序数 . 例如 , 当 5 = w,2w,w? 
时 , 分 别 取 ó 为 w2ww2; 当 6=w+3 时 , 取 60 =, 62 =w4+l1,-:-,d4 =wt+3. 这 
样 每 一 个 序数 5 € A 对 应 着 一 个 正 整 数 n (w, 2w,w? 都 对 应 着 1,w + 3 对 应 着 4), 
在 A 上 定义 一 数 直 线 R 上 的 网 2(A; >) 为 

y(6)=1/n, EA, 


这 里 n 是 对 应 着 ô ee 容易 看 出 0 是 网 2(4; >) 的 聚 点 , 但 是 不 存在 
A 的 共 尾 子 集 A’ 使 p(A'; >) 一 
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定义 1.5.1 ”拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 内 的 映射 f 称 为 连续 的 (continuous), 
iR Y PRE V 的 逆 像 V) 是 X 中 的 开 集 . 
在 证 明 下 列 定理 前 , 复习 一 下 集 在 映射 f :X 一 了 下 的 像 和 逆 像 的 关系 : 
f° (F(A) 2 A, TU By C B. 
当 f 是 到 上 的 , 即 满 映射 时 , 后 式 为 f(f-1(B)) = B. 此 外 , 易 验 证 (习题 0.3)， 
f-1(B)cC A HI BcY-f(X-4A) (1.5.1) 


定理 1.5.1 下列 论 断 是 等 价 的 : 
et et ae 
tis) WE B c Y, fB) > 57 TAG 
( 
( 


iv) 对 每 一 A CX, f(A) c f(A); 

v) 对 每 一 zc X 及 f(x) 的 每 一 邻 域 V, 存在 x 的 邻 域 0, 使 f(V)cV 

证 明 (i) > (ii). W F Æ Y PAR, H (i), JY — F) eX PRR, 从 而 
SUP) =X- fY - F) BX PAR. 

(ii) > (i). 证 法 与 上 类 似 . 

(i) > (ui) 由 f-!(B) 是 包含 f-1(B) 的 闭 集 而 f-1(B) 是 包含 fB) 的 最 
小 闭 集 立 得 . 
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(iii) > (iv). 由 (iii), £1 (f(A)) > FTA) 2 A, 从 而 有 
F(A) 2 fü F(A) 2 FA). 


(iv) > (ii).  F RY PAS, 由 (iv), (FOP) c PGP) c F = F, 从 而 
POP) c fu), 这 说 明 fF) 是 闭 集 GE X 1.3.1). 

(i) > (v). Ra eX, V 是 f(z) 的 一 邻 域 , 存在 开 集 G, 使 f(x)e G C V, A 
G), 广 !(G) 是 开 集 . € U = f-1(G), U Æ x 的 开 邻 域 , H f(U) C GCT 

(v) 2 (i). RG Æ Y 中 开 集 , ze f-1(G) 9 f(x) eG. GE f(x) 的 邻 域 . 由 
(v), 存在 x 的 邻 域 E f(U) C G, 从 而 U c f (F(U)) c f-1(G), 该 式 对 所 有 
a € f-!(G) 成 立 , 所 以 f-1(G) 是 开 集 (定理 1.1.2). 

定义 1.5.2 ” 设 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 上 的 连续 映射 f 是 一 一 对 应 的 , H. 
逆 映 射 是 Y 到 x 上 的 连续 映射 , 则 称 f 是 同 胚 映射 (homeomorphism) 或 拓扑 映 
射 (topological mapping). 在 此 情况 下 , 空间 X 与 空间 Y AEREA (homeomor- 
phic). 为 同 胚 映射 所 保持 的 性 质 称 为 拓扑 性 质 (topological property) 或 拓扑 不 变 
量 (topological invariant). 

一 般 拓扑 学 的 最 基本 问题 之 一 是 寻求 并 研究 自然 的 拓扑 不 变量 . 

MAAR 与 它 的 任何 开 区 间 同 胚 . 例如 , 开 区 间 (0,1) 与 IR 间 的 同 胚 映射 f 
可 表示 为 «> (2x—1)/z(— zx); 刺 破 了 一 点 的 球面 与 平面 同 胚 , EA Fe] I 
映射 就 是 通常 复 变 函数 中 的 球 极 映射 . 在 拓扑 学 中 , 同 胚 的 空间 看 作 等 同 的 , 没有 
区 别 的 . 

定义 1.5.3 ”拓扑 空间 XX 到 拓扑 空间 Y 内 的 映射 f BRA BRST (closed map- 
ping), WR X PRA F BE (PF) 是 Y 中 的 闭 集 ; 称 为 开 映 射 (open mapping), 
如 果 X 中 每 一 开 集 U 的 像 f(U) 是 了 中 的 开 集 . 

例 1.5.1 R? FR ( 数 直线 ) 上 的 投影 映射 f: (m y) Oo 是 连续 的 , 但 不 是 
闭 映射 , 因为 


F = {(z,y):y=1/x, ze R — {0}} 
是 R? 中 的 闭 集 ( 双 曲 线 ), 而 E) = R — {0} ( 双 曲 线 在 > 轴 上 的 投影 ) 在 及 上 不 
是 闭 的 . 下 面 还 可 看 到 , 投影 映射 f 是 开 映 射 ( 例 2.1.3). 
设 X 是 数 直线 上 的 闭 区 间 [0,2], Y 是 闭 区 间 [0,1], X, Y 上 的 拓扑 都 是 数 直 
线 上 的 通常 拓扑 . 定义 映射 


EE x € [0,1], 
ia-| je. se (2: 


显然 , f 是 连续 映射 . KP BX = [0,2] 中 的 任 一 闭 集 , EF = FA [0,1], ao = 
FOL, 2], UA, F Ræ X PHAR, F= FUP, fF) = (0) 是 Y= [0,1] 中 的 闭 
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R, H f(F2) = (x—1:m € F5) 是 Y 中 的 闭 集 , 所 以 f(F) = f(F)Uf(F2) 是 Y 中 
Se, 从 而 f 是 闭 映 射 . 但 f 不 是 开 映 射 , 因为 X 中 开 集 (0,1) 的 像 f((0,1)) = {0}, 
不 是 了 中 的 开 集 . 

设 X 是 数 直线 R (通常 拓扑 ), Y 是 在 实数 集 R 上 赋 以 离散 拓扑 , 则 在 空间 
Y 中 R 的 任何 子 集 都 是 开 集 , 也 就 是 闭 集 . f 是 空间 X 到 空间 Y 上 的 恒 等 映射 
(crea, 1ER). WR, f 是 开 上 映射, 也 同时 是 闭 映射 , 但 不 是 连续 映射 . 

容易 看 到 ，f CARP AHK f 是 一 一 对 应 的 连续 闭 (UT) 映射 . 

定理 1.5.2 “下列 论断 是 等 价 的 : 

(i) X 到 Y 内 的 映射 了 是 开 映 射 ; 

(ii) 对 X 的 每 一 子 集 A, f(4*) C (CA); 

(iii) 对 了 的 每 一 子 集 B, f-1(B) c fB); 

(iv) 每 一 点 xz e X 的 任 一 邻 域 7 的 像 e. ) 是 f(x) 的 一 邻 域 . 

WEBB (i) > (ii). 因为 f(4°) C f(A), BG), f(A4°) 是 开 集 , 所 以 f(A) C 
(f(A))° (定义 1.3.2). 

(ii) > (iv). RU 是 点 ce X 的 邻 域 , MBA x € US,” H (ii), f(x) € (F(U))°, PT 
以 f(U) 是 zx 的 邻 域 . 

(iv) > (iii). 3 x € f-!(B), W f(z) e B, 设 U 是 x 的 任 一 邻 域 , 由 (iv), 
JU) 是 f(x) 的 邻 域 , 于 是 f(U)n B z ,从 而 存在 z € U, 使 f(x) e B, 所 以 
z'cf-(B) Bl Un fB) z e, 所 以 ze f-1(B). 

(iii) > (ii). A° CAC f-!(f(A), A F, RA 


A CT 让 (1.5.2) 


由 于 M°=X-—X—M (定理 1.3.5), 


[| ((App-x-x-f-(f(A). (1.5.3) 
T x-—f-(f(A)-2f-WY — f(A)), 由 (15.3) RA 
[| ^ (f(A)P = X - f-WY - F(A). (1.5.4) 


由 (iii) 及 (1.5.4) 式 得 
(^ (FA c X- £c = f(). (1.5.5) 
FH (1.5.2) XX, (1.5.5) E N° =Y -Y -N (定理 1.3.5), 有 


F(A) C F(X =- 1 =- F(A) = FEW -Y -= F(A) 
era hey A CRAS 
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(i) > (1). Be A 是 开 集 ,所 以 4= A5, 由 (ii), f(A) = (4?) C (F(A))°, 这 说 
明 f(A) ERE GE X. 1.3.2), 所 以 f 是 开 映 射 . 证 完 . 

定理 1.5.3 ”下 列 论断 等 价 : 

(i) X 2 Y 内 的 映射 f 是 闭 映射 ; 

(ii) 对 X 的 每 一 子 集 A, f(A) D f(A). 

证 明 (i) > (ii). F(A) D f(A), H (2, f(A) 是 闭 集 , wA F(A) 5 F(A). 

(ii) > (i). Wt 4 是 空间 X 的 闭 集 , 由 (ii), f(A) 2 F(A) R A= A, A f(A) > 
F(A), 这 说 明 f(A) 是 闭 集 . 证 完 . 

下 面 的 定理 在 论述 连续 闭 映射 保持 某 些 拓扑 性 质 时 很 有 用 处 . 

定理 1.5.4 we f 是 拓扑 空间 x 到 拓扑 空间 Y 内 的 映射 , 则 f 是 闭 映射 当 
且 仪 当 对 每 一 ye Y RX 中 的 开 集 UD fu), FEY 中 开 集 W yew H 
f-i(W) cU. 

证 明 XE f 是 闭 映射 , 对 每 一 yeY RX 中 的 开 集 UD f(y), EW = 
Y — f(X — U), WW 是 Y 中 开 集 ， 且 由 定理 1.5.1 前 的 (1.5.1) 式 有 , y € W, 
f-1W) CU. RZ, KPRX PAR, FEM y EY - E), BA f(y) c X — F, 
由 假设 条 件 , FEY PTR W 使 ye W BH. fW) c X — F, UW 是 包含 点 
y 的 开 集 且 再 由 (1.5.1) RA, Wo f(F) = e, 从 而 f(F) J& Y PRA. 证 完 . 

当 映 射 是 “到 上 ”的 , 也 就 是 满 映射 时 (不 同 于 本 节 前 面 定理 的 情况 ), 有 下 述 
推论 . 

推论 1.5.1” 设 /是 拓扑 空间 x 到 拓扑 空间 上 的 连续 映射 , 则 下 列 论断 等 
价 : 

(i) f 是 闭 映射 ; 

(i) X &RR— TÉ ECY R X 中 的 开 集 UV 2 FHE), 存在 X PHR V 使 
F E)CV CU KV =f), IV) BY FFR; 

(ii) 对 每 一 yeY R X 中 的 开 集 UD fuy), 存在 X PRE V f f^ (y) C 
VcURV-f-(f(V), f(V) 是 Y PE. 

WEBB (i) = (ii). 设 X PRR UD PHE), 对 每 一 ye B, fy) CU, HE 
理 1.5.4, 存在 Y 中 开 集 W, 使 ye Wy B. fW) cU. BV = Uert (Wy), 

则 A(V) = Uyes Wy Cf 是 满 映 射 ). 易 验 证 V 即 所 要 求 的 . 

(ii) > (iii). 显然 

(iii) > (i). 对 每 一 yeY 及 XX 中 的 开 集 UD f-1(y), 由 (iii), 存在 X 中 开 集 
V E f-"(yy)cCVcU RV — f-(f(V), f(V) 是 Y PRA. RW = fV), Ww 
是 Y 中 的 开 集 , ye W H. f-1(W) CU. 由 定理 1.5.4, f 是 闭 映 射 . 证 完 . 

推论 1.5.1 中 f 是 满 映 射 的 条 件 是 重要 的 . 如 取 x 是 任 一 拓扑 空间 , MY 是 
Sierpiński 空间 (Sierpiński space 972), 即 集 Y = {0,1} 赋予 拓扑 {0,10}, Y Y, 并 
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定义 [:X Y 为 f(X) = (0). 则 了 是 连续 映射 ,满足 推论 1.5.1 的 (ii) X (iii), 
但 不 是 闭 映射 . 
3] 题 1 

1.1 由 开 集 出 发 按 公 理 (01) (03) 定义 拓扑 空间 (X, 7), 由 开 集 定义 邻 域 , 由 邻 域 族 定 
义 拓 扑 空间 (X, 7’), WF = 7". 

1.2 ”由 邻 域 族 V(x) (ze X) 出 发 按 公 理 (N1)~(N5) 定义 拓扑 空间 .由 定理 1.1.2 导出 
FE, 再 由 开 集 导出 邻 域 族 W(x). 以 此 定义 拓扑 空间 , 则 前 后 得 到 的 拓扑 是 一 致 的 . 

1.8 ”由 开 集 出 发 按 公 理 (O1)~(03) 定义 拓扑 空间 (X, 7), 由 定义 1.3.1 定义 闭 包 , 然后 
从 定理 1.3.4 中 的 (1.3.1) 式 定 义 新 的 开 集 , 由 此 导出 拓扑 空间 (X, 390), 则 FT = 7. 

1.4 HiBIE A 出 发 按 公理 (C1)~(C4) 定义 拓扑 空间 , 以 定理 1.3.4 中 的 (1.3.1) 式 定义 
FE, 再 由 定义 1.3.1 定义 新 的 闭 包 4, W A= A 对 每 一 子 集 A C X 成 立 . 
1.5 X 上 任何 拓扑 的 交 是 x 上 的 拓扑 , X 上 的 两 个 拓扑 的 并 未 必 是 X 上 的 拓扑 (除非 X 
至 多 包含 两 点 ). 

1.6 考察 Smirnov 删除 序列 拓扑 空间 ( 例 1.2.1) 的 点 0 的 邻 域 族 及 序列 {1/n} 的 收敛 情 


况 . 


1.7 考察 Niemytzki 半 平 面 ( 例 1.2.2) 的 x 轴 上 的 无 理 数 点 集 及 有 理 数 点 集 , 它们 是 否 
都 是 闭 集 ? 

1.8 考察 例 1.3.1 中 空间 R* 的 点 z” 的 邻 域 及 任 一 实数 ze R 的 邻 域 . 

1.9 拓扑 空间 的 子 集 是 闭 的 当 且 仅 当 它 包 含 它 的 所 有 聚 点 . 

1.10 ”拓扑 空间 的 任 一 子 集 AR BAANBCANBRA-BCA-B, ÈRAN 
能 否 用 等 式 代 替 ? 试 以 反例 说 明 . 

1.11 对 拓扑 空间 X, 任何 集 序列 Ai, 42,…, 有 


d (0*)-88-) 


i=1 j=0 


Yit 


作 一 例 说 明 上 式 右 端 第 二 项 不 能 去 掉 . 

1.12 ”对 拓扑 空间 X 的 子 集 A, 利用 补 集 及 闭 包 至 多 构成 14 种 不 同 的 集 , 试 对 数 直 线 及 
(通常 拓扑 ) 的 子 集 用 补 集 及 闭 包 构 成 14 种 不 同 的 集 . 

1.043 EXER R 的 子 集 E 是 具有 形式 1/2" 十 1/3” +1/5 (mn, l POR ARAR) 的 
集 ， 试 求 EŻ, (EDS, (EHH, 能 否 有 (E9) — pt? 

134 [E E 的 导 集 E! 是 否 总 是 闭 集 ? 考察 实 直线 R (通常 拓扑 ) 情况 ; 构造 一 空间 ， 
其 中 某 些 子 集 的 导 集 不 是 闭 的 . 

1.45 ”拓扑 空间 X 的 子 集 4 无 处 稠密 于 X 当 且 仅 当 每 一 不 空 开 集 U 包含 某 不 空 开 集 V 
lÉVnA-g. 

1.16 构造 一 例 使 集 D 稠密 于 X, 但 对 X 的 某 子 集 A, DT A 不 稠密 于 A. 

1.17 试 证 如 果 4 WEF BCX, 则 4 稠密 于 B. 

1.18 设 A 稠密 于 X, FÆ UC X, W U= ANU. 
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1.19 JET F 收敛 于 r 当 且 仅 当 r 是 每 一 包含 F 的 滤 子 的 聚 点 . 

1.20 T F 是 极 大 的 当 且 仅 当 对 每 一 集 4C X, AEFRX-AEF. 

1.21 极 大 滤 子 的 导出 网 是 极 大 的 . 

1.22 极 大 网 的 导出 滤 子 是 极 大 的 . 

1.23 i /是 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 内 的 映射 , F 是 X 中 的 滤 子 , 则 F) = {f(F): 
FeFi\ 是 Y 中 的 滤 子 基 . 

1.24 设 了 是 拓扑 空间 Xx 到 拓扑 空间 Y 内 的 映射 , 则 f 是 连续 的 当 且 仅 当 对 X 中 每 一 
KAF x 的 网 p(A;>) 有 fow(A;>) KAF Y 中 的 点 f(x). 

1.25 A r ER ACX 的 聚 点 当 且 仅 当 存在 着 A- {r} 中 的 网 收敛 于 x. 

1.26 设 o(A; >) 是 一 网 . 对 每 一 6€ A, Æ As ={p(00) :0 € A, o > 5}, We 是 这 网 
的 聚 点 当 且 仅 当 x 是 每 一 集 As (6 € A) 的 聚 点 . 

1.27 we X 是 可 数 集 , 规定 它 的 拓扑 是 空 集 及 有 限 集 的 补 集 , 这 空间 的 怎样 的 序列 收敛 于 
怎样 的 点 ? 

1.28 ix f 是 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 上 的 映射 . 如 X 上 的 拓扑 是 离散 的 , x Y 上 的 
拓扑 是 平凡 的 , 则 f eRe; 如 Y 上 的 拓扑 是 离散 的 , 则 f 是 既 开 且 闭 的 . 

1.29 关于 集 4 的 边缘 Fr4 有 下 列 关 系 : 

(i) FrA C FrA; 

(ii) FrA? C Fr A; 

(iii) X = A° UFrAU (X — A)*. 

1.80 UuEB EAR EA TCHR A BRA Fo R. 
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在 给 出 各 种 拓扑 空间 之 前 , 先 介绍 一 些 由 给 定 拓扑 空间 构造 新 的 拓扑 空间 的 
方法 . 


2.1 导出 拓扑 的 方法 


X (X, 7) 是 拓扑 空间 , X CX, 对 X 中 每 一 开 集 Ue F, 置 U=UNX', 易 
证 X' 的 这 些 子 集 U' 所 成 的 集 族 .29 满足 (01)~(03), 所 以 


J! ={U':U' =UNX', VE F} 


形成 X' 上 的 拓扑 , 称 为 关于 Z 的 相对 拓扑 (relative topology), 拓扑 空间 (X', 7’) 
称 为 拓扑 空间 (X, 7) 的 子 空间 (subspace); Zi X' 还 是 X 的 开 ( 闭 ) TÆ, (X', 7’) 
称 为 (X, 7) 的 开 子 空间 (open subspace) ( 闭 子 空间 (closed subspace)). 

定理 2.1.1 BRE CX c X, Wi) F ETZ X 的 闭 集 当 且 仅 当 存在 X 中 
fp FF’ = FOX’, 从 而 AC X RFX’ 的 闭 包 A4= ANX'. 

证 明 KF’ 是 子 空间 X 的 闭 集 , WU X -EF RFF OX’, 存在 U 开 于 X, 使 
X'-F'—UnX' Tr'—-x'-(UnX)-X'n(X-U,X-U BT X. FAR, 
WXACX,A-X'nF,FBTxN x'—A-x'-(X'nF)exX'n(X-F). B 
TX-FJFT X, X' -AFF X, Am 4 是 子 空 间 X 的 闭 集 . 

下 面 证 明 : 4 = Anx'. Bu Ade x 中 的 闭 集 , 所 以 ANX’ Æ xX má A 
的 闭 集 , 于 是 Ac An x'. 另 一 方面 , 由 于 A 是 X' 的 闭 集 , 存在 x "ipte F 
使 4= FOX’, FR ACACEF, MMACF, AMANX' CRFnX'= 4 W 
A=ANX". 证 完 . 

引入 两 个 记号 . 对 ACX CX, 集 4 关于 子 空间 X 的 闭 包 记 为 Clx'(4), 所 
以 定理 2.1.1 表明 : C(A) = C(A) n X. MY C X, BY 是 X 的 子 集 族 , 记 
UY -(UnY:U e U} 所 以 如 果 F Æ X 的 拓扑 , 则 子 空间 X'c x 的 拓扑 是 
Z|X'. 

在 分 析 学 中 考察 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 、 可 导 时 , 对 端点 a 或 5 分 别 
考察 它 的 右 半 或 左 半 邻 域 , 也 就 是 点 a RA b 在 数 直 线 上 的 开 邻 域 与 闭 区 间 [a,b] 
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的 交 , 实际 上 已 是 相对 拓扑 概念 , 即 [a.b] AER 的 闭 子 空间 . 

下 面 介绍 另 一 种 方法 . 

对 给 定 的 两 个 拓扑 空间 X, Y, 可 以 定义 和 到 的 连续 映射 (定义 1.5.1), 现 
在 的 问题 是 : 给 定 了 拓扑 空间 (X,Y), BY RS Ox BBY 上 的 映射 f, 要 求 给 
Y 以 使 f 成 为 连续 映射 的 最 精 拓 扑 . 如 果 不 提 “最 精 ”, 则 平凡 拓扑 就 满足 要 求 , 而 
且 满 足 要 求 的 拓扑 不 是 惟一 的 . 根据 连续 映射 的 定义 , 我 们 规定 集 V 是 Y 中 的 开 
集 当 且 仅 当 V ABR PV) AX 中 的 开 集 , 容易 验证 这 些 V 所 成 的 集 族 满足 
(O1)~(03), 所 以 


Y={V:f IVEY} (2.1.1) 


形成 Y 上 的 拓扑 , (Y, v^) 是 一 拓扑 空间 , 显然 VY 是 使 上 连续 的 Y 上 的 最 精 拓扑 . 

设 集合 X 的 某 些 不 空子 集 所 成 的 集 族 2, 满足 下 列 两 条 件 , 则 称 2 是 六 的 
一 个 分 解 ( 见 0.1 节 ): 

(i) Upea P = X; 

(ii) 多 中 不 同 的 元 是 不 相交 的 . 

XA X BY 上 的 映射 f, {f71(y) :y e Y) 形成 X 的 一 个 分 解 . 

i RÆ X bEBISRÓTOSAA ( 即 满足 rRe, Rr! > 2! Re, eRe! K a! Re" > eRe" 
的 关系 R), 熟知 R 把 集 X 分 解 许多 等 价 类 , 这 些 类 所 成 集 X/R 满足 上 述 两 条 
件 , 也 就 是 形成 X 的 一 个 分 解 . 当 X 是 拓扑 空间 (X,Y) 时 , 由 X 到 等 价 类 所 
成 集 X/R 上 规定 一 映射 f, 使 X 中 的 每 一 点 > 对 应 着 它 所 属 的 等 价 类 ,从 而 在 
X/R EAA (2.1.1) 式 所 示 的 拓扑 , 这 拓扑 就 是 前 面 问题 中 所 要 求 的 最 精 拓 扑 (由 
问题 中 的 f 可 以 确定 等 价 关系 R: f(x) = f(x) & eRe’, 从 而 Y = X/R), MCN 
AF (quotient topology), Y (= X/R) 称 为 商 空间 (quotient space), f 称 为 商 映 
射 (quotient mapping). 如 果 着 眼 于 X 的 分 解 2, 则 称 Y (= X(2)) 为 分 解 空间 
(decomposition space), 称 f 为 自然 映射 (natural mapping) 或 自然 商 映 射 (natural 
quotient mapping). 

例 2.1.1 X] 1.2.1 中 的 Smirnov 删除 序列 拓扑 空间 R*, ER {1/n : n = 
1,2...) 中 的 点 算 作 一 类 , 其 他 的 点 每 一 点 算 作 一 类 , 在 类 所 成 的 集 上 给 以 商 拓 扑 
(2.1.1), 得 到 商 空间 Y. 

一 般 地 说 , 对 拓扑 空间 X 及 其 子 空间 A, 引入 X 上 的 等 价 关 系 R: 把 4 中 的 
点 算 作 一 类 , X — A 中 的 每 一 点 算 作 一 类 , 在 类 集 X/ 及 上 给 以 商 拓扑 (2.1.1), 得 到 
的 商 空 间 常 记 为 X/A 易 验 证 , 当 4 是 X 的 闭 子 空间 时 , 自然 映射 f: X — X/4 
是 闭 映射 (习题 2.1). 在 例 2.1.1 中 , 若 记 下 = (1/n : n € N}, 则 商 空间 Y WA 
R*/F, BUY f:R* —R*/F 是 闭 映射 . 
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例 2.1.2 f] 1.2.2 中 的 Niemytzki 半 平 面 R', 把 x 轴 上 有 理 点 算 作 一 类 , 无 
理 点 算 作 一 类 , 其 他 的 点 每 一 点 算 作 一 类 , 在 类 所 成 的 集 上 给 以 商 拓扑 (2.1.1), 得 
商 空间 Y. 

下 面 考 察 另 一 问题 , 设 给 定 了 集 X, 拓扑 空间 (Y, Y^) 及 集 X IR Y 上 的 映射 
f, BORA X 以 使 f 成 为 连续 映射 的 最 粗 拓扑 . 如 果 不 提 “最 粗 ”, 则 离散 拓扑 总 是 
满足 要 求 的 , 而 且 满 足 要 求 的 拓扑 不 是 惟一 的 . 根据 连续 函数 的 定义 , 我 们 规定 集 
过 是 X 中 的 开 集 当 且 仅 当 它 是 了 中 某 一 开 集 VV 的 逆 像 , 容易 验证 这 些 U 所 成 的 
集 族 满足 (01)~(03), 所 以 


U -IU:UZf (Vv), Vey} (2.1.2) 


形成 X 上 的 拓扑 , (X, 27) 是 一 拓扑 空间 , 显然 D 是 使 了 连续 的 X 上 的 最 粗 拓扑 . 

以 上 引进 的 构造 新 的 拓扑 空间 的 方法 对 下 面 定 义 积 空间 是 很 有 用 的 . 

在 通常 的 平面 R 上 , 以 开 圆 族 {5.((z,y)) : e > 0} 作为 点 (x,y) 的 开 邻 域 
基 , 我 们 也 可 以 取 包 含 点 (m. y) AEREN R 的 点 (a, y) 的 开 邻 域 基 , 这 是 因 
2M fk — "JT ELS Lir RE JE ABE, 而 每 一 个 开 和 矩形 总 包含 某 一 个 开 圆 , SP 
形 可 以 表示 为 点 v, 点 y 在 数 直 线 上 的 开 区 间 的 积 . 一 般 地 说 , 设 有 两 个 拓扑 空间 
(X,Y), (Y, Y), WERE Z=XxY, 可 以 给 直 积 集 Z = X x Y 以 如 下 的 拓扑 v, 
这 拓扑 W 以 集 族 


(UxV:Ucez,Vevi 


为 它 的 开 基 , 这 样 得 到 的 拓扑 空间 (Z, ^) 称 为 拓扑 空间 (X,Y) 与 (Y, Y^) 的 积 空 
间 . 这 一 方法 可 以 推广 到 任意 有 限 个 拓扑 空间 的 积 空间 情况 . 

设 有 拓扑 空间 (Xi, Z) (i = 1,2,…,n), TERRAE x = TI Xi, AX 以 如 下 
的 拓扑 W, 这 拓扑 W 以 集 族 


{vwe a isa (2.1.3) 
i=1 


为 开 基 (容易 验证 满足 (B1) 和 (B2)). 

对 无 限 个 拓扑 空间 情况 , 似乎 也 可 作 如 上 处 理 , 可 是 结果 太 不 理想 , 不 便于 应 
用 , 为 此 做 如 下 处 理 . 

设 有 一 族 拓扑 空间 (XS. Z%)}yer, T 是 无 限 集 , WERE X = Iber X, X 
py Æ X 8l X, (ye T) 上 的 投影 映射 . 我 们 要 求 给 X 以 使 每 个 投影 映射 p. 都 成 
为 连续 映射 的 最 粗 拓扑 , 为 此 我 们 可 以 把 类 似 于 (2.1.2) 式 给 出 的 集 族 


{W : W = p; (V), Vy €E P, YET} 
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作为 X 上 拓扑 W 的 次 开 基 , 也 就 是 这 集 族 的 元 素 的 有 限 交 的 全 体形 成 次 的 开 基 ， 
因此 这 开 基 是 如 下 集 族 : 


{Hewes yer, 且 除 有 限 个 y 外 n=% (2.1.4) 
YET 


(满足 (B1) 和 (B2)). 容易 验证 , W 是 使 投影 映射 py (y € D) 都 连续 的 X 上 的 最 粗 
拓扑 , 这 拓扑 W 称 为 积 拓扑 (product topology), 这 是 A. Tychonoff 499 引进 的 , 也 
称 为 Tychonoff 拓扑 . 空间 (X,Y) 称 为 空间 族 {(X,, 2,) yer 的 积 空间 (product 
space). 


我 们 以 后 将 看 到 这 一 似乎 不 太 自 然 的 处 理 结果 有 很 大 的 应 用 . 如 把 集 族 


{we srer 


yer 


作为 X 上 拓扑 的 开 基 , 则 称 此 拓扑 为 箱 拓扑 (box topology), 它 远 没有 Tychonoff 
拓扑 所 具有 的 良好 性 质 . 本 书 不 讨论 箱 拓扑 , 积 空间 总 是 赋予 Tychonof 拓扑 . 
比较 (2.1.3), (2.1.4), 可 看 到 在 有 限 个 拓扑 空间 的 情况 , 两 式 是 一 致 的 , 也 就 是 
说 用 两 种 处 理 方法 得 到 的 积 空间 是 一 致 的 . 
例 2.1.3 ( 希 尔 伯 特 立方 体 ) 通常 的 n 维 欧 几 里 得 空间 R 是 ”个 数 直 线 R 
的 积 空间 . 


I" = { (£1, £2, 24,7) 0 <S a; € li, i=1,2---} 


是 闭 区 间 [0,1/i] (à = 1,2,---) 的 积 空间 . I9 称 为 希 尔 伯 特 立方 体 (Hilbert cube), 
它 是 希 尔 伯 特 空间 ( 例 4.1.1) 的 子 集 . 

X {X her 是 一 族 离散 空间 , 指标 集 D 是 无 限 集 , 每 一 空间 X, (y € D) BD 
包含 两 点 , 则 积 空间 IL X, 不 是 离散 空间 . 因为 由 (2.1.4) 式 , 此 积 空间 的 单 点 
集 不 可 能 是 此 空间 的 开 集 . 

由 (2.1.4) sh, 容易 看 到 积 空 间 到 它 的 坐标 空间 内 的 投影 是 开 映 射 . 

定理 2.1.2 ”拓扑 空间 X IREN Y = [Jer Y, 内 的 映射 了 是 连续 的 , 当 且 
ARREN Y 的 每 一 个 投影 pv (y € D), 映射 py o f 是 连续 的 . 

WEB] i f 连续 , 容易 验证 连续 映射 的 复合 映射 是 连续 的 , 所 以 py of (y € D) 

相反 , 设 p, o f (y € D) 是 连续 的 , HU, HY, 中 的 开 集 , Wl (py o f)-1(U,) = 
fol (pz (U,)) 是 开 集 , 这 里 pz 1 (U,) 是 积 空间 Y 的 次 开 基 的 元 素 . 设 U 是 Y 中 开 
集 , 不 妨 取 作 Y 的 开 基 中 的 元 素 , 从 而 U 是 次 开 基 中 元 素 pz (U) 的 有 限 交 , 由 于 
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有 限 交 的 逆 像 ( 广 !(D)) EFRR (£71 (051 (0,))) 的 有 限 交 , 所 以 fU) Æ X rn 
开 集 . 证 完 . 

定理 2.1.3 Ww /是 拓扑 空间 x 到 它 的 商 空间 Y 上 的 商 映射 , p BY 到 拓 
扑 空间 2 上 的 映射 , 则 o 是 连续 的 当 且 仅 当 oo f 是 连续 的 . 

WEB] — y 是 连续 的 , 显然 复合 映射 vof 是 连续 的 . 相反 , Yt po f 是 连续 
的 , HU 是 Z 中 的 开 集 , 所 以 (ee f) 10) = f (e-1(U)) 是 X 中 的 开 集 , 由 商 
拓扑 的 定义 , pg-1(U) 应 是 Y 中 的 开 集 , 所 以 yp 是 连续 映射 . 证 完 . 

在 1.4 节 , 用 滤 子 和 网 刻画 拓扑 空间 的 收敛 概念 . 积 空间 上 的 收敛 概念 可 以 通 
过 坐标 空间 上 的 收敛 概念 用 滤 子 (定理 2.1.4) 或 网 刻画 , 下 面 的 引 理 相当 于 分 析 学 
中 用 极限 刻画 连续 性 . 

引 理 2.1.1 ”拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 站 内 的 映射 f 是 连续 的 , 当 且 仅 当 对 任 
一 Zz EX 及 关中 的 任 一 收敛 于 点 z 的 滤 子 基 F, 滤 子 基 f(7) = {f(4):Ae F} 
收敛 于 YY 中 的 点 f(x). 

WEBB — f 是 连续 的 , 即 对 每 一 zeX 及 f(x) 的 每 一 邻 域 V, 存在 x 的 邻 域 
U 使 f(U) CV (定理 1.5.1 的 (v), 设 滤 子 基 多 收敛 于 v, 即 对 x 的 任何 邻 域 U, 
存在 Fe 多 ,使 fcU. BR, f(F) 是 滤 子 基 , f(F) 中 的 元 素 f(F) C f(U) c V, 
所 以 f(F) 收敛 于 点 f(x). 相反 , Wee X, V 是 f(z) 的 任 一 邻 域 , 取 点 v 的 所 有 
邻 域 形成 的 滤 子 W(x), WW 多 (z) KAF x, 由 假设 滤 子 基 (V(x) 收敛 于 f(x) (VE 
为 滤 子 的 像 应 是 滤 子 基 ), 于 是 存在 Fe f(U(a)) fi F C V, 这 就 是 存在 U € VY (a), 
使 f(U) C V, 所 以 f 连续 . 证 完 . 

这 引 理 相应 于 网 o(A; >) 的 论述 , 其 证 明 留 给 读者 (见习 题 2.31). 

定理 2.1.4 RER X= TLyer X, 中 的 滤 子 多 收敛 于 点 z = {xy}yer 4H 
仅 当 多 在 坐标 空间 X, (y e D) 上 的 投影 py( 多 ) 收敛 于 X, 中 的 点 xy. 

证 明 k For, 由 于 投影 p, 是 连续 的 , 由 引 理 2.1.1 得 证 . 相反 , KRU 
X PEA x 的 开 集 , 不 妨 设 U 可 以 表示 为 = (yep p, (04), 这 里 是 了 的 
有 限 子 集 . 对 € ,由 于 滤 子 基 p,(F) 一 zy, 存在 pF) 中 元 素 包 含 在 U, A, 
也 就 是 存在 Fe 多 IE p (F) CU,. 由 于 py1(Uy) 2 了 ,由 滤 子 的 定义 (定义 1.4.1 
的 (F12)), pz (U>) € 多 ,从 而 对 ye T, p7 (Uy) 的 有 限 交 属于 F (由 定义 1.4.1 的 
(FI3)). 这 有 限 交 就 是 U, 所 以 Ue F, 到 此 证 明了 多 — x. 证 完 . 

这 定理 相应 于 网 o(A; >) 的 论述 , 其 证 明 留 给 读者 (见习 题 2.32). 
由 定理 2.1.4, 积 拓扑 的 收敛 可 称 为 按 坐 标 收敛 (coordinatewise convergence) 或 
按 点 收敛 (pointwise convergence). 后 一 术语 更 常用 于 所 有 坐标 空间 是 相同 的 空间 
情况 , 即 对 每 一 y € 1, X, = X, 这 时 相应 的 积 空间 记 作 XT. 当 r 是 可 数 无 限 集 
时 , 也 记 Xx? 为 xe. 由 此 , 单位 闭 区 间 T = [0,1] 的 可 数 次 积 空间 记 为 19, 由 于 每 
一 (0, 1/i] AEF 1 (i € N), 易 验证 积 空间 Ee (0, 1/7] 同 胚 于 积 空间 77, 即 Hilbert 
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立方 体 ( 例 2.1.3) 同 胚 于 T9. 从 而 可 以 用 19 表示 Hilbert 立方 体 . 

定义 2.1.1 ”拓扑 空间 X 的 分 解 9 称 为 上 半 连 续 的 (upper semicontinuous), 
如 果 对 每 一 De 9 及 每 一 开 集 UD OD, 存在 开 集 V, 使 DcVcU, 且 V 是 9 中 
某 些 元 素 的 并 . 

定理 2.1.5 ”拓扑 空间 x 到 它 的 分 解 空间 X(2) 上 的 自然 映射 了 是 闭 映射 ， 
当 且 仅 当 分 解 9 是 上 半 连 续 的 . 

这 定理 实际 上 是 推论 1.5.1 (iii) 的 特殊 情况 . 证 明 留 给 读者 . 


2.2 分 离 公 理 


拓扑 空间 的 定义 是 很 一 般 的 , 很 少 的 定理 能 建立 在 这 样 的 情况 下 , 必须 加 以 各 
种 限制 . 本 节 所 讲 的 限制 是 关于 点 与 点 、 点 与 闭 集 、 闭 集 与 闭 集 的 各 种 分 离 情 况 , 通 
常 称 为 分 离 公理 (axioms of separation). 

定义 2.2.1 (To 分 离 公理 ) 对 拓扑 空间 X 的 不 同 两 点 zi,za, 存在 其 中 一 点 

I 邻 域 不 包含 另外 一 点 (例如 ,za 的 邻 域 U(z1) 使 xo d TV(zi))， 以 上 叙述 称 为 
To 分 离 公 理 (To-axiom of separation), 满足 To 分 离 公 理 的 拓扑 空间 称 为 To 空间 
(To-space). 

至 少 含有 两 个 点 的 平凡 拓扑 空间 不 是 To 空间 , 不 是 To 空间 的 拓扑 空间 很 少 
有 用 处 . 

定理 2.2.1 下列 论断 等 价 : 

(i) X 是 To 空间 ; 

(ii) 对 X. 的 不 同 的 两 点 x1, vo, 或 者 zl d fro}, 或 者 v2 d {rr}; 

(ii) 对 X 的 不 同 的 两 点 zl 与 v. 具有 不 同 的 闭 包 {21} 5 {29}. 

WEBB (> (ii). WE a, € (2) 及 x € {a1} 同时 成 立 , 则 zi 的 任何 邻 域 包含 
z2, 12 的 任何 邻 域 包含 x1, 不 满足 (1). 

(之 (i). War ¢ {xo}, WEE zi 的 邻 域 U(zi1) 使 x2 ¢ U(z1). 

(ii)=> (iii). EAR. 

(ui) (i). Be z1 € faa}, za € {x1} 同时 成 立 , 亦 即 {21} C {x2}, (22) C {21}, 
从 而 有 {a1} C {x2} = {x2}, 同 理 {r2} C {a1}, WA {a1} = {22}, 不 满足 (iii). 
证 完 . 

定义 2.2.2 (Ti 分 离 公理 ) 对 拓扑 空间 X 的 不 同 两 点 zi,zz, 存在 点 zl 的 
邻 域 U(z1) 使 za ¢ U(zi), 点 za 的 邻 域 U(z2) 使 zi € U(x2)， 以 上 叙述 称 为 
Ti 分 离 公理 (Ti-axiom of separation), 满足 Ti 分 离 公理 的 拓扑 空间 称 为 Ti 空间 
(T;-space). 
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Yt X Æ Sierpiński 空间 ( 见 推论 1.5.1 后 ), 即 集 x = {0,1} 赋予 拓扑 (e, {0}, X]. 
存在 点 0 的 邻 域 (0) 不 包含 点 1, 但 不 存在 点 1 的 邻 域 不 包含 点 0, 所 以 这 空间 是 
To 空间 , 但 不 是 Ti 空间 . 

下 述 两 定理 的 证 明 , 读者 可 以 自己 完成 . 

定理 2.2.2 ”拓扑 空间 X 是 Ti 空间 当 且 仅 当 每 一 个 单 点 集 {r} (x E X) 是 
闭 集 . 

定理 2.2.3 WX 是 Ti 空间 ,4 是 X 的 无 限 子 集 , 则 点 ER A 的 聚 点 当 
且 仅 当 r 的 任 一 邻 域 包含 集 4 的 无 限 个 点 . 

定义 2.2.3 (T5 分 离 公理 ) 对 拓扑 空间 X 的 不 同 两 点 r1, 22, 存在 点 zi 的 邻 
域 U(z1), 点 za 的 邻 域 U (x5), 使 (a1) N V(zz) = 9. 以 上 叙述 称 为 Tot BOE 
(T2-axiom of separation) 或 Hausdorff 分 离 公 理 (Hausdorff axiom of separation), 
满足 这 公理 的 空间 称 为 Ta 空间 (To-space) 或 Hausdorff 空间 (Hausdorff space). 

例 2.2.1 (不 是 T» 空间 的 Ti 空间 ) 取 例 1.3.1 的 空间 R* = RU {z*}， 原 来 
数 直线 及 上 的 开 集 都 是 这 空间 R 的 开 集 , 另外 数 直 线 上 有 限 集 的 补 集 与 {x*} 的 
并 也 是 R* 的 开 集 . 这 些 开 集中 含 点 x* 的 集 之 全 体形 成 点 v* 的 邻 域 基 . 容易 验证 
R* 是 Ti 空间 , 对 任 一 点 ZE 及 及 x* 不 存在 不 相交 的 邻 域 , 所 以 R* 不 是 T 空间 . 

由 定义 , 显然 Ta > Ti — To， 由 上 面 这 些 反 例 , 知 相 反 的 蕴含 关系 都 不 能 
成 立 . 

T, 空间 具有 良好 的 特征 , 就 是 分 析 学 上 所 谓 “ 极 限 的 惟一 性 ”, 现 表 述 为 如 下 
定理 . 

定理 2.2.4 ”拓扑 空间 X 是 Ts 空间 当 且 仅 当 每 一 个 滤 子 收敛 于 至 多 一 点 . 

证 明 设 X FET. IA 滤 子 F — cr, Wa! X ox, 由 定义 2.2.3, 存在 点 x 的 邻 
I U(x) 及 点 x 的 邻 域 (z^), f£ U(z) V(2') 2 e. BA F zr, U(x) e.Z, BT 
U(z)nV(z') =, V(a') € F, PUA F AINBEICICT: v. 相反 (用 反 证 法 ), 设 X 不 是 
To 空间 , 存在 不 同 的 点 x, x 使 其 邻 域 U,V 都 相交 , 对 这 些 相交 的 邻 域 对 (U,V), 
置 


F={M:MDUNV,U Æ zr 的 邻 域 , V 是 x' 的 邻 域 }. 


是 一 滤 子 , 由 于 r 的 每 一 邻 域 及 x 的 每 一 邻 域 都 属于 F, 所 以 有 F xr X 


定义 2.2.4 (Ts 分 离 公 理 ) 对 拓扑 空间 x WARP 及 不 属于 FWA z, T 
EAU RV, USF eV HURnV =ø. 以 上 叙述 称 为 工分 离 公理 
(T3-axiom of separation), 满足 Ts 分 离 公理 的 拓扑 空间 称 为 Ts 空间 (T3-space), 满 
ACT. 及 Ts 分离 公理 的 拓扑 空间 称 为 正则 空间 (regular space). 

显然 , Ti + T; > To, 即 正则 2 Hausdorff, 相反 的 蕴含 关系 不 成 立 , 见 例 2.2.2. 
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例 2.2.2 (Smirnov 删除 序列 拓扑 B, 不 是 正则 的 To 空间) 取 例 1.2.1 中 的 
Smirnov 删除 序列 拓扑 空间 Rt, 容易 验证 这 空间 是 To 空间 . 取 F = {1/n: n= 
1,2,…}, F 是 一 闭 集 , 点 0 d F, 不 存在 分 别 包含 F 及 点 0 的 开 集 UV RV 使 
UNV=2. 

定理 2.2.5 ”拓扑 空间 X 是 Ts 空间 当 且 仅 当 对 每 一 zeX 及 每 一 包含 x 的 
FE U, FERFE V fe eV CV CU. 

读者 可 以 自己 证 明 上 述 定理 . 注意 , 上 述 定理 中 的 U 可 以 取 作 基 或 次 基 的 元 素 . 
由 定理 2.2.5 知 Ts 空间 的 每 一 点 具有 由 闭 集 组 成 的 邻 域 基 , 称 为 闭 邻 域 基 (closed 
neighborhood base). 

定义 2.2.5 (Ta JAA) 对 拓扑 空间 X 的 不 相交 的 闭 集 F K Fo. 存在 开 
ÎE Ui K Us, ÍË U1 2 Fi, U2 D P H UNU: = e. 以 上 叙述 称 为 Ts 分 离 公理 
(T4-axiom of separation), 满足 Ty 分 离 公 理 的 拓扑 空间 称 为 T4 空 间 (Tu-space), 满 
ACT. 及 Ta 分离 公理 的 拓扑 空间 称 为 正规 空间 (normal space). 

显然 , Ti + Ta — Ti + Ts, 即 正规 > 正则, 相反 的 蕴含 关系 不 成 立 , 见 例 
2.2.9: 

例 2.2.3 (Niemytzki 半 平 面 877), 不 是 正规 的 正则 空间 ) 取 例 1.2.2 中 的 Niem- 
ytzki 半 平 面 R'. 容易 验证 , 这 空间 是 正则 空间 . 下 面 证 明 RI 不 是 正规 空间 , 把 x 
轴 上 有 理 点 y 所 成 集 记 为 Q, 无 理 点 0 所 成 集 记 作 工 在 空间 R 中 , Q, I 是 不 相交 
的 闭 集 . 用 反 证 法 , 姑 设 存在 开 集 过 及 VDQ,Y2LITnY=Z. 把 切 于 z 轴 
上 点 x 处 的 直径 为 e 的 圆 的 内 部 记 作 3:(z). 对 每 一 7 € Q, 存在 S; (y) CU, 对 
f LE 


In = {n:n €I, Sin) CV} neN, (2.2.1) 


Eni 


I= V S (2.2.2) 


(4-9) 2 d,/n. (2.2.3) 


对 每 一 ye Q, Me, > 0, ne? = d, H (2.2.3) 及 (2.2.1) 知 开 区 间 (y — ey, y+ £4) 
与 In 不 相交 (从 此 以 下 , 把 x 轴 作 为 数 直 线 R (通常 拓扑 )), 从 而 7 € In, SUB 
QcR-In, HF Q=RRQCR-In, & 


R-R-I,-R-(Ly, 


所 以 Tn) = e, BN L, 无 处 稠密 于 OR. 由 (2.2.2) sh, 得 无 理 数 集 工 是 第 一 纲 的 , 这 
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是 矛盾 的 (我 们 已 证 明 无 理 数 集 是 第 二 纲 的 , 见 例 1.3.2), 这 说 明 反 证 法 的 假设 不 能 
成 立 , R' 不 是 正规 空间 . 

上 述 用 R 的 第 二 纲 性 质 导 出 R 不 是 正规 空间 的 方法 是 很 典型 的 证 法 , 常 称 此 
法 为 纲 方 法 (或 范畴 方法 , category method). 

定理 2.2.6 ”拓扑 空间 X 是 Ts 空间 当 且 仅 当 对 每 一 闭 集 F 及 每 一 包含 F 
的 开 集 U, PERE V f$ PCV CV CU. 

读者 自 证 . 

满足 To, Ti, To, Ts 分 离 公 理 的 空间 的 子 空间 分 别 满足 To, Ti, To, Ts 分 离 
公理 (读者 自 证 )， 当然, 正则 空间 的 子 空间 是 正则 空间 , 可 是 Ta 空间 的 子 空间 未 
必 是 T, 空间 , 正规 空间 的 子 空 间 未 必 是 正规 空间 . 

例 2.2.4 (Tychonoff “Ai” 9721. 正规 空间 的 子 空 间 不 是 正规 的 ) 设 [0,wi] 是 不 
大 于 第 一 个 不 可 数 序数 wi 的 序数 所 成 集 , [0,w] 是 不 大 于 第 一 个 无 限 序数 w 的 序数 
所 成 集 , 分 别 给 以 序 拓扑 . 由 第 3 章 定理 3.2.1 和 推论 3.1.4 知 积 空间 [0, w1] x [0,6] 
( 称 为 Tychonoff “ 板 ”(Tychonoff plank), 以 [0,01] X “JER”, 以 [0,w] 为 “高 ") 是 
正规 空间 . 考察 它 的 子 空间 (0, 1] x [0,w] 一 {(w1,w)} (去 掉 这 “ 板 ” 的 右上 角 的 点 )， 
称 为 删除 Tychonoff “ 板 ”(deleted Tychonoff plank). 

BWA ={(wi,y):y <w}(“ 板 ”的 右边 ), B= {(z,w) :x <w} ( o 的 上 边 ). 
A, B 是 不 相交 的 闭 集 (关于 这 子 空间 , 因为 去 掉 了 “ 板 ” 的 右上 角 的 点 ). 下 面 证 明 
不 存在 分 别 包含 它们 的 不 相交 的 开 集 . 设 开 集 U DA, 对 每 一 y < w, 取 p(y) 为 
第 一 个 满足 > p(y) > (ey) € U 的 序数 ，p( < wr, 这 可 数 个 gly) 都 小 于 wr, 
从 而 sup{y(y)} < «i, 所 以 存在 可 数 序数 z* 大 于 所 有 的 p(y)，(z*,w) € B, 因此 
(z*,w) 的 任何 邻 域 与 UV 相交 . 

定义 2.2.0 (T; 分 离 公理 ) 对 拓扑 空间 x 的 满足 ANB=-ANB=o 的 集 
A 及 B (满足 该 条 件 的 集 4 及 也 称 为 可 分 离 的 或 隔离 的 (separated)), 存在 开 集 
U 及 V 使 UD A,VDB 且 UNV= gg. 以 上 叙述 称 为 Ts 分 离 公理 (Ts-axiom of 
separation), 满足 Ts 分 离 公理 的 拓扑 空间 称 为 Ts 空间 (Ts-space), 满足 Ti 及 Ts 
分 离 公理 的 拓扑 空间 称 为 完全 正规 空间 (completely normal space). 

显然 Ts > T4, 完全 正规 => 正规 . 由 下 面 定理 及 例 2.2.4 知 相反 的 蕴含 关系 不 
成 立 . 

定理 2.2.7 ”拓扑 空间 X 是 完全 正规 空间 当 且 仅 当 它 的 每 一 子 空间 是 正规 
空间 . 

证 明 ”只 要 证 明 空间 X 满足 Ts 分 离 公理 当 且 仪 当 它 的 每 一 子 空间 满足 Ta 
分 离 公 理 . 

设 X 满足 Ts 分 离 公理 , 4 是 X 的 子 空间 , F, P 是 4 中 不 相交 的 闭 集 . 由 
相对 拓扑 性 (定理 2.1.1), A =F NA, R= FNA, XE Fi, Fo Æ Fi, Po 关于 空 
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间 X 的 闭 包 . 因为 
FINFE=FINF NAA, MNF =FINAND,, 
而 PiNF2sNA=Kh NH =, RA 
FiO Fo =F, NF. =2. 


由 Ts 分 离 公理 , FETE U, V, (RUDRA, VO F; RURnV — e, 所 以 在 子 空间 
APA UNAD AH, VAAD FR. MUNA, VAA Æ 4 中 不 相交 的 开 集 , 所 以 子 
空间 A 满足 T4 分 离 公理 . 

HAR, 设 空间 X 的 每 一 子 空间 满足 Ty OAH, A, B 是 x 的 子 集 满足 
AnB-AnB-g. #G=X-(AnB), M GAA, GnBETZH G 中 的 
不 相交 的 闭 集 ， 由 假设 , 存在 G 中 的 开 集 U RV HUD GNA, VD GNB, H 
UNV =Ø. AF G 是 X 的 开 子 空间 ,所 以 U,V 是 X 中 的 开 集 . 由 于 


G2X=(ANB)S (X= Aue = B), 


WA 
UD GnA=(X-B)NADANA=A. 


同 理 V 5 B, 所 以 X 满足 Ts 分 离 公 理 . 证 完 . 

由 上 述 定理 , 完全 正规 空间 也 称 为 遗传 正规 空间 (hereditarily normal space). 
所 谓 一 个 拓扑 性 质 2 是 遗传 性 (hereditary property) 指 任 一 具有 F 的 空间 的 每 
一 子 空 间 都 具有 P. 容易 验证 To, Ti, T», Ts 及 正则 性 都 具有 遗传 性 . 例 2.2.4 说 
明 T, 空间 及 正规 性 不 具 遗 传 性 . 上 述 定理 的 证 明 中 也 证 明了 如 下 事实 :“ 设 空间 X 
的 每 一 开 子 空间 是 正规 的 , 则 X 的 每 一 子 空间 是 正规 的 .” 任 意 个 To (Ti, To, Ts, 
正则 ) 空间 的 积 空间 是 To (Ti, To, Ts, 正则 ) 空间 (读者 可 以 自己 证 明 , 如 习题 
2.9 和 习题 2.10, 可 利用 次 基 的 元 素 ). 但 是 两 个 正规 空间 的 积 未 必 是 正规 空间 ( 见 
例 2.3.4). 

提醒 读者 注意 , 在 不 同 的 拓扑 学 书籍 中 , 关于 Ts, T4, Ts 分 离 公 理 或 正则 、 正 
规 、 完 全 正规 空间 等 的 叙述 可 能 有 所 不 同 , 如 把 本 书 中 的 Ts 空间 , 正则 空间 分 别 
定义 为 正则 空间 , Ts 空间 . 


2.3 可 数 公 理 


定义 2.3.1 ”拓扑 空间 X 的 基 的 最 小 势 (cardinal number) 称 为 此 空间 的 拓扑 
势 (weight), 表示 为 w(X). 拓扑 势 不 大 于 No 的 空间 称 为 满足 第 二 可 数 公理 (second 
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axiom of countability) 或 第 二 可 数 空 间 (second countable space), 也 就 是 具有 可 数 基 
的 空间 . 拓扑 空间 X 的 点 v 的 邻 域 基 的 最 小 势 称 为 这 点 在 X 中 的 特征 (character), 
表示 为 x(x, X); 拓扑 空间 X 的 特征 定义 为 此 空间 每 一 点 的 特征 的 上 确 界 , 表示 为 
xCX). 特征 不 大 于 No 的 空间 称 为 满足 第 一 可 数 公 理 (first axiom of countability) 或 
第 一 可 数 空 间 (first countable space), 即 此 空间 的 每 一 点 具有 一 个 邻 域 基 至 多 由 可 
数 个 开 集 组 成 . 

拓扑 空间 X 的 集 族 Z4 = {Ua : a € A} 称 为 空间 X 的 覆盖 (covering), 如 
U{Ua :a € A) 2 X. WR Y 中 的 元 素 都 是 开 集 (AR), 则 称 为 开 ( 闭 ) 覆盖 ; 当 指 
标 集 A 是 有 限 (可 数 ) 集 时 , 则 称 有 限 (可 数 ) 覆盖 ; 如 果 多 的 子 集 族 V (cu) 
仍 是 覆盖 , 则 称 多 ' 是 WY 的 子 覆盖 (subcovering). 如 果 拓 扑 空间 X WEI X 
RAJATA, 则 称 X 是 Lindelöf 空间 . 如 果 拓 扑 空间 X 具有 可 数 稠密 子 集 , 
则 称 X 是 可 分 空间 (separable space). 

定理 2.3.1 ” 设 拓扑 空间 X 满足 第 一 可 数 公 理 , 则 

(i) 设 点 x ER ACX ØRA, 则 存在 A- {r} 中 的 序列 收敛 于 x; 

(i) Æ A ZARA ARAMA 4 中 某 一 点 的 序列 都 终 留 于 A; 

(iii) WER z 是 序列 {rn} 的 聚 点 , 则 存在 {on} 的 子 序列 收敛 于 c. 

证 明 (0 读者 自 证 , 并 比较 习题 1.25. 

(ii) 设 4 不 是 开 的 , 则 X — A 不 是 闭 的 , 故 存在 X -ARRA x NRT X-A, 
从 而 ze A, 由 (i), 存在 (X — A) — {a} = X — A 中 的 收 伍 于 x 的 序列 , 这 一 收 全 
序列 显然 不 能 终 留 于 A. 

(iii) 是 显然 的 . 证 完 . 

注 记 ”满足 定理 2.3.1 的 (i), (ii) 的 空间 分 别称 为 Fréchet 空间 [125] (Fréchet 
space), 序列 型 空间 H25] (sequential space). 从 而 满足 第 一 可 数 公 理 > Fréchet 空间 
=> 序列 型 空间 . 

满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 当然 满足 第 一 可 数 公 理 . 此 外 , 有 下 述 两 定理 . 

定理 2.3.2 ”满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 是 可 分 的 . 

WEB] — Xx 4 是 空间 X 的 可 数 基 , 对 每 一 TV € 4, 任 取 点 z(D) e U, 则 集 
A={a(U):U c WU} 是 可 数 集 . 下 证 集 A 稠密 于 空间 X, X -4 是 一 开 集 , 不 能 
含 基 多 中 的 任何 非 空 元 素 , 故 是 空 集 . 证 完 . 

定理 2.3.3 ”满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 是 Lindelöf 空间 . 

证 明 RY = {Vs}aea 是 空间 XX WE- -FEM V 是 X 的 可 数 基 . 因为 每 一 
V, (a € A) 是 某 些 Ue V 的 并 ,所 以 存在 多 的 子 族 W' (UCU) 覆盖 X. 对 每 一 
U e WY', 选取 a(U) e 4 使 UC Vo), 这 样 得 到 的 子 覆 盖 Y" = (Vaqu :U € UY 
是 可 数 的 . 证 完 . 
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数 直线 R 可 以 取 所 有 开 区 间 (a,b) 作为 基 , 这 里 a,b 是 有 理 数 , 由 于 有 理 数 是 
可 数 的 , 知 数 直线 R 具有 可 数 基 , 从 而 R 是 可 分 空间 、Lindel6f 空间 . 

例 2.3.1 (有 限 补 空间 871, 不 满足 第 二 可 数 公理 的 可 分 空间 ) 设 X 是 不 可 
BR, 规定 空 集 及 有 限 集 的 补 集 是 开 集 , 易 验 证 这 是 X 上 的 拓扑 , 称 为 有 限 补 拓扑 
(finite complement topology). 从 而 每 个 无 限 集 (包括 可 数 无 限 集 ) 与 每 一 个 非 空 开 
集 相交 , 故 每 个 无 限 集 都 稠密 于 X. 下 证 此 空间 没有 可 数 基 . 设 具 有 可 数 基 Z, 由 
于 此 空间 是 Ti BU, 所 以 多 中 所 有 包含 点 x 的 元 素 的 交 (可 数 交 ) 是 {x}. 用 de 
Morgan 公式 于 这 可 数 交 的 补 集 (X — (z)), 得 到 X — (x) 是 可 数 个 有 限 集 的 并 , 从 
而 X — {x} 是 一 可 数 集 , 这 是 矛盾 的 . 

例 2.3.2 ( 序 空间 B, 不 满足 第 一 可 数 公理 的 Lindelöf 空间 ) 取 例 2.2.4 中 
的 空间 [0,01], 点 wi 的 邻 域 基 为 Zw) = {(8,wi] : B < ar} 不 是 可 数 的 , 所 以 空间 
[0, a1) 不 满足 第 一 可 数 公理 . 下 面 证 明 空 间 [0,wi] 的 任何 开 履 盖 具 有 有 限 子 覆盖 . 

d w 是 空间 Ow HEAR, w w < U cY, S Bi = ming: 
(8,41) C Ui}, W 8; ¢ Ui, KIE 8; € HE Uo € V; & Bo = minge : (B, 81] C Ua), W 
Bo € U2, 因此 Bo € Æ Us E V. 依次 可 得 : 

V(ui) = (Bj, ci], V(8:1) = (83,1), V(G2) = (Bs, B], -. 
W = (V(u1))U(V(8,) : n e NJu((0))  [0, wi] WFP zm, XE -< 03 < Bo < f. 
这 样 的 过 程 如 无 限 继 续 下 去 , 则 集 (01, 85, B63,…} 没有 最 小 元 , 这 与 [0,01] 是 良 序 
集 矛盾 , 所 以 这 过 程 经 有 限 次 而 终止 , ZY 中 包含 此 有 限 个 Y^ 的 元 素 形成 多 的 有 限 
TAE. 

附带 地 考察 空间 [0, c), 此 空间 满足 第 一 可 数 公 理 , 但 不 是 Lindelof 空间 . 对 
每 一 a € [0,w1), a4 0, X bla) « o, WH 

V = {{10}}U {(8(a), a] :0 <a < w} 


没有 可 数 子 覆盖 . 

容易 看 到 , 空间 [0,wi)，[0,wi] 都 不 是 可 分 的 . 另外 , 例 1.3.1 的 空间 R*, 易 知 
不 满足 第 一 可 数 公理 , 这 空间 的 有 理 点 集 形成 可 数 稠密 子 集 , 从 而 R* 是 可 分 的 . 可 
分 而 不 是 Lindelöf 的 空间 见 例 2.3.4. 

定理 2.3.4 (Tychonoff 定理 3991) 正则 Lindelöf 空间 是 正规 空间 . 

WEB] 设 A, B 是 正则 Lindelöf 空间 X 的 不 相交 闭 集 ， 由 正则 性 , 对 每 一 
a € A, 存在 开 集 U(x), f£ U(zx) n B — 8, Y = (U(x) : ve A) BH A; 同 理 , 对 
每 一 ye B, TEXEJF4E V (y), f VUNA =Ø, Y = (V(z) : v e B) 覆盖 B. 从 而 
4 UYU(X-(AUB)) Æ X JP s, N X Æ Lindelöf 空间 , 存在 可 数 子 履 盖 ， 
从 而 得 到 4 及 B IUOS (Us) K (V4). E 


U! = Un —U{Vk:k <n}, V} =V ,—U{Uk:k<n}, 


2.3 可 数 公 理 :39- 


U DE ep. ML =Ø (m<n), 


即 任 一 U! 与 任 一 Vj, 不 交 , 从 而 
pep we 
n=l n=1 


是 不 相交 的 开 集 , 它们 分 别 包含 着 A, B. 证 完 . 

推论 2.3.1 具有 可 数 基 的 正则 空间 是 正规 空间 . 

证 明 ”由 定理 2.3.3 及 2.3.4 即 得 . 证 完 . 

满足 第 一 (第 二 ) 可 数 公理 的 空间 的 任何 子 空间 满足 第 一 (第 二 ) 可 数 公理 . 比 
较 例 2.3.2 中 的 空间 [0,wj] 与 [0,w1), 知 Lindelöf 空间 的 子 空间 可 以 不 是 Lindelóf 
空间 . 可 分 空间 的 子 空间 也 未 必 是 可 分 空间 ( 见 例 2.3.3 及 例 2.3.4). 

不 超过 可 数 个 满足 第 一 (第 二 ) 可 数 公 理 的 空间 的 积 空间 满足 第 一 (第 二 ) 可 
数 公 理 (习题 2.17). Pondiczery 9?4l, Hewitt [192] 和 Marczewski P791 独立 地 证 明了 
不 超过 c (连续 统 的 势 ) 个 可 分 空间 的 积 空 间 是 可 分 的 空间 . K. A. Ross 及 A. H. 
Stone 943, W. W. Comfort 99] 曾 先后 给 出 此 定理 的 简化 证 明 . 两 个 Lindelöf 空间 
的 积 空间 未 必 是 Lindelöf 空间 ( 见 例 2.3.3 及 例 2.3.4). 

例 2.3.3 ( 半 开 区 间 拓 扑 , Sorgenfrey 直线 87 3771) WEAR x, 规定 所 有 半 
开 区 间 [a, b) (这 里 a,b 是 实数 ) 的 集 族 B 作为 开 基 , 这 样 得 到 的 拓扑 称 为 半 开 区 间 
拓扑 (half-open interval topology), 赋 以 半 开 区 间 拓 扑 的 数 直线 通常 称 为 Sorgen- 
frey 直线 (Sorgenfrey line). Z 中 的 元 素 是 既 开 且 闭 的 集 . 形 如 (a,b), (a, --oo) 的 
集 也 是 开 集 , 因为 (a,b) = Uffa, b): a < a < b). 这 拓扑 不 同 于 数 直线 R 上 的 通常 
拓扑 , 显然 此 空间 是 Ts By. 

此 空间 满足 第 一 可 数 公理 , 因为 对 每 一 点 ze X, 可 取 {|zx,ai) : a; 是 有 理 数 } 
作为 点 x 的 可 数 邻 域 基 . 

此 空间 是 可 分 空间 , 因为 有 理 点 集 稠密 于 此 空间 . 

此 空间 不 满足 第 二 可 数 公 理 , {[an,bn)} 是 开 基 多 中 任意 可 数 个 元 素 所 成 
集 族 , 取 ce X tc A ay (n = 1,2,…), FER C > c, 则 不 存在 任何 jan, bn), 使 
c € fan, bn) C fc, c). 

此 空间 是 Lindelöf 空间 . 设 {Uahaca 是 空间 X 的 任 一 开 履 盖 , 以 US 记 在 数 
直线 R 的 通常 拓扑 下 Ua 的 内 核 , 由 于 数 直 线 R 的 任何 子 空间 是 Lindelaf 的 , 作 
AU = Usca U2 的 开 履 盖 {U8}aea 具有 可 数 子 覆盖 (US). E F= XU, F 
面 证 明 F 是 可 数 集 , 从 而 可 被 {Ua}aea 中 可 数 个 覆盖 . 对 每 一 点 a cF, a 必 是 
{Ua}aea 中 某 半 开 区 间 的 左 端点 , 所 以 存在 ze > a 使 (a, £a) A F= e, 这 样 的 开 
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区 间 族 {(a, ta) }acr 是 两 两 互 不 交 的 (不 然 与 F 的 定义 矛盾 ), 所 以 必须 是 可 数 的 
(习题 2.21), 从 而 F 是 可 数 集 . 

此 空间 是 遗传 正规 的 . BUE POH = FoF =o WE F, H,APCX-H, 
HCX-F, H ce F, 点 ye 万 分 别 存在 s(z) > 0, ely) > 0, f 


[ z+e(r) NH =Ø, [y yc e(y) n F- e, 


则 fe, +(x) N lu, y+ely)) =o. > 
U-—UüUflz, z-e(z)):e F}, V=Ufly, yt+e(y)): y € H}, 


这 是 分 别 含 F, H 的 开 集 , UV =o. 由 定理 2.2.7, 知 X 是 遗传 正规 空间 . 证 
完 . 


例 2.3.4 ( 半 开 矩形 拓扑 , Sorgenfrey 平面 97:372) 取 例 2.3.3 中 空间 X SE 
自身 的 积 空 间 Y = X x X, 这 积 拓扑 称 为 半 开 矩形 拓扑 (half-open square topology), 
积 空间 称 为 Sorgenfrey 平面 (Sorgenfrey plane). 它 作 为 两 个 可 分 空间 的 积 是 可 分 
空间 . 

考察 了 WALA E= {(x,y) : xy — 1L 此 空间 的 单 点 集 都 是 开 集 , 是 离 
散 空 间 , 所 以 E 既 不 是 可 分 空间 , 也 不 是 Lindelof 空间 此外, 可 以 证 明 Lindelof 
空间 的 任何 闭 子 空间 是 Lindelöf 空间 (习题 2.18), 由 此 可 推 得 空间 Y 不 是 Lindelöf 
空间 . 

这 里 说 明 可 分 空间 的 子 空间 未 必 可 分 , Lindelöf 空间 的 积 空间 未 必 是 Lindelöf 
空间 . 

空间 Y= Xx X 不 是 正规 空间 . 仍 考察 它 的 闭 子 空间 E, 在 直线 z+y=1 上 
取 所 有 第 一 坐标 是 有 理 数 的 点 所 成 集 为 Q, 所 有 第 一 坐标 是 无 理 数 的 点 所 成 集 为 
I,QUI=E,Q, 了 是 闭 于 子 空 间 E W, 也 是 空间 Y 的 不 相交 的 闭 集 . 用 例 2.2.3 
中 相同 的 方法 ( 纲 方法 , 这 里 E. 中 点 的 邻 域 呈 半 开 和 抑 形 , 例 2.2.3 中 Niemytzki 半 平 
面 的 x 轴 上 的 点 的 邻 域 是 切 于 这 一 点 的 开 圆 连同 这 一 点 , 二 者 有 某 些 共 同性 ), 可 
以 证 明 不 存在 分 别 包 含 Q, I 的 不 相交 的 开 集 . 

这 里 看 到 两 个 正规 空间 的 积 空间 未 必 是 正规 的 . 这 两 个 例 非 常 重要 , 以 后 还 要 
引用 . 

例 2.3.5 (不 满足 第 一 可 数 公 理 的 可 数 空间 H4) 一 个 具有 可 数 个 点 的 空间 
(简称 可 数 空间 ) X, 它 的 每 一 点 的 邻 域 基 的 势 都 不 是 可 数 的 . 

wR 是 数 直线 , 每 一 Di (te R) WRF Re D = {0,1}, 则 |R| = c, H. 
D, 是 可 分 空间 .由 于 e 个 可 分 空间 的 积 是 可 分 空间 ( 见 推论 2.3.1 后 的 叙述 ), 置 
D' = [Les Di, 则 存在 可 数 子 集 x 稠密 于 D'， 下 面 证 明 这 可 数 空间 x 的 每 一 
点 的 邻 域 基 的 势 都 不 是 可 数 的 . 为 此 , 只 要 证 对 任 一 zx € X, x 的 任 一 可 数 邻 域 族 
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{Vihien, 存在 x 的 邻 域 U 使 对 每 一 ieN 有 
Vin(X —U)#@. (2.3.1) 


Wa = {zijter E X, {Vijen 是 点 z 的 邻 域 族 , 由 积 拓扑 的 定义 , 对 每 一 ie N, f£ 
在 有 限 集 Ri CR fi 


rEXN (0 wi) CV, (2.3.2) 


tcR 
这 里 , 24 te Ri 时 , Wi 是 坐标 空间 D, 中 包含 zx 的 开 集 (可 以 取 作 单 点 集 {1}, 
D, BBO); 当 t eR- R If, Wi = Dy. 
R 不 可 数 ， 存在 to € R — Ujen Bi, FRU = pp (Tto) 是 点 xz 在 D PRSE 
域 , D] Di, 中 的 单 点 集 是 闭 的 , U 又 是 D' 中 的 闭 集 , 从 而 


I[wi-v Gen 

tcR 
D 中 的 开 集 . 易 知 这 开 集 不 空 , 因 X 稠密 于 空间 D, 所 以 这 开 集 与 X 的 交 不 
即 


是 
PX 
L, 
[[Win(x-vU) 42 G [m -v= [wino -o) . 
tcR tcR tcm 


由 (2.3.2) sh, 即 得 (2.3.1), 证 完 . 
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2.2 节 的 分 离 公 理 笼统 地 说 是 把 点 与 点 、 点 与 财 集 、 闭 集 与 闭 集 用 不 相交 的 开 
集 把 它们 分 离 , 通常 称 为 邻 域 分 离 性 (neighborhood separation property). 这 里 引进 
实 值 函数 (拓扑 空间 到 数 直 线 的 映射 ) 这 一 工具 分 离 点 与 闭 集 、 闭 集 与 闭 集 , 通常 
称 相应 的 性 质 为 函数 分 离 性 (functional separation property). 

定理 2.4.1 (Urysohn 引 理 [403]) 设 A, B 是 Ty 空间 X 的 两 个 不 相交 闭 集 ， 
则 存在 连续 函数 f: X — [0,1] f f(z) =0,2€ A; f(x) 2 v € B. 

证 明 A, B 是 不 相交 的 闭 集 , X — B 是 包含 A WIR, 由 Ty 分 离 公理 ， 
存在 开 集 Uj 使 


AC Ui» C Ui C X — B. 
再 由 Ta 分 离 性 , 存在 开 集 Uia 及 Usa 使 


AC Uic Ui; < Uia C U12 C U3/4 C Usya < X — B. 
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这 样 下 去 , 可 以 得 到 一 族 开 集 , 它 的 足 标 是 k/2” 型 的 真 分 数 , 用 D 记 一 切 k/2" 型 
的 真 分 数 所 成 集 , 记 这 开 集 族 {Uy} er. 显然 , RE 稠密 于 [0,1], 且 对 7 «Y 有 


ACU,CU,CUyCUyCX-B. 
定义 映射 f: X — [0,1] 为 


v anf oy vsu. xE W UL, 
ium | L z d ER Uy. 
显然 , ze B 时 , f(z) =1; x € AWN, ce MA UV, (ver) f(x) 20. 
现在 证 f 的 连续 性 . 设 zo € X, f(x) € (0,1) (4% f(ao) = 0 BK 1 时 , 证 法 类 
Wh). 取 s>0 使 


0< f(zo) — € € f(zo) < fto) te <1 
(也 就 是 取 点 f (x0) 的 。 领域 使 这 领域 包含 在 (0,1) A). 存在 yy" e D, 使 
0< f(zo) - € « y' < f(xo) « Y" < f(xo) te « 1. 


由 定义 f(z) = inf (y : x € Uy}, All zo € Uso, zo € Uy (不 然 f(zo) < Y). 从 而 
Uy -Uy 是 点 zo 的 开 邻 域 , 记 作 U (xo), WA 


f(U(xo)) C (f(zo) — & f(z0) + €). 
证 完 . 

如 把 定理 2.4.1 所 证 明 的 内 容 :“ 对 不 相交 的 闭 集 A, B, 存在 连续 函数 f: X> 
[0,1] 使 f(x) = 0,x € A; f(x) 2 1,x € B”( 通 常 称 为 不 相交 闭 集 的 函数 分 离 性 ), 记 
YE FAS FB Bre, 则 定理 2.4.1 可 简写 为 T, — Fy. 其 道 也 成 立 , 只 要 对 满足 
F, 的 上 述 函 数 f, HU-f-(01/2),V-—7-(0/21), lJU2A VoOBRHR 
UNV = g. 所 以 , 对 不 相交 的 闭 集 说 邻 域 分 离 性 等 价 于 函数 分 离 性 , 从 而 正规 空间 
的 定义 也 可 写作 Ti + Fy, 也 就 是 : 

“Ty 空间 X 称 为 正规 空间 , 如 果 对 不 相交 的 闭 集 A, B. 存在 连续 函数 f: X 一 
[0,1], 使 f(x)=0,xeh; f(x) =1,2 € B? 

设 f 是 空间 x 的 子 空 间 X' 到 空间 Y 的 连续 映射 , 如 果 存 在 x 到 YY 的 连续 
映射 g, 使 g(x) = f(x), v e X', 则 称 9 2& f $8] X 上 的 (连续 ) 扩张 (extension); 
也 称 f Æ g 在 X' 的 限制 (restriction)， 例 如 , 设 x = [0,1], X' = (0,1), We 
义 在 (0,1) 上 的 函数 f(x) = 1/2 不 能 扩张 到 [0,1] E; 而 定义 在 (0,1) 上 的 函数 
(x) = z-sin(1/z) 可 以 扩张 到 [0,1] E, REE g(0) =0, g(x) = y(x), x € (0, 1]. 

X A, B 是 空间 X 上 的 任意 两 个 不 相交 闭 集 , 定义 函数 f: AU B 一 (0,1), 使 
f(x) = 0,x € A; f(z) = L,z € B, 了 在 闭 子 空间 AUB 上 是 连续 的 , 因为 A, B 
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是 关于 子 空间 AUB 的 既 开 且 闭 集 . 如 果 存 在 f 到 X 上 的 (连续 ) 扩张 g, 可 置 
U = g^! ((0,1/2)), V = g^ (1/2,1]), WU, 是 分 别 包含 A, B 的 不 相交 开 集 , 故 
X 是 T4 空间 . 相反 , 有 下 述 定理 . 

定理 2.4.2 (Tietze 扩张 定理 403). KX J& T, Si, FRAT, f FI 
R 内 的 有 界 连 续 函 数 , 则 存在 f 到 X 上 的 连续 扩张 g, 使 

sup{|g(x)| : x € X} = sup{| f (x)| : x € F}. 
证 明 — X pw =ssup{|f(x)|: 26 Fh 置 
F, = f~"([u/3,00)), Fo = f~*((-00, —u/3)). 

由 Urysohn 引 理 , 可 得 连续 函数 go: X >R H 


3, re Fi, 
go(z) - [m 1 
—p/3, xe FP. 


sup(|go(z)| : £ € X} = n/3, E 
fila) = f(x) -go(z), v€F 


则 sup{| fi(x)|: x € F} = ja < 29/3. 这 样 继续 下 去 , 可 得 实 值 函 数 on, fn 满足 : 
(i) gn 在 X 上 连续 , f, 在 F 上 连续 ; 
(ii) folz) = f(z), 2 € F; fa(x) = fu-1(z) — Gn—1 (2); 
(iii) sup{|fn(2)| : x € F} = un € (2/3)" p, Ho = p; 
(iv) sup{|gn (x)| : x € X} = pn/3. 
置 


= gus EX. (2.4.1) 
n=0 


由 (iii) 及 (iv), |gn(2)| < Mn/3 < (2/3)" - n/3, 而 577 .9(2/3)^ - n/3 = m, 所 以 (2.4.1) 
式 右 端 连续 函数 (由 (i)) 项 级 数 一 致 收敛 , 故 g 在 X 上 连续 . 此 外 , 由 (ii) 


Wg Æ f BX 上 的 扩张 且 supf|g(z) :ze X) =p. 证 完 . 

上 述 一 般 形 式 是 P. Urysohn 于 1925 年 得 到 的 . 1915 4E, H. Tietze 对 度量 空间 
(定义 4.1.1) 证 明了 上 述 定理 14, 

定义 2.4.1 T, 空间 X 称 为 完全 正则 空间 (completely regular space) 或 
Tychonoff 空间 (Tychonoff space), 如 果 对 空间 X 的 每 一 闭 集 F RIA ré F, 
存在 连续 函数 f: 久 一 [0,1], 使 f(x)=0; f(a") =1,2' € F. 
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如 把 上 述 定义 中 的 条 件 记 作 RE Fema ett, 则 上 述 定义 可 改写 为 : 满足 
Fs 函数 分 离 性 的 Ti 空间 称 为 完全 正则 空间 . 

显然 , 完全 正则 性 理 含 正则 性 (Fs — Ts), 读者 可 自 证 ( 同 前 面 的 F > Ta), 但 
其 道 不 真 . Tychonoff 0 曾 给 出 正则 而 不 是 完全 正则 的 空间 , 这 例 比 较 复杂 , 下 述 
相对 简单 的 例子 属于 A. Mysior 81, 

例 2.4.1 (不 是 完全 正则 的 正则 空间 ) 让 Mo = {(zx,y) € R? : y > 0}, z = 
(01 31) E M = MoU (zo), id L = R x {0}, Li = [ii 1] x (0), i e N. 对 
z — (2,0) € L, id 


Ai(z) 2((m,y)e Mo:0€y«2), Aə(z)={(£+y,y) € Mo:0yx2]. 


在 M 上 定义 如 下 拓扑 : 

(i) Mo — L PN ex de Sr p; 

(ii) z = (z,0) e 工 的 邻 域 基 元 形 如 (Ai(z) U 42(z)) - B, 其 中 B 是 不 含有 点 z 
的 有 限 集 ; 

(iii) zo 的 邻 域 基 元 形 如 Ui(z0) = {z0} U{(2,y) € Mo: 2 >i}, i € N, 
WW M 是 T2 空间 . 

M 是 正则 空间 易 见 , 对 z © Mo, 上 述 定义 的 z 的 邻 域 基 元 是 M 的 既 开 且 
闭 的 子 集 , 因而 只 需 对 M WAR F 及 zo ¢ F 验证 正则 性 . 这 时 存在 jj c N 使 


FN Ui (zo) 一 Ø, 令 


Uy = Uio+2(20), Uz = M — (Uis+2(20) U Li, U Li 41) 


则 U1, U2 是 不 相交 的 开 集 且 分 别 含 zo, F. 

M 不 是 完全 正则 空间 .否则 , 存在 连续 映射 f: X 一 [0,1] 使 f(zo) =1 H 
f(Lı) = {0}. X i EN, $ Ki = {2 € Li: f(z) 20). 用 归纳 法 证 明 每 一 K; 是 无 
限 集 . WK, 是 无 限 的 , 存在 可 数 无 限 集 C, C Kn, 对 每 一 ze C 及 7J EN, 令 
F(z, j) = Aa(z)— f ^ ([0, 1/7]), W F(z, j) EPEA z 的 闭 集 , 于 是 F(z, j) 是 有 限 集 ， 
$ Ao(z) =Usen F(z, j), W Ao(z) 是 4A2(z) 的 可 数 子 集 且 Ao(z) = Ao(z) — f^ 1 (0), 
即 f(Ao(z) — Ao(z)) = {0}. $ A Æ U{Ao(2) : 2 € Cr} Æ L KRZ, 则 4 是 可 数 
BJ. 下 证 Lanyi 一 AC Knp 以 完成 归纳 证 明 . 设 te Ing, — A, 对 每 一 ze Cn 有 
Ai(t) n (Ao(z) — Ao(z)) Z &, FRA A(t) 中 无 限 序列 {tm} 使 f(tm) 20, meN. 
由 f 的 连续 性 知 f(t) = 0, 即 t € K. ME, BOE z € Ki, 那么 zi 一 zo, 于 是 
f(z0) = 0, 矛盾 . 证 完 . 

在 T, 空间 , 显然 Fy > FS, 也 就 是 正规 > 完全 正则 , 但 其 逆 不 真 . 例 2.2.3 的 
Niemytzki 半 平 面 R 不 是 正规 空间 , 是 正则 空间 , 实际 上 还 是 完全 正则 空间 , 验证 
于 下 . 
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现在 就 v 轴 上 的 点 p(x,0) REEMA FZ pE (其 他 情况 类 似 ). 存在 点 p 
的 开 邻 域 U.(p) f£ U-.(p) OF = Ø, XE U.(p) = S'(p) U{p}, St(p) ÆW x ST FA p 
处 直径 为 e 的 圆 的 内 部 , 对 任何 点 9 € SL(p), 通过 点 q V) x 轴 于 点 p 处 的 圆 的 直 
径 记 作 d(q), XE X. R' 上 的 函数 g 如 下 : g(p) = 0, A 


ata) - d(q), q € SL(p), 
e€, — q€ Up, 
这 里 处 于 开 圆 5^ (p) 内 部 切 于 点 p 的 圆周 上 的 点 取 相 同 的 值 (这 圆 的 直径 )， 置 
f = 9/s, 则 得 连续 函数 f : R' — [0,1], 使 f(p) = 0; f(a) = 1,4 EF. 

对 应 于 T 分 离 公理 的 肪 函数 分 离 性 可 以 叙述 为 : 对 空间 X 的 不 同 的 点 zl, xo, 
存在 连续 函数 f: X 一 [0,1], 使 f(z1) = 0, f(z2) = 1, 满足 Fo 函数 分 离 性 的 空间 
称 为 函数 分 离 T2 空间 (functional separated To-space). 显然 , 函数 分 离 T» 空间 是 
T, 空间 , 但 其 逆 不 真 . Urysohn [3l 曾 作 出 不 是 函数 分 离 Ts 空间 的 Ts 空间 . 下 
面 介绍 一 较 简单 的 例子 : 简化 的 Arens 方形 (simplified Arens square???!). 

ik J = (0,1) 是 单位 开 区 间 , W X = (I x 了 )U{(0,0)，(1,0)} C R2, 赋予 下 述 拓 
Jh: 

(i) Lo 作为 X 的 开 子 空间 具有 通常 的 欧 几 里 得 拓扑 

(ii) 点 (0,0) 的 邻 域 基 元 形 如 


Un (0,0) = {(0,0)} U {(a,y) :0<a<1/2,0<y<1/n}, neN; 
(iii) 点 (1,0) 的 邻 域 基 元 形 如 
Un(1,0) = ((,0)U1£(x,y):1/2«x «1, 0cy«1/nl neN. 


此 空间 称 为 简化 的 Arens 方形 . 易 验 证 X 是 Ta 空间 . 因为 点 (0,0), (1,0) 没有 不 
相交 的 闭 邻 域 , 所 以 不 存在 连续 函数 f: X — [0,1], 使 f(0,0) = 0, f(1,0) = 1, 从 而 
X 不 是 函数 分 离 T 空间 . 

容易 验证 , Tychonof 空间 的 子 空 间 是 Tychonof 空间 . 

定理 2.4.3 Tychonoff 空间 的 积 空间 是 Tychonof 空间 . 

证 明 ”为 行文 便利 起 见 , 对 连续 映射 f, 点 z, HÆ U 3 c, 满足 f(x) = 
0,f(z) = 1 (£! € X —U) 者 称 为 f 是 关于 (mU) 的 映射 . 设 fi, fois fn D 
别 是 关于 (x, U1), (x, U2), (2, Un) 的 映射 , 取 g(x) = sup{fi(z) : i = 1,2,---, nj, 
则 9 是 关于 (2, Qj, Ui) 的 映射 . 为 此 只 要 证 明 对 积 空间 Jaca Xa PAE (2,0), 
存在 关于 它 的 映射 f, 这 里 U 是 积 空间 次 基 的 元 素 , x = {zujaea4. 

X x € Toc, Xa, W Ua Æ £a TE Xa 中 的 开 邻 域 , 由 假设 Xa 是 Tychonoff 空 
间 , 存在 关于 (£a, Ua) 的 映射 f, W fa opa 是 关于 (m.p (Uo)) 的 映射 , 这 里 pa 
是 积 空间 到 坐标 空间 Xa 上 的 投影 , 而 pzl (Ua) 正 是 积 空间 的 次 基 的 元 素 . 
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此 外 , Ti 空间 的 积 空间 是 Ti 空间 . 证 完 . 

设 X,Y 是 拓扑 空间 , 映射 f : X — Y 称 为 浸没 (AGRA, embedding), 如 果 
[:X 5 f(X) 是 同 胚 映射 

定理 2.4.4 (Tychonoff 浸没 定理 400) 拓扑 空间 X 是 Tychonoff 空间 当 且 仅 
当 X 同 胚 于 闭 区 间 = [0,1] 的 积 空间 的 某 一 子 空 间 . 

证 明 1 — [0,1] 是 Tychonoff 空间 , 由 定理 2.4.3, 积 空间 也 是 Tychonoff 空间 ， 
从 而 其 子 空间 也 是 Tychonoff 空间 . 

相反 , 设 X 是 Tychonoff 空间 , 设 {fa}aea 2 X 到 [0,1] 内 的 连续 函数 的 全 
体 , 对 指标 集 A, 构造 积 空间 P = [Jaca Ta (= 14), 这 里 Ia = [0,1], a € A. 对 每 一 
Rae X, 使 对 应 着 P 中 的 点 f(x) = {fa(z)}aea FEX 到 PP 内 的 映射 f, PT 
证 明 f: X f(X) 是 同 胚 映射 . 

由 定理 2.1.2, f 是 连续 的 . 

Ray 是 X 中 不 同 的 两 点 . A X 是 Ti 空间 , 单 点 集 是 闭 的 , 于 是 存在 连续 
函数 fa: X — [0,1] {E falt) = 0, faly) = 1, 所 以 f(x), f(y) 的 第 a 个 坐标 是 不 同 
的 , 从 而 f(x) # f(y), 因此 f 是 一 一 对 应 的 . 

为 了 证 明 fo) 是 连续 的 , WU 是 空间 X 中 点 z 的 邻 域 (不 失 一 般 性 , U 可 
作为 是 开 的 ). X 是 Tychonoff 空间 , 存在 连续 函数 fa: X — [0,1] 使 falz) = 
0; fo(y) =1,yE X—U. REN P 中 点 f(x) 的 邻 域 


V =U, x II d 
上 /天 ae 
这 里 Ua = (0,1). Ma’ ¢ U, W fa (z^) — 1, AM f(x) € V. 所 以 f(a’) e V BS 
2 E U, 也 就 是 p EVO FX) ft’) eU. Milt f! (Vn f(X)) cU. 所 以 f+ 
是 f(X) 到 X 的 连续 映射 . 到 此 证 明了 fà X BI f(X) c P 上 的 同 胚 映射 . 证 完 . 


2.5 连通 空间 


定义 2.5.1 ”拓扑 空间 X 称 为 连通 空间 (connected space), WR X 不 能 表示 
为 两 个 不 相交 的 不 空间 集 的 并 ; X 的 子 集 X' C X 称 为 连通 的 (connected), 如 果子 
空间 X' 是 连通 空间 . 

显然 , 拓扑 空间 X 是 连通 空间 , 25 HUS X 不 能 表示 为 两 个 不 相交 的 不 空 开 
集 的 并 , 当 且 仅 当 X 中 没有 既 开 又 闭 的 非 空 真 子 集 . 

f) 2.5.1 HAR R 是 连通 空间 . 姑 设 R= FUG, F, G 是 不 交 的 不 空 闭 集 . 
存在 闭 区 间 J = [a,b] f£ JnF AS, JnGz e, b EF FG, 现 设 be.JnG, 置 
c= supl JN F), A Jn F RMR, ce JAF. SER c <b, He HE, MM (c,b] C ING. 
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JOG BA, [cb] C ING, 从 而 ce FANG, KH F, G 不 相交 矛盾 . 所 以 及 是 
连通 空间 . 
R 上 所 有 有 理 点 所 成 集 Q 不 是 连通 集 . 因为 对 任 一 无 理 数 n, 集 
F={r:reQr>n} 及 G={r:reQr<n} 


是 不 相交 的 闭 集 (关于 子 空间 Q), 而 Q = FUG. 同 理 , R 上 所 有 无 理 点 所 成 集 也 
不 是 连通 的 . 

定理 2.5.1 W {4y}yer 是 拓扑 空间 X 的 一 族 连通 子 集 , 设 门 ,er Ay 7 e, 
则 UA :ye r) 是 连通 集 . 

WEB] 姑 设 Uep Ay = FUG, F, G 是 子 空间 Ur Ay 的 不 相交 的 不 空 疗 
集 . 取 点 z Eer hy, 则 ze 或 zeG. 设 ze Ff, 因 G 不 空 , 存在 Ye 了 ,使 
GNA, #42. © FNA =F, GOA =C. F',G' 是 子 空间 A, 的 不 空 闭 集 , H 
A, = F'UG', F'nG' = %, 所 以 A, 不 是 连通 集 , 这 与 假设 矛盾 . 证 完 . 

定理 2.5.2 WA 是 拓扑 空间 x 的 连通 子 集 且 AC B c A, 则 B 是 连通 集 . 

WEARS A B= FUG, F, G 是 子 空间 B 的 不 相交 的 不 空 闭 集 . 注意 , F, G 
同时 又 都 是 子 空间 B 的 开 集 . 任 取 ze F, BAcecANB(AKF BHAA, 见 
定理 2.1.1), 作为 x HRR F EA FNA; ABE GNAAS. E 


F'—-FnA, G'—-GnA, 


则 FG 是 子 空间 A 的 不 相交 闭 集 , 且 4 = F'UG'", 所 以 A 不 是 连通 集 , 这 与 假 
设 矛 盾 . 证 完 . 

定理 2.5.3 wa 是 拓扑 空间 X 的 点 , wx P 是 空间 X 的 包含 点 x 的 所 有 连 
通 子 集 的 并 , 则 P 是 连通 闭 集 . 

证 明 ”由 定理 2.5.1, P 是 连通 集 . 由 定理 2.5.2, P 是 连通 集 . 因 xz € P, 由 定 
X P c P, MUP=P, Bl P EWE. 证 完 . 

定义 2.5.2 “上述 定理 2.5.3 中 的 连通 集 P 称 为 拓扑 空间 X 的 连通 区 (或 成 
分 , component), 也 就 是 极 大 连通 子 集 (不 存在 真 包含 它 的 其 他 连通 子 集 , maximal 
connected subset); 拓扑 空间 X 的 每 一 连通 区 如 果 都 仅 由 一 点 组 成 , 则 称 X 为 完全 
不 连通 空间 (totally disconnected space). 

易 知 , 如 果 两 个 连通 区 相交 , 则 这 两 个 连通 区 重合 , 所 以 每 一 拓扑 空间 X 可 以 
分 解 为 两 两 不 相交 的 连通 区 的 并 . 

定理 2.5.4 ”连通 空间 的 积 空间 是 连通 空间 . 

证 明 设 X (a e A) 是 连通 空间 , v X = IT -Xe 可 表示 为 两 个 不 相交 闭 
RF, G 的 并 , 下 证 必 有 一 个 闭 集 (F 或 G) ETR, 从 而 X 是 连通 的 . we PANE, 
则 可 取 点 x = {za}ae4 € F. 下面 先 证 明 : 与 点 x 仅 有 限 个 坐标 不 同 的 点 属于 F. 
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为 此 只 要 证 明 : 与 点 xz 仅 有 一 个 坐标 不 同 的 点 属于 ,然后 重复 有 限 回 即 得 . E 


P = {{£h}acA : £h = Ta, 0-99], 


WA Pc X ARF Xa, 所 以 P 是 连通 的 . 另外 , P 可 以 表示 为 两 个 不 
相交 闭 集 POF, PAG 的 并 . HT ee POF, MU PAF ø, 因为 了 是 连通 的 ， 
于 是 PNG =ø, MUA PAF = P, ifj PCF. 到 此 证 明了 与 点 x 仅 有 一 个 坐标 
不 同 的 点 属于 P. 置 


Q = {{Ya}aea | Ya = Ta 除 有 限 个 Q A, 


则 由 上 所 证 , Q c F, 从 而 Q c F. 另 一 方面 , 由 积 拓扑 的 定义 , Q 稠密 于 X, 从 而 
F= X, 因 F BIS&, F= X, 所 以 G — 2. 故 X 是 连通 空间 . 证 完 . 

由 例 2.5.1 及 定理 2.5.4 知 , n 维 欧 几 里 得 空间 R^ 是 连通 空间 . 

定义 2.5.3 ”拓扑 空间 X 称 为 局 部 连通 的 (locally connected), 如果 对 每 一 
r€X 及 包含 zx 的 每 一 开 集 U, 存在 开 的 连通 集 了 ,使 zsVcrVi 即 X 具 有 由 连 
通 集 构成 的 基 . 

显然 , 局 部 连通 空间 未 必 是 连通 的 (例如 , 数 直线 上 由 两 个 不 相交 的 开 区 间 的 
并 形成 的 子 空间 ). 但 也 存在 连通 空间 而 不 是 局 部 连通 的 . 

例 2.5.2 (拓扑 学 家 的 正弦 曲线 B73) 考察 平面 R? 上 由 f(x) = sin(1/z) (0 < 
x « 1) 的 图 像 及 点 (0,0) 形成 的 子 空间 , 称 为 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 (topologist/s sine 
curve). 由 定理 2.5.2, 这 空间 是 连通 的 , 但 包含 在 点 (0,0) 的 任何 充分 小 的 开 邻 域 中 
的 连通 集 只 有 单 点 集 {(0,0)}, 而 {(0,0)} 不 是 这 子 空间 的 开 集 . 

定义 2.5.4 ”拓扑 空间 X 称 为 弧 式 连通 空间 (arcwise connected space), 如 果 
对 这 空间 的 任意 两 点 a,b, 存在 连续 映射 : [0,1] — X, 使 f(0) — a, f(1) = b. 

显然 , 弧 式 连通 空间 是 连通 空间 , 但 其 逆 不 真 , 例 2.5.2 的 连通 空间 不 是 弧 式 连 
通 空 间 . 


习 题 2 
2.1 若 4 是 拓扑 空间 X 的 闭 子 集 , 证 明 自 然 映 射 :XX X/A 是 闭 映 射 . 验证 例 2.1.1 
中 的 商 空 间 Y 是 否 To 空间 ? 从 这 些 事实 可 以 得 出 什么 结论 ? 
2.2 证 明 例 2.1.2 中 Niemytzki 半 平 面 R 到 商 空间 Y 上 的 商 映 射 是 闭 映 射 . 验证 了 是 
否 正 则 空间 ? 从 这 些 事实 可 以 得 出 什么 结论 ? 
2.3 ”拓扑 空间 中 子 集 的 导 集 是 否 总 是 闭 的 ? 试 证 明 在 Ti 空间 子 集 的 导 集 是 闭 的 . 
2.4( 杨 忠 道 ) 拓扑 空间 X 的 子 集 的 导 集 是 闭 的 当 且 仅 当 单 点 集 (7) (x e X) 的 导 集 是 闭 


的 . 


2.5( 高 国土 ) “拓扑 空间 的 子 集 的 导 集 是 闭 的 ”可 以 作为 介 于 To, Ti 间 的 分 离 公理 . 试 证 
明 它 严格 地 强 于 To 分 离 公理 , 严格 地 弱 于 Ti 分 离 公 理 . 
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2.6 EB] y = sinz (x € R) PÆ R 到 [71,1] 上 的 闭 映 射 . 

2.7 ”拓扑 空间 X 是 To 空间 当 且 仅 当 积 空间 X x X 中 的 对 角 线 (diagonal) A = {(a, 2) : 
x EX} BAR. 

2.8 设 {Xy}yer 是 拓扑 空间 族 , 每 一 A, C Xy (y € D). 证 明 : Iler Ay = Tlyer 4. 

2.9 To 空间 的 积 空间 是 T» 空间 . 

2.10 正则 空间 的 积 空间 是 正则 空间 . 

2.11 正规 空间 的 闭 子 空间 , fj 子 空间 是 正规 的 . 

2.42 ”正规 空间 在 连续 闭 映射 下 的 像 是 正规 空间 . 

2.13 ”完全 正规 空间 在 连续 闭 映 射 下 的 像 是 完全 正规 空间 . 

2.14 设 X 是 正规 空间 , F, G 分 别 是 这 空间 的 闭 、 开 和 集 , H G 2 F, 则 存在 开 的 Ff; S 
W 使 FCcWcG. 

2.15 dx W 是 正规 空间 X 的 开 Fo R, WFE X 到 [0,1] 的 连续 映射 使 W = (o: 
x E X, f(x) > O}. 

2.16 KW 是 正规 空间 X 的 开 Ff, Æ, 则 W = UZ E; Wi Fi 是 闭 集 且 满足 Fi C 
FPC Fui (i—12,--) 

2.17 ”可 数 个 满足 第 一 (第 二 ) 可 数 公理 的 空间 的 积 空间 满足 第 一 (第 二 ) 可 数 公理 . 

2.18 Lindelöf 空间 的 闭 子 空间 是 Lindelof 空间 . 

2.19 ”可 分 空间 的 开 子 空间 是 可 分 空间 . 

2.20” 设 拓扑 空间 X 具有 一 个 可 数 开 基 , 则 X 的 每 一 个 开 基 总 包含 着 一 个 可 数 子 族 也 是 
空间 X my. 

2.21 拓扑 空间 称 为 满足 可 数 链条 件 (countable chain condition), 简 记 为 CCC, 如 果 这 
空间 的 每 一 个 互 不 相交 的 开 集 族 是 可 数 的 .可 分 空间 满足 可 数 链 条 件 , 但 是 其 逆 不 真 (考察 一 
不 可 数 集 , 规定 空 集 及 可 数 集 的 补 集 为 开 集 , 如 此 构造 的 拓扑 空间 称 为 可 数 补 空间 (countable 
complement space 72!)), 

2.22 Lindelöf 空间 , 可 分 空间 在 连续 映射 下 的 像 分 别 是 Lindelöf 空间 , 可 分 空间 . 

2.23 ”连通 空间 在 连续 映射 下 的 像 是 连通 空间 . 

2.04 设 X 是 连通 空间 , Y 是 X 的 连通 子 集 且 XX 一 Y= AUB, 这 里 A 与 B 是 可 分 离 
的 (定义 2.2.6), 则 AU Y 是 连通 引 

2.25 设 马 是 欧 几 里 得 平面 R? 内 具有 下 列 性 质 的 点 所 成 和 
无 理 数 , 则 E 是 R? 的 连通 子 空间 . 

2.26 ” 设 拓扑 空间 X 是 有 限 个 正规 闭 子 空 间 的 并 , 则 X 是 正规 空间 . 

2.27 设 f 是 拓扑 空间 X 到 To 空间 Y 内 的 连续 映射 , 则 集 {(x,y) : € X, y € 
Y, f(x) = y) 是 积 空间 X x Y WAR. 

2.28 设 f 是 正规 空间 X 的 闭 子 集 F B) I (I= [0,1], n € N) 内 的 连续 映射 , 则 了 可 
以 连续 地 扩张 到 X 上 . 

2.29 ”拓扑 空间 X 的 集 族 称 为 离散 的 (discrete 491), 如 果 对 每 一 z e X 存在 邻 域 U(z) 
至 多 与 集 族 中 一 个 元 素 相交 . 设 (FL) 是 正规 空间 X 的 可 数 离散 闭 集 族 , 则 存在 可 数 互 不 相交 
的 开 集 族 {Gr} 使 Gn D Fa (n =1,2,---). 


aur 


它 的 两 个 坐标 中 至 少 有 一 个 


aur 


pu 
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2.30 (Dowker) 设 {Pher 是 正规 空间 X 的 离散 闭 集 族 ， {Uy}yer 是 X 的 互 不 相 


PIDE 


Fy, CV, 


EK HOW AE y € I,U; D Fy, WHERBOTRR {Vy }yer 使 对 每 一 y er, 有 
CV, C U,. 利用 这 一 结果 改进 上 一 题 的 结果 . 


2.81 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 是 连续 的 , 当 且 仅 当 对 每 一 ze 和 及 X 中 任 
一 收敛 于 点 z 的 网 gp(A; >), 网 foo(A; >) KAF Y 中 的 点 f(a). 
2.32 REN X= [Ler X} 中 的 网 p(A; >) 收敛 于 点 x = {zy}yer SARS yp(A; >) 


At 


坐标 空间 X. (y € D) 上 的 投影 py o p(A; >) 收敛 于 Xy 中 的 点 zy: 


#35 紧 空间 


紧 空 间 是 拓扑 空间 中 最 重要 的 空间 类 之 一 . 它 具 有 相应 于 数 直 线 及 上 闭 区 间 
所 具有 的 Heine-Borel 性 质 , 也 就 是 每 一 开 履 盖 具 有 有 限 子 覆盖 . 紧 空间 类 包含 着 
所 有 闭 区 间 类 以 及 n 维 欧 几 里 得 空间 R 中 的 有 和 界 闭 子 集 类 . 分 析 学 中 有 许多 重 
要 性 质 与 紧 性 有 关 . 


3.1 紧 空间 


定义 3.1.1 ”拓扑 空间 XX 称 为 紧 空 间 (compact space 或 bicompact space), 如 
RX 的 每 一 开 履 盖 具 有 有 限 子 覆盖 . 

显然 , 紧 空 间 是 Lindelóf 空间 (定义 2.3.1), 数 直线 本 身 是 Lindelof 空间 而 不 是 
ZTH, 数 直 线 上 的 闭 区 间 是 紧 空 间 . 在 例 2.3.2 rp, 我 们 证 明了 序 空间 [0,01] 的 
每 一 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 , 因此 序 空间 [0,wi] 是 紧 空间 . 用 完全 相同 的 方法 可 以 证 
明 , 对 任何 无 限 序数 a, 序 空间 [0, a] 都 是 紧 空 间 . 

回忆 有 限 交 性 质 (定义 1.4.1): R X 的 子 集 族 F = {Pher 称 为 具有 有 限 
交 性 质 , WR 多 的 任何 有 限 子 族 的 交 不 空 , EYE I’ COT 是 任何 有 限 子 族 ， 
her Py 7 2. 

定理 3.1.1 ”拓扑 空间 X 是 紧 空 间 当 且 仅 当 每 一 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 的 
BA. 

证 明 BEX AVIRA a SNF MR X 的 开 集 族 的 任 
何 有 限 子 族 不 能 覆盖 X, 则 这 开 集 族 不 能 效 盖 X, 取 开 集 族 中 开 集 的 补 集 , 由 de 
Morgan 公式 知 后 一 论断 又 等 价 于 “X 中 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 的 交 不 空 " 故 得 
证 . 证 完 . 

作为 上 述 定理 的 推论 有 推论 3.1.1. 

推论 3.1.1 紧 空 间 的 闭 集 ( 闭 子 空间 ) 是 紧 的 . 

下 面 是 关于 紧 子 空间 的 一 些 定理 . 对 拓扑 空间 X 及 其 子 集 A, 若 X 的 子 集 族 
U 满足 AC Ud, BR WY 覆盖 (cover) A. 由 子 空间 的 定义 , 立刻 得 到 下 述 定理 . 

定理 3.1.2 ”拓扑 空间 X 的 子 集 4 是 紧 的 当 且 仅 当 由 x 的 开 集 组 成 的 每 一 
覆盖 4 的 集 族 具有 有 限 子 族 覆 盖 A. 

由 推论 3.1.1 及 定理 3.1.2, 可 得 
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推论 3.1.2 WE Fi, FS, Fh 是 拓扑 空间 X WAR, F= UL p; 是 紧 集 当 
且 仅 当 每 一 F, (i= 1,2, k) BRR. 

在 定理 3.1.2 中 , Æ U — X— A, F — X — U, (y € I). H de Morgan 公式 , 定 
H 3.1.2 中 的 两 个 包含 式 分 别 转换 为 2 ee Fy RU Sep Fy. 如 设 A AM 
4E, WU 为 开 集 , 由 定理 3.1.2 中 的 4 是 紧 集 , 故 应 设 X 为 紧 空 间 , 故 得 下 述 定理 . 

定理 3.1.3 KX 是 紧 空 间 , {Fher 是 X 中 的 闭 集 族 , U EFR. 如果 
UD (yer Fy, 则 存在 有 限 子 族 I CP, HU Mer Fy. 

推论 3.1.3. X {Fher 是 拓扑 空间 X 中 的 闭 集 族 , 其 中 至 少 有 一 个 闭 集 
(如 Fo) 是 紧 的 , U BAR. WRU [eL Fy, 则 存在 有 限 子 族 rcr, 使 
U Dyer Fs. 

WEBB ”以 Fo 作为 定理 3.1.3 中 的 X, BOF, (y € D) 作为 F, 即 得 证 . 证 完 . 

定理 3.1.4 WX 是 Ta 空间 , A, B 是 不 相交 的 紧 子 集 , 则 存在 不 相交 的 开 
RU, V, HUD A, VDB. 

证 明 固定 x € B. 对 每 一 ye A, x Z y, 由 于 To 分 离 性 , 存在 不 相交 
的 开 集 V. 与 Uy, 使 z € Ve, y € Uy, FÆ {Ujyea 作为 X 的 开 子 集 族 覆盖 紧 
T A, 由 定理 3.12, 存在 有 限 个 y; € A (i = 1,2, E), PR AC UL Un $ 
Ve = NE Vy. Ur = UE, Upo 则 它们 是 不 相交 的 开 集 且 ze Vp, AC Up. 

现在 , {Vi}zes 作为 X 的 开 子 集 族 覆盖 紧 子 集 B, 具有 有 限 子 族 {Vi,}j<n B 
iB. V =U- Vep U = Nja Us, 则 它们 是 不 相交 的 开 集 且 ACU, BCV. 
证 完 . 
由 推论 3.1.1, 定理 3.1.4 即 得 如 下 推论 . 

推论 3.1.4 To 紧 空 间 是 正规 空间 . 

推论 3.1.5 To 空间 的 紧 集 是 闭 的 . 

证 明 设 4 是 Ts 空间 X 的 紧 子 集 . Hx € X — A, TEH 3.1.4 PR B = {r}, 
则 存在 不 相交 的 开 集 U, V, ACU, x € V, BIELV c X — A. WHA BAS. uE 
JÙ. 

注意 到 在 定理 3.1.4 第 一 步 的 证 明 中 , 如 果 空 间 X 是 Ts 空间 , 那么 将 点 x 换 
成 一 般 的 闭 集 , 证 明 仍 然 可 以 进行 . 由 此 可 以 得 下 面 的 定理 . 

定理 3.1.5 设 4 是 Ts 空间 六 的 紧 子 空间 , AS BCX - A, 则 存在 不 相 
交 的 开 集 U,V, 使 UD A, V D B. 

相应 于 定理 3.1.5 的 函数 分 离 性 的 情况 , 有 如 下 定理 . 

定理 3.1.6” 设 A 是 Tychonoff 空间 X 的 紧 子 空间 , AS B c X — A, WF 
fe X 到 [0,1] 的 连续 函数 了 使 fz) =0ze4i f(x) 2 1v € B. 

WEBB ”对 每 一 点 ze A, FE X 到 [0,1] 的 连续 函数 f. 使 fol) = 0; fole’) = 
1,2' € B. 从 而 AC Uses fe 1([0,1/2)). 由 定理 3.1.2, 存在 有 限 个 点 x1, x2,:… ,Xk € 
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A, f£ A C UE, fa (0, 1/2)). 置 

g(x) = min{ fr, (£), fa, (2), fe, (7)}, 
则 g(x) 是 X 到 [0,1] 的 连续 函数 , H. 

Acg 1(0,1/2), g(x)=1 (xe B). 


© f(x) =2-max{g(x) — 1/2, 0}, 容易 验证 f(x) 满足 定理 要 求 . 证 完 . 
下 面 是 关于 紧 空 间 的 映射 方面 的 定理 . 
定理 3.1.7 ” 紧 空 间 在 连续 映射 下 的 像 是 紧 空 间 . 

证 明 i f 是 紧 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 映射 , Uher 是 空间 YY 的 任 
FAm, M (f 7 (U,)),er 是 空间 X 的 开 履 盖 . X 紧 ， 存 在 有 限 子 族 
{f(y,)}i=1,2...4, 覆盖 空间 X, 从 而 {U> i12, 是 {Uy} yer 的 有 限 子 族 , 23 
盖 空 间 Y, Y 是 紧 空间 . 证 完 . 

定理 3.1.8 AAAS) To 空间 上 的 连续 映射 是 闭 映射 . 

证 明 ” 设 f 是 紧 空间 X 到 Ts 空间 Y 上 的 连续 映射 , 是 空间 XX 的 任 一 闭 
集 . 由 推论 3.1.1, F 是 紧 集 . 由 于 连续 函数 限制 在 它 的 定义 域 的 任 一 子 空间 上 时 仍 
是 连续 的 , 从 而 由 定理 3.1.7, 知 f(F) 是 空间 Y 的 紧 子 集 . ALY 是 To 的 , 由 推论 
3.1.5, f(F) 是 闭 集 , 所 以 f 是 闭 映射 . 证 完 . 

推论 3.1.6 ” 紧 空 间 到 Ts 空间 上 的 一 一 对 应 的 连续 映射 是 同 胚 映射 . 

推论 3.1.7 ER X LBW ZR 25 H Ao 25, W (X, A) 是 紧 空 间 ， 
(X, 25) 是 Ts 空间 , W A= A. 

下 面 用 滤 子 刻画 紧 空间 . 

定理 3.1.9 ”拓扑 空间 X 是 紧 空 间 当 且 仅 当 满足 下 列 条 件 之 一 : 

(i) X 中 的 每 一 个 滤 子 具有 聚 点 ; 

(ii) X 中 的 每 一 个 极 大 滤 子 是 收敛 的 . 

证 明 H = (i). 设 多 是 紧 空间 关中 的 滤 子 , WF ={A: Ac F} 是 具有 
有 限 交 性 质 的 闭 集 族 , 由 定理 3.1.1, 这 闭 集 族 的 交 不 空 , 也 就 是 存在 点 v 属于 每 一 
^ A(AC P), 由 定义 1.43, z EWT 多 的 聚 点 . 

(i) 2 (ii). 由 (), X 中 每 一 极 大 滤 子 具有 聚 点 v, 由 定理 1.4.3 知 , 这 极 大 滤 子 
收敛 于 点 v. 

(ii) > 紧 性 . 设 dX 的 开 和 覆盖 , 但 不 具有 有 限 子 履 盖 , W 


F' ={X-U:UEY} 


具有 有 限 交 性 质 . 由 定理 1.4.1, 存在 极 大 滤 子 多 5 2. h(i), F 收敛 , 从 而 F 
RARA v, 也 就 是 点 z 属于 多 中 每 一 个 元 素 的 闭 包 , 当然 对 F 中 每 一 个 元 素 
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也 成 立 , 所 以 对 每 一 个 Ue YW, 有 
TEX—U=X—U. 
ixt 4 jx mH UH de Morgan AÑ), 所 以 Y RAAT 39 M, 


X 是 紧 空间 . 证 完 . 

相应 于 网 的 论述 留 给 读者 论证 (习题 3.8). 

下 面 是 关于 紧 空 间 的 拓扑 势 (定义 2.3.1) 的 讨论 . 

定义 3.1.2 ”拓扑 空间 X 的 子 集 族 N 称 为 X 的 网 络 (network 4), 如 果 对 
每 一 zx eX 及 包含 x 的 邻 域 0, FEN 中 的 元 素 N, 使 ze N CU; 空间 XX 的 
网 络 的 势 的 最 小 者 称 为 此 空间 的 网 络 势 (network weight), 表示 为 n(X). 

拓扑 空间 X 的 任 一 开 基 显然 是 网 络 , 另外 X 的 每 一 单 点 集 组 成 的 集 族 {{z} : 
ve X) 也 是 网 络 . 因此 , 网 络 势 n(X) 不 比 X 的 拓扑 势 wX) BX WH |X| X. 
即 n(X) < w(X) 及 n(X) < |X|. 由 例 3.1.1 All, 在 一 般 情 况 n(X) = wX) 不 能 成 
AL. 

定义 3.1.3 W {X her 是 一 族 不 相交 的 拓扑 空间 , 也 就 是 y zy 时 ，X nm 
Xy =Ø. FER X = User Xs 上 规定 U c X 是 X 中 的 开 集 , 如 果 对 每 一 ye rn, 
ZnX Æ X, 中 的 开 集 . 这 样 规 定 的 开 集 族 显然 满足 (O01)~(03), 形成 X 上 的 拓 
Th. 这 一 拓扑 空间 称 为 空间 族 (X2) yer 的 拓扑 和 (topological sum), WE Bp X7- 

例 3.1.1 W I; (i= 1,2,---) ARP AEPHPSTRI I = [0,1], 对 于 ze [0,1], 设 


各 zi € hL DUST ORE HF 0, 0; 等 价 于 0;, 也 就 是 把 所 有 的 0; BEAM, 
记 这 一 点 为 0*, 这 样 得 到 的 商 空 间 记 作 X/R = K, 相应 的 商 映 射 记 作 f. 由 商 拓 扑 
的 定义 , K 中 点 0* 的 邻 域 基 元 形 如 UF, f([0i,2i)), 这 里 每 一 zi (i = 1,2,…) 可 
以 取 任 意 小 的 正 数 , 所 以 K 中 点 0* 的 邻 域 基 的 势 至 少 是 NTO = e, 从 而 w(K) > c. 
另 一 方面 , K — {0*} 是 可 数 个 不 相交 的 半 开 区 间 (0;, 7] 的 并 , 故 具 有 可 数 基 29, 从 
而 多 = 多 U1{{0*}} 是 空间 的 可 数 网 络 , 所 以 n(X) < No (实际 上 等 号 成 立 ). 故 
n(K) < w(K). 注意 , 空间 K 不 是 紧 的 . 

定理 3.1.1004. eX Æ T, Rela, W n(X) = w(X). 

证 明 ”这 里 只 要 证 明 n(X) > w(X). W n(X) =m, 4m 是 有 限 数 时 , Al X 
是 T, 空间 , 可 知 |X| < m, H X 是 离散 空间 , 故 等 式 成 立 . 

设 m > No. 网 络 ov 的 势 是 m. 考察 Ov 中 满足 下 列 条 件 (3.1.1) 的 一 对 元 素 
Ni, No: 


存在 U, U2 € 4, IË U DM, U2 > No HU, NU2 = @, (3.1.1) 


这 里 Z Æ X 上 的 拓扑 . 对 满足 (3.1.1) 的 网 络 元 素 对 (Ni, No), BOE A 中 的 元 素 
对 (Ui, U2) 与 之 对 应 , A PAA EXSTEJRIT] Ui, Uo 的 全 体 记 作 Z, 多 中 元 素 的 有 
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限 交 所 成 族 记 作 Bo. 下 面 证 明 Bo 满足 开 基 条 件 (B1) 和 (B2) (定理 1.2.2). 

Bo 满足 (Bl) 是 显然 的 . Wee X, FEU € 7 使 x € U, 由 正则 性 , 存在 开 
RV fi ce VCV CU, MME N eN 使 ve Ni CV,X-V 是 开 集 . 任 取 
a’ € X —V, TEE No € W, fii x € No c X—V, BEA (NS, No) 是 满足 (3.1.1) 的 网 
络 元 素 对 , 从 而 有 A 中 的 元 素 对 (U1, U2) 与 之 对 应 , 于 是 ze Ui € BCA, MV 
Bo WE (B2). B 可 以 作为 某 一 拓扑 的 开 基 . 设 这 一 由 Ay 生成 的 拓扑 为 AD, 则 
AeA. 

现 证 空间 (X, Z) 是 To 空间 . 对 $1, £2 € X, £1 É c3, (X, Z) 是 To 空 
间 , 存在 U',U" € A f£ x4 € U', x9 CU" HU NU" — e. EN ow 是 网 络 , 存在 
Ni, No € N f x, € Ni CU’, z9 € No CU", FÆ (N1, No) 是 满足 (3.1.1) 的 网 络 
元 素 对 , 从 而 存在 (U1,U2) 与 之 对 应 , U, U € A. 所 以 (X, A) 是 To 空间 , 由 推 
论 3.1.7, R= A. 

显然 , |Bo| & m, 到 此 证 明了 w(X) < n(X). 证 完 . 

推论 3.1.8 To 紧 空 间 的 拓扑 势 不 大 于 这 空间 的 势 , 即 w(X) < |X. 

推论 3.1.9 Ut f 是 拓扑 空间 X 到 T。 紧 空 间 Y 上 的 连续 映射 , 则 w(Y) < 
w(X). 

证 明 设 多 是 空间 XX 的 开 基 , 由 f 的 连续 性 , 知 (f(U) : U € B} 是 空间 Y 
的 网 络 , 由 定理 3.1.10 得 证 . 证 完 . 

如 果 让 X 是 例 2.3.5 中 的 可 数 空间 , 由 于 X 的 每 一 点 的 邻 域 基 的 势 都 不 是 可 
数 的 , 所 以 推论 3.1.9 关于 T» 紧 空 间 的 结论 在 一 般 情况 下 不 能 成 立 . 如 果 在 上 述 
可 数 集 X 上 另外 给 以 离散 拓扑 得 到 空间 X', 考察 由 X' 到 X 上 的 恒 等 映 射 , 通过 
这 映射 拓扑 势 增 大 了 , 这 说 明 推 论 3.1.9 中 的 条 件 T» 紧 是 重要 的 . 

例 3.1.2 (Alexandroff 双 线 空间 外) 考察 平面 R 内 的 两 个 闭 区 间 C; = (c, y) : 
y-i 0z«1)(i21,2) 记 它 们 的 并 为 2 = C1U Cz, 规定 每 一 点 ze Z 的 邻 域 
基 zz): 

(i) X zE Co 时 , Az) = {{z}}; 

(ii) 当 >= (zl € C1 时 , A(z) = {Ur(z)}21, 其 中 


Usa) = (age < |z — x'| < 1/k} U {2}. 


容易 验证 , {B(z)}2ez 满足 (NB1)~(NB4) (定理 1.2.3). 空间 Z 称 为 Alexandroff 双 
线 空间 (Alexandroff's double lines space). 显然 , 2 是 To 空间 . 

子 空间 C. 是 具有 势 c 的 离散 空间 , 它 开 且 稠 于 空间 Z; 子 空间 C1 RF R 
上 通常 拓扑 的 闭 区 间 , 它 闭 于 空间 Z. 

读者 可 以 自己 证 明 这 空间 2 是 紧 空 间 (习题 3.9). 此 外 , 易 知 这 空间 2 满足 第 
一 可 数 公理 , 不 满足 第 二 可 数 公理 , 也 不 是 可 分 空间 . 
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如 在 Z 中 引入 等 价 关系 R: Ca 中 的 每 一 点 等 价 于 本 身 , C1 中 的 点 两 两 等 价 ， 
得 到 商 空 间 Z/R 或 Z/Ci. 原来 C1 中 的 所 有 点 都 等 同 于 2Z/R 中 的 点 z*, 相应 的 
商 映射 当然 连续 . 从 而 Z/R 是 紧 的 (定理 3.1.7). 此 外 , 易 知 Z/R 是 Ta 的 , 点 z* 

4 邻 域 基 的 势 不 是 可 数 的 . 这 里 说 明 推论 3.1.9 关于 拓扑 势 的 论述 对 于 邻 域 基 的 势 
并 不 成 立 . 


3.2 Tychonoff 定理 


Tychonoff 积 定理 (定理 3.2.1) 是 一 般 拓 扑 学 中 最 重要 的 定理 之 一 , 这 定理 显 
WI 2.1 节 所 定义 的 Tychonoff 积 拓扑 的 合适 与 美好 , 以 及 紧 空间 的 良好 性 质 (可 
与 3.5 节 中 的 空间 比较 ). 

Tychonoff 积 定 理 的 证 明 不 可 避免 地 要 用 选择 公理 , 下 面 证 明 中 用 的 Tukey 引 
理 是 选择 公理 的 一 种 形式 , 这 一 证 明 属 于 N. Bourbaki 571. 

集 族 A 称 为 有 限 特征 的 , 如 果 4 是 oy 的 元 素 当 且 仅 当 4 的 每 一 有 限 子 集 是 
A 的 元 素 . 

引 理 3.2.1 (Tukey 引 理 ) 每 一 具有 有 限 特征 的 集 族 存在 极 大 元 , 即 存在 Ap < 
A 使 对 任何 A Eg, Æ AD Ao, W A= Ao. 

定理 3.2.1 (Tychonoff PAE HEM 401) 任意 个 紧 空 间 的 积 空间 是 紧 空 间 . 

证 明 RZE X —ILep Xs 每 一 Xy (y e r) 是 紧 空间 , KF 是 空间 X 
的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 子 集 族 , 所 有 这 种 具有 有 限 交 性 质 的 子 集 族 所 成 的 类 是 有 限 
特征 的 . 由 Tukey 引 理 , 存在 极 大 元 Fo DF. 为 了 证 明 多 中 的 元 素 的 交 不 空 , 只 
要 证 明 , 存在 x © X, 使 对 每 一 A € Fo, ced. 

由 Fo 的 极 大 性 , 有 


k 
Ai, Aa, Ak € Fo, VW) 站 An € Fo: (3.2.1) 
n=1 
Ao C X, Aon A z 2 对 每 一 Ae Fo HAL, W) Ao € Fo. (3.2.2) 


Fy 具有 有 限 交 性 质 , 对 每 一 7 e r, 空间 X 的 闭 子 集 族 {py(4)}aez, 也 具有 有 
限 交 性 质 . D] X) 是 紧 空间 , 存在 点 zy € Xy, 使 zy € Myce, 04A). HW, HX, 
中 点 a, 的 任 一 邻 域 , 则 对 每 一 A € Fo, Wy npy(4) z 2, tUe p7 (Wy) NA Z e, 
由 (3.2.2), p (Wy) € Fo. 由 (3.2.1), 对 任何 有 限 集 To CLP, Nyer, Py (Wy) € Fo, 
从 而 Nery Py (Wy) 与 每 一 A e Fo 相交 . 由 于 


| N p, (Wy) :Do 2 T WARTE, W, 是 ry wa) 


YETo 
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构成 点 z = {zy}yer 的 邻 域 基 ( 积 拓 扑 定 义 ), 所 以 点 z 的 任何 邻 域 基 元 与 每 一 
A € Fo 的 交 不 空 , 是 即 对 每 一 A € Fo, ze A. 证 完 . 

由 于 Tychonof 积 定理 的 各 种 证 明 中 都 用 了 选择 公理 , 人 们 猜测 可 能 Tychonoff 
积 定理 等 价 于 选择 公理 . J. L. Kelley23! 证 明了 Tychonoff 积 定理 草 含 选择 公理 ， 
证 实 了 上 述 猜测 . L. E. Ward osl 进一步 证 明了 弱 Tychonoff 积 定理 (任意 个 同 胚 
的 紧 空 间 的 积 空间 是 紧 空 间 ) PEE A 

数 直线 R 上 的 闭 区 间 是 T。 紧 空间 , 由 定理 3.2.1, 了 = [0, 1] 的 积 空间 是 To E 
的 ; 另 一 方面 , T» 紧 空 间 是 正规 的 (推论 3.1.4), 从 而 是 Tychonoff 空间 且 具 有 遗传 
性 , 所 以 第 2 章 的 Tychonof 浸没 定理 (定理 2.4.4) 可 以 改写 为 如 下 形式 . 

定理 3.2.2 ”拓扑 空间 X 是 Tychonof 空间 当 且 仅 当 X AEF T。 紧 空间 的 
某 一 子 空间 . 

定义 3.2.1 ” 欧 几 里 得 空间 R 的 子 集 4 称 为 有 界 的 , 如 果 存 在 闭 区 间 J = 
[a,b] CR f£ AC J"cR"; 实 值 连续 函数 £F: X  R RAAF, 如 果 f(X) ER 
中 的 有 界 集 . 

定理 3.2.3 BILE R” 中 的 子 集 4 是 紧 的 当 且 仅 当 4 是 有 界 闭 子 集 . 

证 明 BÆ 4 是 m^ 的 紧 子 集 , 因 R^ 是 Ts 空间 , 集 4 是 闭 的 (推论 3.1.5). 
由 于 4 C UP AP, 这 里 K; —(—ii1) EJ i<j A K? CK, 而 4 是 紧 的 . 故 存 
在 正 整数 io E A C RS. 4 J= [-io, ig], WAC J^, MU A 是 有 界 的 . 

相反 , 设 4A 是 R* 中 的 有 界 闭 子 集 , 由 有 界 性 , A C Jn, 这 里 7 = [a,b]. 由 定理 
3.2.1, J" 是 紧 集 ，4 也 是 紧 子 空间 J" 的 闭 集 , 故 4 是 紧 的 (推论 3.1.1). 证 完 . 
由 于 紧 空间 在 连续 映射 下 的 像 是 紧 空 间 (定理 3.1.7), 故 得 如 下 推论 . 
推论 3.2.1 紧 空 间 上 的 实 值 连续 函数 有 界 且 达到 最 大 值 和 最 小 值 . 


3.3 完备 映射 


映射 是 近代 一 般 拓扑 学 中 的 有 效 工 具 . 1.5 节 讲 过 连续 映射 、 开 映射 、 闭 映射 、 
同 胚 映射 等 . 这 里 我 们 介绍 一 种 特殊 的 连续 闭 映射 一 一 完备 映射 . 

在 定义 完备 映射 之 前 , 先 证 明 下 述 定理 . 

定理 3.3.1099. X X ERTH, Y 是 拓扑 空间 , 则 积 空间 X xY BY 上 的 
投影 p 是 闭 映射 . 

证 明 F AAA X xY 中 的 闭 集 , pF) Æ FEY 上 的 投影 . 设 yo € pF), 
F F X xY, 故 对 点 ze X, 每 一 点 (x,yo) ¢ F, FEA x TE X 中 的 开 邻 域 
Us 及 点 yo Æ Y 中 的 开 邻 域 Voyo TE (Us x Vey) F = Ø. (Us)sex 形成 X 的 
JH si, 因 X 紧 , 存在 有 限 子 覆盖 (Uu, Usu US). B Vy = (aa Vergo: BU Vy 
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是 yo 的 开 邻 域 , IE (X x Vp) NF = e, PEL Vn p(F) = e. MAT p(F) 是 空间 YY 
的 闭 集 . 证 完 . 

上 述 定理 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 (习题 3.15), 这 充 要 条 件 称 为 Kuratowski XE 
理 . 在 定理 3.3.1 中 可 以 适当 地 减弱 对 X 的 假设 条 件 , 同时 对 空间 了 加 以 限制 而 
得 到 同样 的 结论 (习题 3.16). 

定义 3.3.1 4991. 拓扑 空间 x 到 拓扑 空间 上 的 连续 闭 映射 f :X Y 称 为 
完备 映射 (perfect mapping), 如 果 对 每 一 y € Y, f-!(y) 是 空间 X 的 紧 集 . 

注 记 ” 按 全 国 自然 科学 名 词 审定 委员 会 公布 的 《数学 名 词 》( 科 学 出 版 社 , 1993), 
“perfect mapping" 的 中 译名 为 逆 紧 映射 , 本 书 仍 称 为 完备 映射 . 

上 面 定理 3.3.1 中 的 投影 映射 是 完备 映射 , 因为 对 每 一 ye Y, f 1(y) = Xx (y) 
是 同 胚 于 紧 空 间 X 的 积 空 间 X x Y 的 紧 子 空间 . 

定理 3.3.2 B f. X — Y 是 空间 XX 到 空间 Y 上 的 完备 映射 , 如 果 x 是 
To. Ts 或 满足 第 二 可 数 公理 , 则 空间 Y 也 分 别 是 To. Ta 或 满足 第 二 可 数 公理 . 

WEBB i X ÆT: ZN, R yy EY (y Fy), Wf (y) n f(y) = 9. 
f 是 完备 映射 , f(y), f (ya) 都 是 紧 子 集 , 由 定理 3.1.4, 存在 X 的 开 集 U, V, 
使 


U»5f (y) V»5f'(y) HUnNV=s. 
f 是 闭 映射 , 由 定理 1.5.4, 存在 Y 的 开 集 U', V", 使 


y EU’, y EV!) H fU) CU, fV’) CV, 


则 U'nV'- e, 所 以 Y 是 Ts 空间 . 

R X 是 Ts 空间 , F 是 Y 中 的 闭 集 , yg F, U fiy) THE) = ø, fy) 
紧 , 闭 集 JHF) cX- fiy). 由 定理 3.1.5, 存在 X 的 开 集 U,V, 使 UD f! (y), 
V25f-(F).HunvV =ø. MEMEH, FE Y WFR U’, V', f& y e 
U' FCW H f-*(U') CU, f- (V^) CV (由 下 中 点 对 应 的 开 集 取 并 得 到 ), T 
是 Cn =o, ALLY I Ts 空间 . 

设 X 满足 第 二 可 数 公理 , KAR X WHS KRY 是 2B 中 有 限 个 元 素 的 
并 集 组 成 的 集 族 , 则 Y 仍 是 X 的 可 数 基 . 对 每 一 Ue 多 , 置 


U' -U(f (y) : f(y) cU) (3.3.1) 


则 F(U) =Y — f(X —U), A f 是 闭 映 射 ,所 以 F(U) 是 了 中 的 开 集 , 再 置 


Y ={f(U'):U ED. 


下 面 证 明 » 是 空间 Y 的 基 . 


3.4 ”局 部 紧 空 间 与 空间 - 59. 


Xt y c Y, FÆ V 3 y, fy) C fV). Fu) X, FEU e 多 ,使 
fo@cucftv). E (1), Hy) cucu, lk ye f(U) cV, f(U) e». 
证 完 . 

回忆 第 2 章 定理 2.1.1 后 引入 的 空间 的 分 解 概 念 , 下 面 用 分 解 空间 的 形式 叙述 
EREM. 

wD 是 空间 X 的 一 个 分 解 ，f 是 XX 到 9 上 的 自然 映射 , 给 2 以 商 拓扑 , 得 
到 分 解 空间 X (FD), 由 分 解 的 上 半 连 续 定义 (定义 2.1.1) 及 定理 2.1.5, 定理 3.3.2 可 
叙述 为 如 下 形式 . 

定理 3.3.3 ” 设 拓扑 空间 x 的 分 解 2 是 上 半 连 续 的 , B. 2 中 每 一 元 素 是 紧 
R. WR X 是 To. Ts 或 满足 第 二 可 数 公理 , 则 分 解 空间 X(2) 也 分 别 是 To. Ts 
或 满足 第 二 可 数 公 理 . 

下 面 叙述 关于 完备 映射 的 逆 像 的 结果 . 

定理 3.3.4 设 /:X oY 是 空间 x 到 空间 Y 上 的 完备 映射 . 如 果 YY 是 紧 
空间 或 Lindelöf 空间 , M] X 也 分 别 是 紧 空 间或 Lindelöf 空间 . 

WEAR ”这 里 证 明 Lindelöf 的 情况 . 紧 空 间 情 况 , 证 法 相同 . 

KY ={Ualaca Æ X WEF. 对 每 一 yeY,f-1(y) 28 v 中 有 限 个 
U, Bri st, 记 这 有 限 个 开 集 Ua 的 并 为 Uy, W fiy) C Uy. 由 定理 1.5.4, FE Y 
的 开 集 U^, f y € U, fU) C Uy. 

{Ul jyer 覆盖 Y, Al Y 是 Lindel6f 空间 ,存在 可 数 子 覆 盖 {U} Mew, Mf 
UU, hen 是 X 的 可 数 开 覆盖 , 每 一 fl) CU, (i € N,U, 是 多 中 
某 有 限 个 Ua 的 并 , 这 些 U 的 全 体 (对 应 着 d cN) 形成 Y 的 可 数 子 履 盖 , PTL X 
是 Lindelóf 空间 . 证 完 . 

定理 3.3.5 Lindelöf 空间 与 紧 空 间 的 积 空间 是 Lindelöf 空间 . 

证 明 ”定理 3.3.1 中 的 投影 映射 是 完备 映射 , 由 定理 3.3.3 即 得 . 证 完 . 


3.4 ”局 部 紧 空间 与 上 空间 


数 直 线 R 不 是 紧 空间 , R 中 的 任何 闭 区 间 是 紧 子 空间 , 这 一 性 质 在 分 析 学 中 起 
很 大 作用 . R 的 开 基 可 以 取 作 {(a, 0) : a, b 是 任意 实数 }. 由 于 每 一 开 区 间 总 包含 着 
某 一 闭 区 间 , 所 以 RR 的 邻 域 基 也 可 取 作 {|a,9] : a < 0) (有 具有 闭 邻 域 基 是 正则 性 的 
特征 ), 这 邻 域 基 的 元 素 都 是 闭 紧 集 , 从 而 R 中 的 每 一 点 都 具有 紧 的 邻 域 , 也 都 具有 
闭 的 紧邻 域 基 . 

定义 3.4.1 “拓扑 空间 X 称 为 局 部 紧 的 (locally compact), 如 果 每 一 点 x € X 
具有 一 个 紧 的 邻 域 . 
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紧 空 间 当 然 是 局 部 紧 空 间 , 局 部 紧 性 是 紧 性 的 一 个 推广 . 这 种 推广 的 方法 称 为 
局 部 化 (localization). 

数 直 线 R 是 局 部 紧 空 间 , 每 一 离散 空间 都 是 局 部 紧 空 间 . 

由 于 闭 集 与 紧 集 的 交集 是 闭 于 这 紧 集 的 , 所 以 这 交集 是 紧 集 (推论 3.1.1), 从 而 
得 下 述 定理 . 

定理 3.4.1 ”局 部 紧 空 间 的 闭 子 空间 是 局 部 紧 空 间 . 

由 本 节 开 始 时 对 数 直线 的 分 析 , 导向 证 明 下 述 定理 . 

定理 3.4.2 Ta 的 局 部 紧 空 间 X 的 每 一 点 具有 闭 的 紧邻 域 基 . 

WEBB 设 U 是 x eX 的 任 一 邻 域 , 由 局 部 紧 性 , Wr 具有 紧邻 域 C. 由 Ts 
分 离 公理 , 存在 x ARER V, 使 ze VcUNO, AEV co, C 是 紧 集 , 所 以 下 
是 紧 的 (推论 3.1.1). 证 完 . 

下 面 是 关于 局 部 紧 空 间 的 深刻 的 结果 . 

定理 3.4.3 To 局 部 紧 空间 X 是 Tychonoff 空间 . 

证 明 i U 是 点 zo € X 的 任 一 开 领 域 . 为 此 , 只 要 证 明 存 在 连续 映射 f: 
和 一 [0,1, 使 flzo)=0; f(z) 21e X -U. 

由 局 部 紧 性 , 设 C 是 xo 的 紧邻 域 , EV —Unce AX 是 Ts 空间 , 紧 
R C 是 闭 的 (推论 3.1.5), V c C, 从 而 V 是 紧 集 (推论 3.1.1). To 紧 空 间 V 是 
正规 的 (推论 3.1.4), 从 而 是 Tychonoff 的 , 所 以 存在 连续 映射 g : V 一 [0,1], 使 
g(zo) = 0; g(x) 2 se V - V. 在 XX 上 定义 映射 :XX 一 [0,1], 使 


_ | m Bev, 
| Ls rcx-v. 


下 面 验证 f 在 x 上 连续 . Wt F 是 [0,1] 中 的 任 一 闭 集 . 如 果 1d FLW fOr) = 
g |(F) H g 的 连续 性 , Of CP) BX 中 的 闭 集 如果 1e F, WW fF) = 
g \(F)U(X —V) 也 是 X 中 的 闭 集 . 所 以 f 是 连续 映射 . 由 于 VcU,f(X-V)= 
{1} > f(X - U) = (1), f 就 是 所 要 求 的 . 证 完 . 

结合 定理 3.4.2, 可 得 如 下 推论 . 

推论 3.4.1 To 局 部 紧 空 间 的 每 一 点 具有 闭 的 紧邻 域 基 , 从 而 To 局 部 紧 空 
间 的 开 子 空间 是 T» 局 部 紧 的 . 

下 面 叙述 局 部 紧 空 间 上 的 连续 映射 . 

紧 空间 在 连续 映射 下 的 像 是 紧 空 间 (定理 3.1.7). 局 部 紧 空 间 在 连续 映射 下 的 
像 未 必 是 局 部 紧 空 间 (离散 空间 是 局 部 紧 空 间 , 离散 空间 到 任何 拓扑 空间 上 的 映射 
都 是 连续 的 ). 但 连续 开 映 射 能 保持 局 部 紧 性 . 

定理 3.4.4 ”局 部 紧 空 间 在 连续 开 映 射 下 的 像 是 局 部 紧 空 间 . 

证 明 ” 设 了 是 局 部 紧 空 间 X 到 拓扑 空间 Y 上 的 连续 开 上 映射 . 对 任 一 点 ye Y, 


3.4 ”局 部 紧 空 间 与 空间 . 61 . 


ERA z e f-1(y), Pl X 的 局 部 紧 性 , 存在 x 的 紧邻 域 C, 由 于 f 是 开 映 射 及 定理 
3.1.7, 知 F(C) 是 y 的 紧邻 域 . 证 完 . 

下 面 是 关于 完备 映射 方面 的 结果 , 为 此 先 证 明 关 于 闭 映 射 的 下 述 引 理 . 

引 理 3.4.1 ” 设 了 是 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 上 的 闭 映 射 ,4 是 X 的 子 集 
满足 4= f-1(B),B CY. 则 了 在 A 上 的 限制 fla: A> B 是 闭 映 射 . 

WEBB — E 是 子 空间 4 的 闭 集 , 存在 空间 X WAR F, 使 已 = 4A4NF. 易 
验证 [习题 0.2 的 (1)] 


f(ANF) = f(A)n f(P). (3.4.1) 
[dE X BY 上 的 闭 映射, FAF x, 所 以 f(F) AF Y. 由 (341) X, 
f(E) = f(ANF) 闭 于 f(A). 到 此 证 明了 fla Æ A 8l f(A) = B 上 的 闭 映 射 . 证 完 . 
定理 3.4.5 We f 是 拓扑 空间 x 到 拓扑 空间 Y 上 的 完备 映射 , 则 x 是 局 部 
紧 空 间 当 且 仅 当 Y 是 局 部 紧 空间 . 

证 明 设 X 是 局 部 紧 空间 ， 对 任 一 ye Y,f-1(y) 是 空间 x 中 的 紧 集 , AX 
是 局 部 紧 的 , 对 每 一 ze f(y), 存在 x 的 紧邻 域 C, {Chex 形成 紧 集 f(y) 
的 开 和 覆盖 , 存在 有 限 子 覆盖 {C2 ,C9,,… ,C9 }, 从 而 Cy = Ur, Cr, 是 紧 集 且 满 足 
forty) CUC Oy ZE U = UL Cg. Al 是 闭 映射 , 由 推论 1.5.1, 存在 X 中 开 
RV fi f^! (y) CV CU, A f(V) 是 Y PRR, 从 而 得 ye fV) c EC) P f 的 
连续 性 , 知 f(C,) 是 了 PRR (定理 3.1.7), 所 以 f(Cy) 是 点 y 的 紧邻 域 . He Y 是 
局 部 紧 空 间 . 

相反 , WY 是 局 部 紧 空间 , 对 每 一 ze X, f(z) =y 具有 紧邻 域 V,， 由 引 理 
3.4.1, 闭 映 射 了 在 fU) 上 的 限制 flj-icv,) 是 f (Uy) $1 U, 上 的 闭 映 射 , 从 而 
也 是 完备 映射 . 由 定理 3.3.3 An THU) 是 空间 X 中 的 紧 集 , 显然 也 是 点 v 的 邻 
域 . 到 此 证 明了 X 是 局 部 紧 空间 . 证 完 . 

有 一 类 拓扑 空间 , 它 的 拓扑 可 以 由 它 的 紧 子 集 族 确定 的 .为 了 导出 这 类 空间 ， 
先 证 明 局 部 紧 空 间 的 下 述 性 质 . 

5I 3.4.2 KX 是 局 部 紧 空 间 , x 的 子 集 4 是 闭 集 当 且 仅 当 对 x 的 每 
一 紧 子 集 C, ANC 闭 于 紧 子 空间 C. 

证 明 A 是 闭 集 , 显然 对 任何 紧 子 集 C, ANC MF C. 相反 , 用 反 证 法 . 
设 集 4 不 闭 , FER 4 的 聚 点 z d A. AX 局 部 紧 , 存在 点 x 的 紧邻 域 C, 使 
ANCZØ. ANC XF C 的 闭 包 含 点 z, Hz An C, FEL An C AAF RTE 
间 C. 证 完 . 

定义 3.4.2125 拓扑 空间 X RAI k 空间 (k-space), WR X 的 子 集 4 是 闭 
集 当 且 仅 当 对 X 的 每 一 紧 集 C, ANC 闭 于 紧 子 空间 C. 

由 引 理 3.4.2, 有 下 述 定理 . 

定理 3.4.6 ”局 部 紧 空 间 是 空间 . 
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定理 3.4.7 ”满足 第 一 可 数 公 理 的 空间 是 空间 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 集 A RB, 存在 集 A 的 聚 点 z ¢ A, A X 满足 第 一 可 数 
公理 , 存在 4 中 的 序列 {zi}, 它 收敛 于 x (定理 2.3.1). BC = {xvi:ieN}Uf{z), 
则 C 是 紧 集 , ANC = (x; :ieN} 不 闭 于 紧 子 空间 C. 证 完 . 

定理 3.4.8 Wf ek al X 到 拓扑 空间 Y 上 的 商 映 射 , 则 Y 是 天 空间 ， 
即 空间 的 商 空 间 是 空间 . 

证 明 设 AcY, 对 Y 的 任 一 紧 集 KK, AOK BET. K, 要 证 明 A 是 Y 中 的 闭 
集 . 由 于 f 是 商 映 射 , 只 要 证 明 fA J& X 中 的 闭 集 . 

设 C 是 空间 X 的 任 一 紧 集 , 由 f 的 连续 性 , (C) 是 Y 中 的 紧 集 (定理 3.1.7). 
由 假设 , AN f(C) AF f(C). E g= flc:C 一 了 (C) (f 在 CcX 上 的 限制 ). H g 
的 连续 性 , g (An f(C)) 闭 于 C, 按 g (An f(O)) = f£. (A)nC, PRU f (A)nC 
BF C. 由 于 C 是 空间 X 的 任 一 紧 集 , 而 X 是 空间 , 所 以 f-1(4) 是 X 中 的 闭 

定理 3.4.9 94]. ”拓扑 空间 x 是 天 空间 当 且 仅 当 X 是 局 部 紧 空 间 的 商 空 间 . 

证 明 ” 因 局 部 紧 空间 是 有 空间 (定理 3.4.6), 由 定理 3.4.8, 局 部 紧 空间 的 商 空 
间 是 空间 . 

相反 , 设 X 是 空间, 要 证 明 X 是 某 一 局 部 紧 空间 在 商 映 射 下 的 像 . 现在 从 
X 出 发 构造 一 个 局 部 紧 空间 S, 使 5 到 X 上 的 映射 为 商 映 射 . 

设 X 中 所 有 紧 集 所 成 的 集 族 为 {Kalacs 把 集 族 中 的 元 素 (AR) 看 作 是 两 
两 不 交 的 (如 视 Ka 为 Ka x {a}), 取 这 些 紧 子 空间 的 拓扑 和 , 记 作 S = Paca Ka. 
按 拓扑 和 的 定义 (定义 3.1.3), 对 S 上 的 拓扑 规定 为 ACS 是 5 中 的 闭 集 ( 开 集 ) 
当 且 仅 当 对 每 一 a € A, An Ka Bl OT) 于 Ka. 从 而 S 是 一 局 部 紧 空 间 , 规定 S 
到 X 上 的 映射 为 对 每 一 ae A, flea Æ Ko 2X 内 紧 集 KK。 上 的 同 胚 映射 , 这 
映射 f 称 为 显然 映射 (obvious mappingH70). 下 面 证 明 f 是 S $] x 上 的 商 映 射 . 

为 此 , 应 证 明 F JE X PRIS, 当 且 仅 当 HF) 是 S 中 的 闭 集 . 

(i) X F Æ x 中 的 闭 集 , JHF) Ka = Fn K, AF Ko, 对 每 一 Ka BR, 
故 fo) AF sS; 

(ii) X JHF) AF S, fF) Ka AF Ka, (5 中 的 ) 所 有 Ka WOL, 而 
JHE) A Ka = FNA Ka AF K。 (X 中 的 ) 所 有 Ka 成立, A X Æ k 空间 ,所 以 
F ft X PAR. 证 完 . 

XT k 空间 的 论述 参见 A. Arhangel’skiill® 201, 


3.5 紧 性 的 推广 
本 节 所 述 都 是 紧 性 的 推广 ( 除 序列 式 紧 性 外 ). 事实 上 , 前 面 的 Lindelöf 性 质 、 
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局 部 紧 性 都 是 紧 性 的 推广 , 这 里 侧重 联系 分 析 中 的 有 关 紧 性 的 常用 概念 , 故 也 把 序 
列 式 紧 性 列 入 . 

定义 3.5.1 “拓扑 空间 X 称 为 可 数 紧 空 间 (countably compact space), WR X 
的 每 一 可 数 开 履 盖 具有 有 限 子 覆盖 . 

比较 紧 空 间 的 定义 (定义 3.1.1), 显然 紧 空间 是 可 数 紧 空间 . 但 其 逆 不 真 , 空间 
[0, 01) 是 可 数 紧 空 间 (习题 3.10), 但 不 是 紧 空 间 . 

作为 定理 3.1.1 的 特例 , 有 下 述 定理 (习题 3.18). 

定理 3.5.1 ”拓扑 空间 X 是 可 数 紧 空间 当 且 仅 当 每 一 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 
闭 集 族 的 交 不 空 . 

注 记 ”与 推论 3.1.3 类 似 , 有 下 列 结果 . 设 {Fher 是 拓扑 空间 X 中 可 数 闭 
集 族 , 其 中 至 少 有 一 个 闭 集 是 可 数 紧 的 , U 是 开 集 . WR UD 门 ,cr Fy, 则 存在 有 限 
TRE CLP, BU D Nyer Fy: 

可 数 紧 空间 也 有 与 紧 空 间 的 聚 点 形式 (定理 3.1.9) 相似 的 刻画 . 


定义 3.5.2 点 c 称 为 集 4 的 w BA (w-accumulation point), WRA z 的 任 
何 邻 域 包含 集 4 的 无 限 个 点 . 
显然 , E 4 的 w PARRA. 由 定理 2.2.3, 在 Ti 空间 中 集 A 的 聚 点 也 是 w 


定理 3.5.2 ”拓扑 空间 x 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 满足 下 列 条 件 之 一 : 
(i) X 中 的 每 一 序列 有 聚 点 ; 
(ii) X 中 的 每 一 无 限 集 有 w RA. 
证 明 ”可 数 紧 性 = (i). 设 {zn} 是 可 数 紧 空间 X 的 序列 , 置 
Fy = {@n4i : i =0,1,2,3,---} (n=1,2,-->), 


WW 多 = {Fn} 是 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 族 . 由 定理 3.5.1, 这 闭 集 族 的 交 不 空 ， 
也 就 是 存在 点 r 属于 每 一 个 Fn, 从 而 x 是 序列 {rn} 的 聚 点 ( 见 定义 1.4.7). 

(i) > (ii). E AEX 的 无 限 子 集 , 选取 4 中 互 不 相同 点 组 成 的 序列 {£n}, W 
序列 {an} 的 聚 点 也 是 集 A 的 w RA. 

(ii) > 可 数 紧 性 . 设 {Fn} 是 X 的 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 族 , 置 


sd neas) 
i=1 


FER an € Ni Fi (n = 1,2,…). 对 序列 {an}, 若 这 序列 中 不 同 的 点 所 成 集 是 有 限 
R, 则 必 有 某 一 点 z 在 序列 中 出 现 无 限 回 , 于 是 x 是 {rn} 的 一 个 聚 点 ; 车 这 序列 
中 不 同 的 点 所 成 的 集 是 无 限 集 , 由 假设 , 则 这 无 限 集 的 w RA x 就 是 这 序列 的 聚 
点 . 从 而 序列 {cn} ARA x. 显然 x eK, (n = 1,2,--). 由 定理 3.5.1, 知 X 是 可 
数 紧 空 间 . 证 完 . 
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由 定理 2.2.3, 立 得 下 述 推论 . 

推论 3.5.1 WX ET, 空间 , 则 X 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 每 一 无 限 集 具 有 聚 

定义 3.5.3 ”拓扑 空间 X 称 为 序列 式 紧 的 (sequentially compact), 如 果 X 中 
每 一 序列 具有 收敛 子 序列 . 

序列 式 紧 性 不 能 推导 出 紧 性 , 如 [0,wi) 是 序列 式 紧 的 (习题 3.10), 但 不 是 紧 的 . 
序列 式 紧 性 也 不 能 由 紧 性 推导 出 , 见 例 3.5.1 或 例 3.6.2 中 的 空间 GN. 

例 3.5.1 (不 是 序列 式 紧 的 紧 空间 871) 设 了 = [0,1] 是 单位 闭 区 间 ， 对 每 一 
a € I, id D, = {0,1}, 赋予 离散 拓扑 , 则 Du 是 紧 空 间 . 作 积 空间 X = [acr Da 
由 Tychonoff 积 定理 (定理 3.2.1), X BAZ. 下 面 证 明 X 不 是 序列 式 紧 空间 . 
对 每 一 ne N, WE v, € X 满足 palan) = a 的 二 进 制 展开 式 中 的 第 ”位 数字 , 这 
里 a e I, pa: X > D, 是 投影 映射 . FX 是 序列 式 紧 的 , 则 X 中 的 序列 {cn} 有 
收敛 的 子 序列 , 设 序列 {an} 是 {en} 的 一 个 收敛 子 序列 , 并 收敛 于 x € X. 对 每 
一 Qa € 了 ,由 定理 2.1.4, 在 Da 中 序列 {palan,) dren 收敛 于 pa(z). BOE 8 € I fi23 
k 是 奇数 时 , ps(zw ) = 0; 25 k 是 偶数 时 , poln) = 1. 那么 序列 {pe(an,) been 是 
0,1,0,1,---, 不 收敛 , 矛盾 . 从 而 X 不 是 序列 式 紧 空间 . 

由 于 具有 收敛 子 序列 的 序列 必 有 聚 点 , 故 由 定理 3.5.2 得 下 述 定 理 . 

定理 3.5.3 ”序列 式 紧 空 间 是 可 数 紧 空 间 . 
由 于 当空 间 X 满足 第 一 可 数 公理 时 ，X 中 具有 聚 点 的 序列 必 具 有 收敛 的 子 序 
列 [定理 2.3.1 的 Gii), 故 有 下 述 定理 . 

定理 3.5.4 ”满足 第 一 可 数 公理 的 可 数 紧 空间 是 序列 式 紧 空间 . 

定义 3.5.4 ”拓扑 空间 X 称 为 伪 紧 的 (pseudo-compact), 如 果 X 上 的 每 一 实 
值 连续 函数 有 界 . 

定理 3.5.5 ”可 数 紧 空 间 是 伪 紧 空间 . 

证 明 — x f 是 可 数 紧 空间 X 上 的 任 一 实 值 连续 函数 , BU, = {x : |f(x)| < 
n) (n=1,2,---), MI {Un :n= 1,2,…} 是 空间 X 的 可 数 开 覆盖 . 由 X. 的 可 数 紧 性 ， 
FEARTEN {Un US). 从 而 |f(x)| < max(mi no, nk 对 所 有 «eX 
成 立 . 所 以 X 是 伪 紧 空间 . 证 完 . 

定理 3.5.5 WAPE, 见 例 3.5.2. 

例 3.5.2 (特殊 点 拓扑 B73 、 右 序 拓扑 B73, 不 是 可 数 紧 的 伪 紧 空间 ) WX Æ 
可 数 无 限 集 , xo € X. 规定 X 上 的 拓扑 为 e 及 包含 点 xo 的 X 的 任何 子 集 , 此 拓 
扑 称 为 特殊 点 拓扑 (particular point topology). 此 空间 X 中 具有 聚 点 的 序列 只 能 
是 某 一 点 zeX 在 序列 中 出 现 无 限 次 的 情况 , 其 他 的 序列 (例如 , 由 可 数 集 X 形成 
的 序列 ) 都 没有 聚 点 . 由 定理 3.5.2 知 空间 X 不 是 可 数 紧 的 . 但 X 是 伪 紧 的 , 因为 
此 空间 X 不 存在 不 相交 的 不 空 开 集 . 这 导致 X 上 的 任 一 实 值 连续 函数 是 常 值 函 
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Sierpinski 空间 (推论 1.5.1 后 ) 是 最 简单 的 特殊 点 拓扑 空间 . 特殊 点 拓扑 空间 
是 To 空间 , 但 不 是 Ts 空间 . 而 下 面 的 右 序 拓扑 空间 是 T4 的 . 

WMH R 的 子 集 族 {(a, +00) : a € R} 作为 开 基 生成 R 上 的 拓扑 称 为 实数 
集 的 右 序 拓扑 (right order topology), R 赋予 右 序 拓扑 称 为 右 序 拓 扑 空间 , 记 为 R. 
显然 , R 是 To 空间 . 由 于 R, 中 不 相交 的 闭 集 对 必 有 一 为 空 集 , 所 以 R, 是 T4 空 
E. D] R. 中 每 一 对 不 空 的 开 集 都 相交 , 所 以 R, 是 伪 紧 空间 . 由 于 R. 的 可 数 开 覆 
盖 {(—n, +co)jneN 没有 有 限 子 覆 盖 , 于 是 R, 不 是 可 数 紧 空间 . 

定理 3.5.6 099]. 正规 的 伪 紧 空间 是 可 数 紧 空 间 . 

为 了 证 明 上 述 定理 , 先 把 Tietze 扩张 定理 (定理 2.4.2) 推广 到 无 界 的 连续 函数 
情况 . 

引 理 3.5.1 (Tietze 扩张 定理 ) WX ET, 空间 , F AAT, f Æ FIRK 
无 界 连续 函数 , 则 存在 f 到 X 上 的 扩张 . 

WEBB arctan f 应 是 F 上 的 有 界 连续 函数 , 满足 


| arctan f| < 0/2. 


由 有 界 形式 的 Tietze 扩张 定理 , 存在 arctan f A) X 上 的 (连续 ) 扩张 o, 1E |8] < 
1/2. 置 


G = {x : |ó(z)] = 1/2), 
则 G 是 空间 x 的 闭 集 且 与 F 不 相交 , 由 Urysohn 引 理 可 定义 和 到 [0,1] 的 连续 
函数 g, f& g(F) C {1}, g(G) c (0). & 9—g. o, WE x 上 的 连续 函数 o, 使 


[9'| < n/2 A 9'(x) = arctanf(z), «re F. 


所 以 y= tan P Æ f $8] X 上 的 (连续 ) 扩张 . 证 完 . 

定理 3.5.6 的 证 明 ” 设 正 规 空间 X 不 是 可 数 紧 的 , 则 由 定理 3.5.2, 存在 序 
列 {on} KARA, 则 这 序列 中 点 形成 的 集 是 可 数 集 . 为 便利 起 见 仍 记 作 (x, on = 
1,2,---}. 这 集 闭 于 空间 X, 且 是 空间 x 的 离散 子 空 间 . 定义 实 值 连续 函数 f 使 
f(zn) = n(n = 1,2,…). 由 引 理 3.5.1, 存在 了 到 X 上 的 扩张 y, 显然 o 不 是 有 界 
实 值 连续 函数 . 所 以 X 不 是 伪 紧 空间 . 证 完 . 

例 3.5.2 中 的 右 序 拓扑 空间 OR, 表明 , 定理 3.5.6 中 的 正规 性 不 可 减弱 为 满足 
Ts 分 离 公理 . 

注 记 ”可 数 紧 性 是 紧 性 的 可 数 情 况 的 推广 , 它 联 系 着 分 析 学 中 许多 重要 概念 ， 
具有 紧 性 的 一 些 性 质 . 例如 , 可 数 紧 空间 的 闭 子 空间 是 可 数 紧 的 , 可 数 紧 空间 在 连 
续 映 射 下 的 像 是 可 数 紧 的 (容易 类 似 于 紧 性 情况 做 出 证 明 ), 但 是 它 的 性 质 毕 竟 没 
有 紧 性 那么 良好 . 下 面 从 两 个 方面 说 明 . 
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(i) To 紧 空 间 是 正规 空间 , 但 T。 可 数 紧 空间 未 必 是 正规 的 , 因为 空间 [0, ui) 
是 Ta 可 数 紧 的 (习题 3.10), 空间 [0,01] 是 Ts AN, 它们 的 积 空间 (0, w1) x [0, w1] 
是 Ta 可 数 紧 的 (习题 3.23), 但 不 是 正规 的 (习题 3.11). 

(ii) 任意 个 紧 空 间 的 积 空间 是 紧 空 间 (定理 3.2.1), 但 存在 着 两 个 可 数 紧 空间 的 
积 空 间 不 是 可 数 紧 的 . E. Coch 首先 提出 问题 :“ 两 个 可 数 紧 空间 的 积 是 否 可 数 紧 ?” 
J. Novák?! 构造 了 两 个 可 数 紧 的 Tychonoff 空间 , 它们 的 积 不 是 可 数 紧 的 , 此 例 可 
见 文献 [114] 中 例 3.10.19. 事实 上 , 这 积 空间 不 仅 不 是 可 数 紧 的 , 也 不 是 伪 紧 的 ( 见 
文献 [114] p. 208). 这 说 明 两 个 伪 紧 空间 的 积 未 必 是 伪 紧 的 . 

下 面 介 绍 紧 性 的 一 种 最 重要 的 推广 . 这 是 J. Dieudonné 于 1944 年 引进 的 . 空 
间 X 的 覆盖 Y = (Uslaea 称 为 局 部 有 限 的 (locally finitel!), 如 果 对 每 一 ze X, 
存在 x 的 邻 域 U(x) E U(x) Us 4 e, NAIARA ac ARM. BIR Y = (Valaen 
称 为 集 族 YW = {Uajaea 的 加 细 (refinement), WR Y^ 中 的 每 一 元 素 Va 总 包含 于 
U 中 的 某 一 元 素 Ua 内 ; FER Y 是 覆盖 , 则 称 Y 是 YU WAS (refinement 
of a covering). 

FEM 3.5.5000 拓扑 空间 X 称 为 仿 紧 的 (paracompact), 如 果 X 的 每 一 开 覆 
瘟 具 有 局 部 有 限 的 开 加 细 和 覆盖 . 

显然 , 紧 空间 是 仿 紧 空间 , HAA RTA HERRA RAE. 具有 无 限 个 
元 素 的 离散 空间 不 是 紧 空 间 , 而 是 仿 紧 空间 , 因为 对 离散 空间 的 任何 开 履 盖 , 这 空 
间 的 所 有 单 点 集 形成 的 覆盖 总 是 所 要 求 的 局 部 有 限 开 加 细 和 覆盖 . 

定理 3.5.7 ” 仿 紧 空间 的 闭 子 空间 是 仿 紧 的 . 

WEBB 设 己 是 仿 紧 空 间 X WATR, KV = (Valoea 是 关于 子 空间 了 的 任 

JH ss. 对 每 一 开 于 子 空间 F 的 集 Vu, 存在 空间 X 的 开 集 Ua, 使 V, = Ua NF. 

置 = {(Uahaca, W Y U (X — F) 是 空间 六 的 开 履 盖 , 由 仿 紧 性 , 存在 局 部 有 限 
FIA tt {We}ses, W (Wan Ff}ses 是 关于 子 空 间 FP 的 局 部 有 限 开 覆盖 且 加 
AY, 所 以 下 是 仿 紧 空 间 . 证 完 . 

下 面 将 证 明 T» 仿 紧 空间 是 正规 的 . 为 此 先 证 明 下 述 引 理 . 

引 理 3.5.2 WY 是 局 部 有 限 履 盖 (R), Y' C 多 , M UU :Te 多 小 = 

证 明 XAR ULU :Ue WM} cU(U:U e 4) 是 显然 的 , 下 证 相反 的 关系 
X. Ww reU(U:U e), HY 的 局 部 有 限 性 , 知 存在 z 的 邻 域 V(z) MY’ 
HARA U 相交 , BEA ,U2,:…, Un, 


ré£U(U:Ue 71 9 xd Um. 


i=l 


则 x -UL Ui 是 xz 的 邻 域 与 Ui, Us, ,Ui 不 相交 ， 所 以 x 的 邻 域 W(x) = 
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V(a)N(X -UL U:) B U(U:U e 27) AHX, BI xg U(U:U e 27. 到 此 证 明 
T U(U:Ue 4") 2U(U:U ED". 证 完 . 

推论 3.5.2. KY 是 局 部 有 限 履 盖 (RR), CU 是 任 一 子 族 , WU: 
U e WY'} 是 闭 集 . 

引 理 3.5.3 Ut X A, A, B 是 不 相交 的 闭 集 ,如果 对 每 一 ze B, 
存在 开 集 Ur, Vo, 使 A C Us, £ € V, RU, nV, = e, WITETEJFSR U, V, 使 
ACU,BCVHUnV-g. 

证 明 (X — BJU(V.l,en 形成 空间 X WI, 由 仿 紧 性 , 存在 局 部 有 限 开 
WA {We} .cs. E 

Sı = {s:s € S, Ws CV, WHE z c B WOL}. 
HF V, C X-Ur, Ve C X-Uz C X-A, MA AnV, = Ø, WW) ANW, = Ø (s € $1) 
和 B C Uscs Ws. 由 局 部 有 限 性 及 引 理 3.5.2, 有 


UT. = U w.. 


sco, scSi 

从 而 集 U = X 一 Uses, Ws 是 开 的 . 容易 验证 集 U RKR V = Uses, Ws 满足 引 理 
3.5.3 的 要 求 . 证 完 . 

定理 3.5.8106 T, 仿 紧 空间 是 正规 空间 . 

证 明 ” 先 设 引 理 3.5.3 中 的 4 ERAR, 由 T 分 离 性 , 引 理 3.5.3 的 假设 成 
立 , 由 此 引 理 知 Ts 仿 紧 空间 是 正则 的 . 再 用 一 次 引 理 , 得 正则 仿 紧 空间 是 正规 的 . 
证 完 . 

定理 3.5.7, 3.5.8 所 表述 的 是 仿 紧 空间 所 具有 的 紧 空 间 的 相应 的 性 质 ( 见 推论 
3.1.1 及 推论 3.1.4). 

关于 可 数 紧 性 与 紧 性 的 关系 , 显然 有 如 下 定理 . 

定理 3.5.9 Lindelöf 空间 是 紧 空 间 当 且 仅 当 它 是 可 数 紧 空间 . 

此 外 , 可 以 证 明 如 下 定理 . 

定理 3.5.10 ” 仿 紧 空 间 是 紧 空 间 当 且 仅 当 它 是 可 数 紧 空 间 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 下 证 充分 性 , 设 X 是 仿 紧 空间 但 不 是 紧 的 , 则 存在 
X Wem YU 没有 有 限 子 覆盖 , AX 是 仿 紧 的 , 存在 局 部 有 限 开 覆盖 VY WMA Y, 
显然 YO 也 没有 有 限 子 覆 盖 , 因此 可 在 Y^ 中 选取 V, Voss WV,…, 使 


n—1 
Vi-UVAS n223,- 
i=1 
BUR za € Vi, 并 对 每 一 n(n = 2,3,---), BUS an € V, - Ur Vi, 则 序列 (m) 无 
RA (如 不 然 , 设 z ERA, 点 z 的 任何 邻 域 应 包含 此 集中 无 限 个 点 , 从 而 与 无 限 
个 V, 相交 , 这 与 Y^ 的 局 部 有 限 性 矛盾 ). 由 定理 3.5.2 知 X 不 是 可 数 紧 的 . 证 完 . 
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关于 在 怎样 的 拓扑 空间 中 , 可 数 紧 性 与 紧 性 等 价 , 许多 学 者 进行 过 研究 ( 见 文 
献 [60]、 文 献 [417] 和 文献 [265] 等 ), 他 们 都 改进 了 定理 3.5.10 的 结果 . 本 书 6.5 节 
等 将 对 此 给 予 专门 的 探讨 . 


3.6 Z 化 


在 分 析 学 中 , 紧 空 间 上 的 实 值 连续 函数 具有 重要 性 质 . 例如 , 闭 区 间 上 的 连续 
函数 取 到 最 大 、 最 小 值 . 数 直线 不 是 紧 空 间 , 要 使 它 成 为 紧 空 间 的 子 空间 , 通常 可 用 
下 列 两 种 方法 : 

(i) 补 上 两 个 特殊 的 点 “-co” 及 “+co”, 前 者 作为 小 于 一 切实 数 ， 后 者 作为 
大 于 一 切实 数 ， 事 实 上 , 可 把 数 直线 同 有 乓 地 映射 为 开 区 间 (-1,1) A EERI 
jzm2z/L+|z)), 然后 补 上 两 点 -1, 1, 得 到 [-1, 1]. 从 而 特殊 点 -co 或 +00 的 
邻 域 可 以 用 -1 或 1 的 邻 域 按 f 的 道 像 去 规定 . 

(ii) 在 复 变 函 数论 中 , 通常 的 复 平 面 不 是 紧 空间 , 可 以 补 上 一 个 无 穷 远 点 “oo” 
使 之 成 为 紧 空间 . 事实 上 , 可 以 通过 熟知 的 球 极 映 射 把 复 平面 同 胚 地 映射 为 移 去 了 
北极 的 球面 .从 而 无 穷 远 点 “oo” 的 邻 域 可 以 用 球面 上 北极 的 邻 域 去 规定 , 在 这 映 
HF, 数 直线 映射 为 球面 上 通过 北极 的 大 圆 移 去 北极 后 的 图 形 , 补 上 相应 的 一 个 无 
穷 远 点 “co” 后 使 数 直 线 成 为 紧 空 间 . 

定义 3.6.1 ”拓扑 空间 的 紧 化 (compactification) 是 一 对 (f, Y), 这 里 Y 是 紧 
空间 , f 是 X 334 Y 的 稠密 子 集 上 的 同 胚 映射 (F(X) — Y), 24 Y 是 To 紧 空 间 时 ， 
(Y) 称 为 To RW. 

为 叙述 简单 起 见 , 有 时 把 X 与 它 的 同 胚 像 f(X) 等 同 起 来 , 称 Y 是 XX 的 紧 化 . 

如 果 拓 扑 空 间 X 浸没 在 紧 空 间 内 , 也 就 是 存在 同 豚 映射 上: X  f(X) CY, 
WW Cf, F(X) 显然 是 X 的 紧 化 . 因 Ts。 紧 空间 是 完全 正则 空间 , 由 Tychonof 浸没 
定理 (定理 2.4.4) 立 得 定理 3.2.2 的 等 价 叙述 (Tychonoff 紧 扩 张 定理 ): 拓扑 空间 
X 是 Tychonoff 空间 当 且 仅 当 X 存在 To ‘Att. 


f(X)cY 


3.6 X 化 - 69 - 


定义 3.6.2 W (f.Y), (o, Z) 是 拓扑 空间 X 的 紧 化 , 称 (Y) 2 (o, Z), 如 果 
存在 拓扑 空间 Y 到 拓扑 空间 z 上 的 连续 映射 h, 使 hof =p, 上 述 条 件 等 价 于 映 
射 pof-! : f(X) 一 Z 存在 连续 扩张 h:Y >Z. 

本 节 主 要 叙述 两 种 紧 化 , 相应 于 最 小 与 最 大 (在 To 紧 化 ) 的 情况 . 

定义 3.6.37) 拓扑 空间 XX 的 单 点 紧 化 (one point compactification) ÆR X* = 
XU (oo), 具有 如 下 拓扑 : 

(i) X 中 的 开 子 集 ; 

(ii) X* 的 子 集 忆 之 使 X* -过 是 X 中 的 闭 紧 集 者 . 

当然 应 验证 满足 上 述 条 件 的 子 集 族 构成 拓扑 . 这 一 验证 见 下 述 定理 . 

定理 3.6.1 (Alexandroff 单 点 紧 化 定理 2) 单 点 紧 化 具有 下 列 性 质 : 

(i) X 的 单 点 紧 化 X* 是 紧 空间 , 以 X 为 开 子 空间 ; 

(ii) X* 是 Ta 空间 当 且 仅 当 X 是 T2 局 部 紧 空间 ; 

(iii) X 的 任何 两 个 单 点 紧 化 是 同 胚 的 (惟一 性 ). 

证 明 ”考察 定义 3.6.3 AY (i), (ii) 中 开 集 的 有 限 交 、 任 意 并 . 当 co 不 属于 此 
交 、 并 时 , 此 交 、 并 (可 以 看 作 ) 是 由 ( 中 开 集 形成 的 , 从 而 仍 是 (i) 中 开 集 . 当 oo 
属于 此 有 限 交 时 , 此 交 的 补 集 应 是 X 中 闭 紧 集 的 有 限 并 , 从 而 仍 是 X 中 的 闭 紧 集 ， 
故此 交 是 (ii) 中 的 开 集 . 当 oo 属于 此 任意 并 时 , 此 并 可 以 看 作 是 一 个 (ii) 中 的 开 
集 与 一 个 (i) 中 开 集 的 并 (6) 中 开 集 的 任意 并 是 (i) 中 开 集 ), 此 并 的 补 集 是 X 中 
的 闭 紧 集 与 x 中 的 闭 集 的 交 , 从 而 是 x 中 的 闭 紧 集 , 故此 并 是 (ii) 中 开 集 . 所 以 
X* 是 拓扑 空间 , 以 X 为 开 子 空间 . 设 v 是 X* 的 任 一 开 和 覆盖 , 则 oo 属于 某 一 开 
RUeEW, i X*-U 是 紧 的 , 故 具 有 有 限 子 覆盖 , 所 以 X* 是 紧 空间 . 

(ii) 设 X* 是 Ts 空间 ，X 作为 T。 紧 空间 的 开 子 集 应 是 T. 局 部 紧 的 (推论 
3.4.1). BX 是 T» 局 部 紧 空间 , 为 了 证 明 X* 是 Ta 空间 , 只 要 证 对 任何 点 xE X, 
存在 x 与 oo 的 不 相交 的 邻 域 , 由 推论 3.4.1, x 具有 一 个 闭 紧邻 域 0, 而 X* —U 1E 
好 是 oo 的 所 要 求 的 邻 域 . 

(iii) 设 X*, Y* BX 的 两 个 单 点 紧 化 , E Y* -X = ooy， 取 一 一 对 应 映射 
f:X* o Y*, f f(oo) = coy; f(x)=z, v e X. 下 证 了 是 同 胚 的 . 由 于 f, 广 ! 是 
对 称 的 , 只 要 证 明 f 是 开 了 映射 , 从 而 只 要 证 明 oo 的 开 邻 域 的 像 开 于 Y*. 设 X* 一 C 
是 oo 的 任 一 开 邻 域 , 这 里 C 是 X 中 的 闭 紧 集 , 从 而 f(C) 也 是 闭 紧 集 , 由 于 了 是 
一 一 对 应 的 , f(X* — C) 2 Y* — f(C) 是 Y* PI. 证 完 . 

拓扑 空间 x 的 单 点 紧 化 X* 可 以 写成 (i, X*), 这 里 i 是 空间 X 到 自身 的 恒 等 
映射 . 下 面 证 明定 理 3.6.2, 说 明 在 To 紧 化 情况 , 单 点 紧 化 是 最 小 紧 化 . 

引 理 3.6.1 WX ET. T, RAR X 的 局 部 紧 的 稠密 子 集 , 则 A 是 开 集 . 

证 明 ”因为 4 是 局 部 紧 子 集 , 对 每 一 x € A, 存在 点 x 关于 子 空间 A 的 紧邻 
B V, Xx 是 T. 空间 , Y EME, 9 W EV 关于 子 空间 A 的 内 核 , 存在 空间 X 
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WIE U f£ W=UNA. A A=X, AA 
U-UnX-UnACUnA-WcV 


(El W c V, 而 V 是 闭 集 ). 上 式 说 明 V 是 点 z 关于 空间 X 的 邻 域 , 从 而 证 明了 A 
是 开 集 . 证 完 . 

定理 3.6.2 WE (f,Y) 是 拓扑 空间 x 的 任 一 To Eb x 的 单 点 紧 化 X* 是 
T» 空间 , 则 (f, Y) > (i, X*). 

证 明 ”由 定义 3.6.2, 只 要 证 明 上 映射 £71 : f(X)(c Y) 一 X* 可 以 连续 扩张 到 
Y E. Bh: Y 一 X*, 使 


| fy), ye f(X), 

oo, y€Y - f(X). 

现 证 h 是 Y 到 X* 的 连续 映射 . X* 中 的 开 集 U 包含 在 X HIN, U 是 XX 中 开 
Æ, h-1(U) = f(U) 是 f(X) 中 的 开 集 . 因 X* 是 T, 空间 , 由 定理 3.6.1，X 是 局 
MAW, 从 而 f(X) 也 是 局 部 紧 的 . AY 是 To 空间 且 JX) = Y, 由 引 理 3.6.1, 
f(X) 是 Y PIR, 从 而 hU) 是 了 中 开 集 . X 中 的 开 集 U 不 包含 在 X 中 时 
( 即 co € U I), =X -CC 是 和 中 的 闭 紧 集 , 从 而 hC) = F(C) 是 f(X) 中 
紧 集 , 也 是 Y 中 紧 集 . Y 是 Ta 空间 , h-1(C) AF Y, 从 而 hU) TT Y. 到 此 证 
HT h EY 上 连续 . 证 完 . 

由 定理 3.6.1 的 惟一 性 部 分 可 知 , 引进 无 穷 远 点 oo 使 复 平面 、 数 直线 成 为 紧 空 
间 分 别 是 复 平面 、 数 直线 的 单 点 紧 化 . 对 半 开 区 间 (0, 1], 补 上 点 0 使 成 [0,1] 也 是 
单 点 紧 化 . 考察 定义 在 (0,1] 上 的 实 值 连续 函数 f: x sin(1/z), 即使 对 (0,1] 单 
点 紧 化 了 , 但 是 f 不 能 连续 地 扩张 到 [0,1] b. 这 导致 要 求 具 有 更 “良好 ”人 性质 的 
紧 化 Stone-Cech 紧 化 . 

Xt A 是 任 一 集 , |4| 表示 集 4 的 势 , T= [0,1] 是 闭 区 间 , 积 空间 I^ 是 |4| 个 
[0,1] 的 积 . 每 一 g € I^ 可 表示 为 q = {tahaca, 这 里 zw € [0,1] (a € A), q 可 以 看 
WER A 到 [0,1] 内 的 实 值 函数 , 即 对 每 一 a € A, qla) = ta. 如 用 pu 表示 积 空间 
I^ 到 第 a (a € A) 个 坐标 空间 上 的 投影 映射 , 则 有 


Pa ° q = Ta = qa). (3.6.1) 
51 3.6.2 Ut f 是 由 集 4 到 集 B 的 映射 , 对 每 一 y e 13, 置 
f'(y) 2vof, (3.6.2) 


则 f* 是 I3 到 I4 内 的 连续 映射 . 
证 明 按 ye 78 是 由 B 到 了 的 实 值 孙 数 ,yo 了 是 由 4 到 了 的 实 值 函 数 , 所 
以 f*(y) yof 是 13 $8) 1^ 内 的 映射 (如 下 图 所 示 ). 


3.6 X 化 .71. 


为 了 证 明 f*(y) =yof Æ IP 8| 1^ 内 的 连续 映射 , 只 要 证 明 对 14 的 每 一 坐 
标 空 间 ( 即 对 每 一 a € A), pa o f*(y) 在 TB 上 是 连续 的 (定理 2.1.2). 由 (3.6.2) 及 
(3.6.1), 

Do 9 f'(y) = Paly o f) = (yo f)(o) = vo f(a), 


这 里 f(a) e B, yc IP. 更 由 (3.6.1), 有 
yo f(a) = Pfa) OY: 


这 正好 是 积 空间 IP 中 的 元 素 y 在 坐标 空间 f(a) 上 的 投影 , 显然 是 连续 的 . 证 完 . 


ft =yof 


I = (0, 1] 
A352 y € IP 


A 


设 F(X) 是 由 空间 X 到 了 = [0,1] 内 的 实 值 连续 函数 的 全 体 所 成 集 . F(X) 
是 F(X) 的 势 , POCO 是 |F(X)| 个 闲 区 间 [0,1] 形成 的 积 空间 ， 由 Tychonof 积 定 
理 知 TFOO 是 紧 空 间 . 此 外 , TFCO 也 是 Ta 空间 . 

定义 3.6.4 ”从 拓扑 空间 x 到 PCO 内 的 映射 e 称 为 赋值 映射 (evaluation 
mapping), 如 果 对 每 一 ze X, 每 一 a € F(X), 


Pa 9 elx) = a(x). (3.6.3) 


上 述 定义 中 的 ae F(X) Æ X 到 [0,1] 内 的 连续 映射 , 由 此 容易 证 明 下 述 引 理 . 

引 理 3.6.3 ”赋值 映射 e 是 x 到 FOO 内 的 连续 映射 . 

WEBB 由 (3.6.3) Ñ, pooe — o, M a YE X. LES, 由 定理 2.1.2,e YE X. 上 连 
续 . 证 完 . 

设 书 是 空间 X 到 [0,1] 内 的 函数 所 成 族 . WRF 称 为 在 X 上 区 别 点 的 (separate 
points), 如 果 对 任何 z, y € X, x 4 y, FE f € F f£ f(x) fu) 称 为 在 X 上 
区 别 点 与 闭 集 的 (separate points and closed sets), WRX X 的 任何 闭 集 4 及 任何 
a € A, 存在 f € F 48 f(x) € f(A). 显然 , 函数 分 离 Ts 空间 ( 见 例 2.4.1) 到 [0, 1] 
内 的 连续 函数 族 是 区 别 点 的 , 完全 正则 空间 到 [0, 1] 内 的 连续 函数 族 是 区 别 点 与 闭 
集 的 (相反 的 论断 也 成 立 , 见习 题 3.24). 
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引 理 3.6.4 Kee X BIO 内 的 赋值 映射 , 则 有 

(i) 如 果 F(X) 是 区 别 点 与 闭 集 的 , 则 e 是 X 到 e(X) 上 的 开 映 射 ; 

(i) WR F(X) 是 区 别 点 的 , 则 e 是 单 对 应 映射 . 

证 明 (i) 只 要 证 明 每 一 x € X 的 开 邻 域 0 BN eU) 包含 着 e(z) TERRAE 
间 EO 的 一 个 邻 域 与 e(X) 的 交 [定理 1.5.2 的 Gv), 由 于 F(X) 是 区 别 点 与 闭 
集 的 , 对 x KAR X —U, 存在 fe F(X), 使 f(x)¢ F(X —U). BV ={y: ye 
IE, pily) € f(X —U)}. EA, V 是 积 空 间 IO 中 的 开 集 , H elx) e V, An 
VNe(X) c e(U). 

(ii) WH x,a" € X, a Z a", TEE o € F(X), fi alx’) + alx"). 由 定义 3.6.4 的 
(3.6.3), pa o e(z") £ pa o e(x"), 所 以 elx’) A elx"). 证 完 . 
由 引 理 3.6.3 和 引 理 3.6.4 及 上 述 讨论 , 得 以 下 定理 . 

定理 3.6.3 Ut X 是 Tychonoff 空间 , 则 赋值 函数 e 是 x 到 IPO 的 子 集 
e(X) 上 的 同 胚 映 射 . 
由 上 述 定 理 及 e(X) 关于 To 紧 空 间 ICO 的 闭 包 是 Ts 紧 的 , dd e(X) = 8X. 
显然 , (e,6X) 是 X 的 一 个 Ta EHE. 

定义 3.6.5 (J. Dieudonné, 1949) 设 X 是 Tychonoff 空间 , 称 X 的 To 紧 化 
(e, 8X) 为 Stone-Cech 紧 化 (Stone-Cech compactification), 这 里 6X 是 e(X) 在 
TPO) 中 的 闭 包 . 

定理 3.6.4 (Stone-Cech Ath ie HEI 3791) dt X 是 Tychonoff 空间 , Y 是 Tə 
ZW fé X BY 内 的 连续 映射 , (e, 6X) 是 X 的 Stone-Cech 紧 化 , 则 由 e(X) 
到 YY 内 的 连续 映射 foet 可 以 扩张 为 由 BX 到 YY 内 的 连续 映射 . 

证 明 IEE X BY 内 的 连续 映射 f, 定义 由 FY) 到 F(X) 内 的 映射 


f": 

f'(o)-2oof, aeF(Y). (3.6.4) 
从 而 定义 由 IPOD 到 TFOO. 内 的 映射 fe: 

f"(aQ-4of*, qe. (3.6.5) 


e Æ X AEO 内 的 赋值 映射 ,g 是 了 到 170? 内 的 赋值 映射 , 因 X 是 Tychonoff 
空间 , 由 定理 3.6.3, e 把 X. FERR e(X) C 8X, DN Y 是 Ts 紧 空 间 ,g 把 Y 同 
FEHB g(Y) = g(Y) = BY (B Y UR, g(Y) X, IFCO 是 Ta 的 , Cg (Y) BH). 图 示 
如 下 : 


e(X) Ca = 8X c 1F00 £5 IFY) > BY = (Y) = g(Y) 


e g 
f 


P. — ————————————ÉmuY 


J Hi 3 NE 


由 引 理 3.6.2, 映射 f** 连续 , 由 上 图 可 以 看 到 , 如 果 能 证 明 f* oe— go f, W 
glo f| 就 是 要 求 的 foe-! 的 连续 扩张 了 . 

现 证 f*oe=gof. & xe X, hE F(Y), 41 B (3.6.1), (3.6.5), (3.6.4), (3.6.3) 
式 可 得 


证 完 . 

推论 3.6.1. YE T» 紧 化 情况 , Stone-Cech 紧 化 是 最 大 的 紧 化 . 

WEBB ”由 定义 3.6.5, 这 里 考察 的 空间 X 应 是 Tychonoff 空间 . 设 (f, Y) Æ X 
的 任 一 T。 紧 化 ，f 是 Tychonoff 空间 X 到 T, ATA Y 内 的 连续 映射 , 由 定理 
3.6.4, 存在 foe! MP aK h RR BX BY A, 由 定义 3.6.2 得 证 . 证 完 . 

例 3.6.1 ( 单 点 紧 化 与 Stone-Cech Att) — [0,1] 是 (0,1] 的 单 点 紧 化 , 但 不 
是 (0,1] 的 Stone-Cech 紧 化 , 因为 定义 在 (0,1] 上 到 To 紧 空 间 [71,1] 上 的 函数 
a+ sin(1/z), 不 能 连续 扩张 到 [0,1] E. 数 直线 的 单 点 紧 化 同 胚 于 平面 上 的 圆周 ， 
同样 不 是 Stone-Cech ‘Ath, 函数 x — arctan x 给 出 同样 的 矛盾 . 

例 3.6.2 (BN, 不 存在 非 平凡 收敛 序列 的 无 限 紧 空间 ) ”Stone-Cech 紧 化 是 非常 
复杂 的 , 正 整 数 集 N 作为 数 直线 的 子 空间 ( 按 相对 拓扑 ) 是 一 离散 空间 , 从 而 是 T2 
局 部 紧 的 , Tychonoff HJ. B. Pospísil??8 证 明了 N 的 Stone-Cech 紧 化 的 势 |6N| = 2° 
(c 是 连续 统 的 势 ), J. Novák? 证 明了 BN 的 任何 无 限 闭 子 集 的 势 是 2*， 从 而 在 
BN 中 不 存在 非 平凡 的 收敛 序列 , 于 是 CN 不 是 序列 式 紧 的 , 且 Nu{fz} (ze ON 一 N) 
不 是 第 一 可 数 的 (相对 简单 的 证 明 见 文献 [112] p. 244). 此 外 , 空间 [0,wi) 的 单 点 
紧 化 应 是 [0,1], 而 可 以 证 明 [0,wi) 的 Stone-Cech 紧 化 也 是 [0,wi] (习题 3.25). 

J 题 3 

3.1 离散 空间 是 紧 空 间 当 且 仅 当 它 是 有 限 的 . 

3.2 BEE {rn} 收敛 于 xo, W {xo} U (xo : n E N} BRE. 

3.3 证 明 空 间 X 是 紧 空 间 当 且 仅 当 每 一 开 覆 盖 具 有 局 部 有 限 子 履 盖 . 

3.4 ”举例 说 明 在 Ti 空间 中 , 紧 子 集 可 以 不 是 闭 的 , 两 个 紧 子 集 的 交 可 以 不 是 紧 的 . 

3.5 证 明 任意 个 闭 紧 集 的 交 是 闭 紧 集 . 

3.6 拓扑 空间 的 紧 子 集 的 闭 包 可 以 不 是 紧 的 , 试 举 出 这 样 的 例 . 

3.7 Wt K ÆT 空间 XX 的 紧 子 集 . 若 义 的 开 子 集 族 {U :7 = 1,2,---,k} 覆盖 K, 证 


<T 


明 存 在 X 的 紧 子 集 族 {Ki :i == 1,2,---,k} 使 


k 


K= Ki, KicU,i<k. 


i=l 


3.8 叙述 并 证 明定 理 3.1.9 相应 于 网 的 论述 . 


3.9 证 


3.10 
3.11 
(提示 : 
3.12 
3.13 
3.14 
X, f(x) > 


il 


il 


明 Alexandroff 双 线 空间 ( 例 3.1.2) 的 紧 性 . 
正明 空间 [0, wi1) 是 序列 式 紧 的 、 局 部 紧 的 . 

E 明 空间 [0, w1), [0,1] 都 是 正规 的 , 但 它们 的 积 [0, w1) x [0,1] 不 是 正规 的 . 
不 相交 的 闭 集 A = [0, w1) x 


{wi} 及 B= {(a,a) :a < wi} 不 存在 不 相交 的 邻 域 .) 


il 


设 f 是 紧 空间 x 上 的 实 


Es 


EB To 空间 的 局 部 紧 子 集 可 以 表示 为 一 个 玫 
设 fe To 空间 的 紧 子 集 族 , A 中 元 素 的 有 限 交 是 连通 的 ， 


值 连续 函数 , 设 f 总 是 正 的 , W 


F 集 与 一 个 闭 集 的 交 . 


WA: AEA} 是 


JEE = > 0, 使 对 x e 


3.15010] 设 x 是 拓扑 空间 . 如 果 对 于 每 一 个 拓扑 空间 Y, 投影 映射 了 : X x 工 一 了 是 
闭 映射 , 则 X 是 紧 空 间 . 


3.161178] 


映射 . 


3.17 Ti 空间 是 可 数 紧 的 当 目 


L 仅 当 每 一 无 限 开 履 盖 具 有 真子 覆盖 ， 
3.18 空间 X 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 每 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 


意 可 数 交 不 空 ). 
3.19 空间 X 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 对 每 一 递减 的 不 空间 集 序列 {五} E NL Fr o. 
3.20 ”正则 空间 X 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 每 一 按 点 有 限 开 覆 盖 呈 具有 有 限 子 覆 盖 (注意 , 在 

To 空间 不 复 成 立 ). 


3.21 
3.22 
3.23 
3.24 


3.25 
3.26 


3.27 
3.28 
3.29 


完全 正则 空间 X 是 伪 紧 的 当 且 仅 当 X 4 
完全 正则 空间 是 伪 紧 的 当 且 仅 当 每 一 局 部 有 限 的 可 数 开 履 盖 


il 


we X 是 可 数 紧 空 间 ，Y 满足 第 一 可 数 公理 , 则 投影 映射 f: Xx Y — Y 是 闭 


具有 可 数 交 性 质 ( 即 任 


bP 的 每 一 局 部 有 限 的 不 空 开 集 族 是 有 限 的 . 


HARTAN. 


E 明 可 数 紧 空间 与 紧 空 间 的 积 是 可 数 紧 空间 . 


Xt o6 是 Ti 空间 X 到 [0,1] 的 连续 函数 族 , 能 区 别 点 与 闭 集 , 则 X 是 完全 正则 空 


il 


完全 正则 空间 X 是 局 部 紧 的 当 且 仅 当 X A 


E 明 空间 [0, w1) 的 Stone-C 


il 


E 明 序列 型 空间 (定义 见 定理 


ech 紧 化 B[0,wi) AEF [0, w1]. 
k 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 上 是 连续 的 当 且 仅 当 上 在 X 的 每 一 紧 子 集 上 是 


2.3.1 的 注 记 ) 是 k 空间 . 


可 数 个 序列 式 紧 空 间 的 积 是 序列 式 紧 的 . 


Pri Ts 紧 化 CY). 


(D 称 集 族 Y = {Ua}aea 为 点 有 限 的 (point-finite)， 如果 对 每 一 x € X, x € Ua 仅 对 有 限 个 


o € A WL. 
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3.30 WS: XY 是 空间 XX 到 空间 Y 上 的 完备 映射 , 则 对 Y 中 的 任 一 紧 集 K, fK) 
是 X 中 的 紧 集 . 

3.31 设 /:X 一 Y 是 拓扑 空间 x 到 拓扑 空间 Y 上 的 拟 完备 (quasi-perfect[806]) 映射 
( 即 连续 的 闭 映 射 且 对 每 一 y Ee Y, f^ (y) 是 可 数 紧 的 ), 则 对 Y 中 的 任 一 可 数 紧 集 K, fK) 
是 X 中 的 可 数 紧 集 . 

3.32(Wallace 定理 233) 设 有 空间 X, Xo, ZÆ A; C Xi (i= 1,2), W 是 积 空间 Xa x Xo 
的 开 集 , W D Ai x Ao, 则 存在 X; 中 的 开 集 U; D A; (i= 1,2), {E W D Ui x U2 D Ai x Aa. 
把 上 述 两 个 空间 的 情况 推广 到 任意 有 限 个 空间 的 情况 (任意 个 空间 的 情况 见 引 理 7.2.4). 
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度量 空间 在 分 析 学 中 有 广泛 的 应 用 . 数 直线 R, ” 维 欧 几 里 得 空间 R, 连续 函 
数 空间 , 希 尔 伯 特 空间 等 都 是 度量 空间 . 除 紧 空间 外 , 度量 空间 可 以 作为 又 一 类 重 
要 的 拓扑 空间 类 , 它 给 许多 拓扑 概念 以 适当 的 直观 描述 . 


4.1 度量 空间 


定义 4.1.1. V X 是 一 集 , 如 果 对 任意 两 点 m, y € X, 可 以 定义 一 个 非 负 值 
p(x, y) 满足 : 

(M1) p(z,y) =0 SARS z= y; 

(M2) p(x, y) = ply, x); 

(M3) p(z, y) < p(z, z)  p(z, y). z € X (三 角 不 等 式 )， 
WFK p(x,y) AX 上 的 度量 (REA, metric), 集 X WARE p 后 称 为 度量 空间 
(或 距离 空间 , metric space), 可 以 记 为 (X, p), 或 简 记 为 X. 

(MIH)~(M3) 称 为 度量 公理 (或 距离 公理 , metric axioms). (M1) 指出 不 同 两 点 
间 的 度量 (距离 ) 是 正 值 , 且 点 到 自己 的 度量 (距离 ) 是 零 ; (M2) 指出 o(z,y) 是 一 
对 称 函 数 , 不 依赖 点 x,y 的 次 序 ; (M3) 称 为 三 角 不 等 式 , 在 平面 上 , 直观 地 表示 为 
三 角形 两 边 的 和 不 小 于 第 三 边 . 

如 果 在 定义 4.1.1 中 , 把 (M1) 换 为 

(M1’) p(z,y) 2 0, 当 z=Y, 
则 得 到 的 p(x,y) 称 为 X 上 的 伪 度 量 (或 伪 距离 ,， pseudo-metric), 相应 的 (X, p) 称 
为 伪 度 量 空间 (或 伪 距 离 空间 , pseudo-metric space). 容易 看 到 , 在 这 样 的 空间 里 ， 
不 同 两 点 间 的 距离 可 以 是 零 , 这 种 空间 显得 非常 广泛 , 我 们 不 去 研究 它 , 这 里 引入 
WEE, 只 是 为 了 在 某 些 情况 下 , 伪 度 量 概念 是 一 较 便 利 的 工具 . 

实数 集 R 中 的 两 点 z, y 的 度量 可 规定 为 p(x,y) = | v — y |, 显然 满足 度量 公 
H, 所 以 R 是 度量 空间 . 这 一 度量 空间 称 为 R 上 的 通常 度量 (usual metric). 

一 般 地 说 , 如 对 n 维 欧 几 里 得 空间 IR” 中 的 点 


c= (21,22,:** 25), 外 一 (y1,92: 5 n) 


p(z,y) = y (z1 — y1)? + (za — yo)? F + (En — Yn)’, 
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则 p(z,y) 满足 度量 公理 (读者 自 证 ), 从 而 R 是 度量 空间 . 上 述 度量 称 为 欧 几 里 得 
度量 (Euclidean metric). 

对 任 一 集 X, 规定 or*(z,z) = 0, (x,y) = 1, x 关 y, 则 显然 满足 度量 公理 , 从 
而 (X, ~) 是 度量 空间 , 称 为 离散 度量 空间 (discrete metric space). 

分 析 学 中 常用 到 的 度量 空间 , 除数 直线 IR 和 n 维 欧 几 里 得 空间 IR" Pb, 有 连续 
函数 空间 (习题 4.1), 勒 贝 格 (Lebesgue) 平方 可 积 函 数 空间 (习题 4.2) 及 希 尔 伯 特 
空间 ( 见 例 4.1.1) 等 . 

例 4.1.1 ( 希 尔 伯 特 空间 ) 考察 满足 条 件 > 2 x? < oo 的 所 有 实数 序列 x = 
(z1,22, ,Tn,…) 所 成 的 集 , 在 这 集 上 规定 (y = (yt, ya2,… yu): 


p(y) = | > (Ti = y). (4.1.1) 


下 面 证 明 p(a, y) 满足 度量 公理 . 
首先 证 明 (4.1.1) 也 就 是 级 数 SOO (ai — y)? 总 是 收敛 的 . 为 
此 , 可 引用 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 


n 2 n n 
> 2 < 127 (4.1.2) 
$= į i=l 
这 里 所 有 ai, b; 都 是 实数 . 由 (4.1.2) 可 得 
> aitb) =A a7 入 +e 

n ok < 1/2 n 
<》 a? +2 (X) 5307 

j i=] t=1 w=1 


2 


(69 69) 


上 式 两 端 开 方 后 ， 以 Ti A Qi, 以 — Vi A bi, 则 有 


zi — yi)? < Ya » (4.1.3) 


(4.1.3) 式 对 任意 正 整数 ”成 立 . 让 n — co, 按 假设 条 件 , (4.1.3) RA WAA BER 
为 极限 , 从 而 当 n — oo 时 ，(4.1.3) 式 左 端 不 减 而 有 界 , 故 也 趋 有 限 数 ， 所 以 级 数 
Xuan — ys)? Week. 
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显然 , p(z,y) 满足 度量 公理 中 的 (M1) 和 (M2), 下 证 满足 (M3). 为 此 , 在 (4.1.3) 
XUL —y; 代替 yi, 让 n > o, 有 


2 (e: +y)? < Yu » (4.1.4) 


Be a, b, c 是 所 考察 集中 的 任意 三 点 , 这 里 


a= (al aa an ), 
b= (01,02 bp) 


€ = (C1, €2,°°+, Cn, ++"): 


在 (4.1.4) 式 中 以 a; — c; 代 zi,  — bi fX yi, 则 得 


a; — bi) ai — ci)? + ci — bi) 
2 2. 


到 此 证 明了 p(x,y) 满足 (M3). 所 以 所 考察 集 规 定 了 上 述 度量 p(x,y) 后 形成 了 一 
度量 空间 , 称 为 希 尔 伯 特 空间 (Hilbert space), 或 l2 空间 (12-space). 

例 4.1.2 (贝尔 零 维 空间 B93) 考察 所 有 正 整数 的 序列 (mi mas ,nx,…) 所 成 
的 集 . 对 这 集 的 任意 两 点 


T= (ni no,: Nk; t), y = (mima, mi, -) 


规定 
(s »-| NIS d 
id A wey, 
这 里 和 是 使 ny Amy 的 最 小 正 整数 . 下 面 证 明 po(z, y) 满足 度量 公理 , 从 而 所 考察 
的 集 形成 度量 空间 , 称 为 贝尔 零 维 空间 (Baire's zero-dimensional space). 
p(z,y) 显然 满足 度量 公理 中 的 (M1) 和 (M2), 下 证 满足 (M3). X x, y, z 是 任 
三 点 . 当 p(x,y) = 0 时 , 当然 满足 (M3). 现 设 p(x, y) = 1/Ao, 即 


g nita," ac Wags t); 
y = (ni, ma, asas mass); 
这 里 设 ny, AM. X 
之 二 (11, l2, ate Dono e). 


分 两 种 情况 讨论 : 
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(i) z 的 前 Ao — 1 个 正 整数 中 有 某 些 正 整数 与 x 的 相应 位 置 的 正 整数 不 同 , 即 
存在 Xi < Xo, TH D, A ny, W p(w, z) 之 1/ 和 1 > 1/ 和 0, 这 时 , 不论 p(z,y) 等 于 多 少 ， 
总 有 p(x,y) < p(x, z) + ply, z). 

(ii) z 的 前 Ao — 1 个 正 整 数 分 别 与 x,y 的 相应 位 置 的 正 整数 相等 , 即 对 入 < ro 
有 ly = ny. WR plz, z) = 1/0, 显然 有 plx, y) < p(x, z) + ply, z); WA plz, z) = 
1/2, A2 > Ao, 这 说 明 至 少 有 1, = ny, HF ma, Æ nao ATU D, Æ mx, 从 而 
p(z. y) = 1/Xo, 那么 也 有 plz, y) < p(x, z) + ply, 2). 

到 此 证 明了 p(x, y) 满足 (M3). 

上 述 序列 的 元 素 取 自 正 整数 集 , 一 般 情况 可 取 自 任意 集 A, 这 时 所 得 的 度量 空 
间 称 为 广义 贝尔 零 维 空间 (generalized Baire’s zero-dimensional space), 记 为 N(A). 

下 面 叙述 度量 空间 与 拓扑 空间 的 关系 . 

ix (X, p) 是 一 度量 空间 , 称 集 Se(x0) = {x : x € X, plz, xo) < €) 为 包含 点 to 
的 开 球 (open ball) (或 e FFEK (e-open ball)). 

在 数 直 线 R 上 , S.(xo) = (zo — €, o + €) 是 以 xo 为 中 心 的 开 区 间 ; 在 R? E, 
S.(xo) 是 以 zo 为 中 心 , 以 = 为 半径 的 开 圆 (不 包含 圆周 上 的 点 ). 

定理 4.1.1 V (X, p) 是 度量 空间 . 对 每 一 个 ze X, 置 W(x)= {5.(x):e> 
O}, 则 开 球 族 


U ={U (x): 2 E€ X}={S.(x):¢>0, ve X] 
形成 X 上 拓扑 的 开 基 . 
证 明 ”为 此 证 明 满足 开 基 的 条 件 (B1) 和 (B2) (定理 1.2.2), 其 中 (B2) 是 显然 
可 见 的 (JU{U : Ue YW} =X). 下 证 满足 (B1). 设 开 球 S.(z)n Sly) £ Ø, HE 
z € S (£) N S,(y), W 


t = min{r — p(x, z), s — ply, z)}, 
得 开 球 Selz). 下 证 Selz) C 9r(Z) n S.(y). 对 任 一 wc Selz), p(w, z) <t, H (M3), 


p(w, x) < p(w, z) + p(z, x) < t + p(z, v) 
< r — plz, z) + p(z,z) =r. 

所 以 Si(z) C S (x), 同 理 可 证 S,(z) C Sely), WIE z € Salz) C S (£) N Sey). 
证 完 . 

由 以 上 所 证 , 开 球 族 {S-(z) :es > 0, e X} ÉR X 上 拓扑 的 开 基 . 这 一 由 度 
i o 导出 的 X 上 的 拓扑 称 为 度量 拓扑 (metric topology). 在 上 述 意义 下 , 度量 空间 
是 一 种 特殊 类 型 的 拓扑 空间 . 

MER R 上 的 度量 p(z,y) =| x—y | 所 导出 的 度量 拓扑 正好 是 及 上 的 通常 拓扑 . 
一 般 地 , 由 R” 的 欧 几 里 得 度量 导出 的 拓扑 称 为 R* 上 的 欧 几 里 得 拓扑 (Euclidean 
topology), 它 恰 是 R” 上 的 通常 拓扑 . 
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例 4.1.3 (平面 度量 ) 对 实数 平面 R? 的 任意 两 点 Pi = (yi), Po = (22,92), 
规定 


p(Pi, P3) = y (z1 — £2)? + (y1 — va)?, 
p (Py, P») 2 max(| z1 — 22 |, | y1 — ye |}, 
p (Pi, P)-|zi-z»s| - |n yl|. 


PGE o, p, p" 都 满足 度量 公理 , 是 平面 R 上 的 三 种 不 同 的 度量 . 
首先 , 直观 地 验证 它们 的 不 同 . 可 以 取 点 O = (0,0), A= (1, 1), W 


p(O, A) = V2, p'(O, A) 2 1, p"(O, A) =2. 


按 p 是 平面 R? 上 的 欧 几 里 得 度量 , 已 见于 前 . 只 要 证 明 p^, p" 满足 度量 公理 ， 
其 中 (M1), (M2) 是 显然 的 , 现 验证 (M3). 设 Ps = (23, ys). 


p(P,, Pa) = max(| zi — x2 |, | y1 — y2 |} 
= max{| xı — 23 + £3 — T2 |, | y1 — ys + 9s — y2 |} 
< max{| zı — z3 |, | y1 — ys |} + max{| za — x2 |, | ys — y2 |} 
= p' (Pi, P3) + p'(Ps, Pa), 


p” (Pi, P5) =| 2 — 22 | E — 2 | 
=| x1 — £3 + £3 — 2| + | y1 — Vs + y3 — ve | 
S| zı — z3 | + |y — ys | + | £3 — x2 | + | y3 — ve | 
= p" (Pi, P3) + p” (Ps, P»), 


所 以 , o', p" 是 R? 上 的 度量 . 

由 欧 几 里 得 度量 o 导出 的 度量 拓扑 正好 是 平面 R 上 的 通常 拓扑 . 一 切 开 球 
(其 实 是 平面 上 的 开 圆 ) S.(P) = {P : pP, P^) < e) 之 集 形成 这 拓扑 的 基 . 对 任 一 
开 球 S.(P) 及 对 按 度量 p" 的 开 球 Ss(P), 如 果 证 明了 


SPV C Se(P) CS SU), 
则 一 切 按 o" 的 开 球 之 集 也 形成 这 拓扑 的 基 . 
下 面 证 明 S?(P) C Se(P). i P = (2, y') E SLP), W | -al +] y’ yl < e, 
由 不 等 式 
yva? +b? < |a|4|9 
知 
(x =)? + (y -WN xps 
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BI o(P, P^) « e, 所 以 P' € S.(P). 从 而 S2 (P) c S.(P). 

同 理 可 证 , S.(P) c SZ,(P). 
由 此 , 由 度量 o" 导出 的 度量 拓扑 也 就 是 R 上 的 通常 拓扑 . 类 似 地 , 可 以 证 明 
由 度量 o 导出 的 度量 拓扑 也 同样 是 R 上 的 通常 拓扑 . 为 此 , 只 要 证 明 对 任 一 开 球 
S.(P) 及 对 按 度量 o! 的 开 球 SLP), 有 


Sj (P) € $0) c St). 


证 明 是 类 似 的 , 留 给 读者 . 

由 上 面 看 到 RP 上 的 三 种 不 同 的 度量 , 相应 的 度量 拓扑 是 相同 的 , 都 是 R 上 
的 通常 拓扑 . 

前 面 述 及 的 离散 度量 空间 (X, p*) (po*(zz) = 0, (x,y) = 1,24 4 y), Hp & 
出 的 度量 拓扑 是 离散 拓扑 , 这 是 因为 相应 的 多 (z) = ((z), XY (这 时 开 球 5.(x) = 
{z}, 0 <e 1), 所 以 单 点 集 是 开 的 . 

在 定理 4.1.1 中 , 以 {51j%(z) :n= 1,2,…} RE {5.(z) :e > 0} 作为 27 (x), 由 
前 面 的 论证 可 以 看 到 这 样 的 多 (z) 同样 形成 X 上 的 拓扑 的 开 基 . 所 以 度量 空间 是 
一 满足 第 一 可 数 公理 的 拓扑 空间 . 

由 度量 公理 的 (M1), 不 同 的 两 点 的 度量 总 是 大 于 零 的 , 也 就 是 p(x,y) =r > 
0, z Z y. 可 以 取 Srle), Soy) 为 分 别 包 含 x,y 的 不 相交 邻 域 . 所 以 度量 空间 是 
一 T» 空间 . 下 面 还 可 证 明度 量 空间 是 正规 空间 (定理 4.1.5). 

定理 4.1.2 ” 设 (X, p) 是 度量 空间 , 则 在 度量 拓扑 意义 下 , 度量 p(x,y) 是 由 积 
空间 X x X 到 非 负 实数 空间 的 连续 映射 . 

证 明 ”由 度量 公理 的 (M3), p(z,y) € plz, xo) + p(xo, y), 这 里 ro 是 X 中 任意 
一 点 , 从 而 有 


p(x, y) — p(x0,Y) < p(x, xo). 
交换 x, zo 的 位 置 , 得 
(zo, y) — p(x, y) < p(xo, x). 
由 度量 公理 的 (M2), 合并 上 两 式 , 得 到 
| p(x, y) — p(xo; v) | < p(x, xo). 
对 = > 0, 存在 O(c) = e, 对 任何 x € S.(xo) 都 有 | p(x,y) — p(xo,v) |< ©, 所 以 
Bm. plz, y) = p(xo, y). 这 说 明 作 为 二 元 函数 的 p(x, y) 对 单 变量 x 连续 , 且 可 以 看 


到 O(c) DU e BR, 与 男 一 变量 y TORK, 也 就 是 对 x 的 连续 性 关于 y 是 一 致 的 . 类 
似 地 , 对 单 变 量 y 也 是 连续 的 . 从 而 知 plx, y) dE X x X 上 连续 . 证 完 . 
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定义 4.1.2 W(X,p) 是 度量 空间 . 对 点 zeX RRA, BCX Wr 
D(À 2) = D(2;4) = iu (ole,9)} 
ycA 
为 点 x 到 集 4 的 距离 (distance from a point to a set); 


D(A, B) = cent, pl Pl y)} 


AK 4 到 集 B 的 距离 (distance from a set to a set). 

规定 D(x, @) = D(Ø, x) = 1, D(A, Ø) = D(@, A) = 1. 

定理 4.1.3 Wt A 是 度量 空间 (X, p) 的 子 集 , 则 在 度量 拓扑 意义 下 , D(A, 2) 
是 X 到 非 负 实数 空间 的 连续 映射 . 

证 明 ”由 度量 公理 的 (M3), p(z, z) < p(x, y) + ply, z), 从 而 得 


inf (o, z)) < p(z, y) + inf {p(y, z)}; 
这 就 是 D(A, x) € p(z, y) + D(A, y). 从 而 有 
D(A, x) mE D(A, y) < p(x, y). 


交换 x,y 的 位 置 , 得 
D(A, y) — D(A, x) < p(z. y). 
合并 以 上 两 式 , 得 
| D(A, y) — D(A, x) | < p(z, y). 

从 而 对 任何 y e 5S-(z) 都 有 | D(A,y) — D(A, x) | «e. 所 以 D(A, x) 在 X 上 连续 . 
证 完 . 

在 下 面 叙述 度量 空间 的 性 质 时 , 所 涉及 的 拓扑 空间 的 概念 总 是 指 在 度量 拓扑 意 
义 下 的 , 不 再 特别 指出 . 

定理 4.1.4 VE (X, p) 是 度量 空间 , ACX, N A= {fz:D(4,z)= 0). 

证 明 ”由 定理 4.1.3, D(A, x) 是 X 到 非 负 实数 空间 的 连续 映射 , 单 点 集 {0} 
闭 于 非 负 实数 空间 , 由 连续 性 知 , 作为 {0} WERA {x : D(4,z) = 0} 闭 于 XX. 此 外 ， 
显然 (x : D(A, a) — 01 5 A. 从 而 (x: D(A, 2) 20) > A. 

相反 , Wt y g A, 存在 Sely) 使 S.(y) n A= e, A D(A,y) 2 e, PIU y d (o: 
D(A, x) = 0}. 故 有 (x: D(A, a) 20) c A. 证 完 . 

定理 4.1.5 ”度量 空间 是 正规 空间 . 

证 明 ”已 证 度量 空间 是 Ts 空间 . 设 A, B 是 度量 空间 (X, p) 的 不 相交 的 闭 集 . 
由 定理 4.1.4, 


A-—(z:D(A,z) 20), B = (x: D(B, x) = 0}. 
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由 定理 4.1.3, D(4,z)，D(B,z) 都 是 X 上 的 连续 的 实 值 函数 , 置 


D(a) = D(A, x) — D(B, x), 
WW D(x) 是 上 的 连续 的 实 值 函 数 . E 
U = {x : D(x) «0, V = (x: D(x) > 0}. 


由 于 U-D((-o0), V = D7~'((0,+00)) 分 别 是 数 直线 R 内 不 相交 的 开 集 
(—00, 0), (0, 上 +eo) 关于 映射 D 的 逆 像 , 所 以 U,V 是 不 相交 的 开 集 . FAE U DA 
及 VDB. AWN AANB =ø, Pru 


xrcA-cz&B, D(A,z) 20 D(B,x) > 0, 


D(A, x) 202 D(a) «0 x €U, 


从 而 ACU. 同 理 可 证 BC V. 所 以 度量 空间 是 正规 的 . 证 完 . 

设 (X,p) 是 度量 空间 , A C X, ERRE p F, (A, p) 仍 是 度量 空间 (度量 空间 
具有 遗传 性 , 参见 定理 2.2.7 后 面 的 叙述 ), 且 由 此 而 导 得 的 4 上 的 度量 拓扑 正好 是 
X 上 的 度量 拓扑 的 相对 拓扑 . 由 定理 4.1.5, 可 知 度量 空间 是 遗传 正规 空间 ( 即 完全 
正规 空间 ). 

定理 4.1.6 ”度量 空间 的 闭 子 集 是 Gs f. 

证 明 ”由 定理 4.1.4, 度量 空间 (X,p) PIAS F = {x : D(F,zx) = 0}. 对 
n= 二 1,2,…, BG, = (x: D(F,z) <1/n}, BT D(F,z) 是 X 到 [0,+co) 的 连续 映 
射 , [0, 1/n) FFF [0,+co), 所 以 Gr 是 开 集 . 显然 ， 


{x : D(F,x) 20) = (Ma: D(F, x) < 1/n}, 
n=1 

BY F=(\°,Gn, F 是 Gs 集 . 证 完 . 

定义 4.1.3 ”拓扑 空间 称 为 完备 的 (perfect), 如 果 每 一 闭 集 是 Gs 集 ; 称 为 完 
备 正 规 的 (perfectly normal), 如 果 这 空间 是 正规 的 , 又 是 完备 的 . 

推论 4.1.1 度量 空间 是 完备 正规 空间 . 

度量 空间 满足 第 一 可 数 公理 , 但 未 必 满 足 第 二 可 数 公理 ( 即 未 必 具 有 可 数 基 ). 
以 前 述 的 离散 度量 空间 (X, o) ABI, 当 X 是 不 可 数 集 时 , 此 空间 没有 可 数 基 . 

定理 4.1.7 ”在 度量 空间 (X, p) P, 下 列 论断 等 价 : 

(i) 具有 可 数 基 ; 

( 具有 Lindelof 性 质 ; 

(ii) 每 一 个 闭 的 离散 子 空间 是 可 数 集 ; 
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(iv) 个 离散 子 空间 是 可 数 集 ; 

(v) 每 一 个 两 两 不 相交 的 开 集 族 是 可 数 的 ; 

(vi) 具有 可 数 稠密 子 集 . 

证 明 (i) > (ii). 见 定理 2.3.3. 

(ii) => (ui) 设 4 是 空间 X 的 任 一 闭 的 离散 子 空 间 . 对 每 一 ze A 存在 X 中 
的 开 集 U, fi Un A= (x). BY —(U;)scAU (X — A}. Bl A 是 闭 集 , V ÉRT 
间 X RAFEH, 由 (ii), X 具有 Lindelöf PER, 所 以 Y 必须 是 可 数 子 覆盖 . 集 4 
必须 是 可 数 集 . 

(iii) > (iv). 设 B 是 空间 x 的 任 一 离散 子 空间 , W B 是 局 部 紧 的 子 空间 . 由 
引 理 3.6.1 以 及 度量 空间 的 任何 子 空间 都 是 T» 空间 , 知 B 是 子 空间 B 的 开 集 . 
为 度量 空间 的 子 空间 是 度量 空间 及 度量 空间 的 闭 集 是 Gs R (定理 4.1.6), 所 以 B 
是 子 空间 B 的 F, R, 即 B = UZ Ai, 每 一 A; 闭 于 B, 从 而 闭 于 X. A; 是 空间 
X 的 闭 的 离散 子 空间 , 由 ii), A; 是 可 数 集 , 所 以 B 是 可 数 集 . 

(iv) > (v). 设 VY = {Ua}aea 是 空间 X 的 任 一 两 两 不 相交 的 开 集 族 . 对 每 一 
o € A, RA £a € Us, 则 B — {za :za € A} 是 一 离散 子 空间 , 由 (iv), B ÆTTAR, 
从 而 YW 是 可 数 集 族 . 

(v) 2 (vi). 对 每 一 i= 1,2,…, 置 多 ; 为 使 任意 两 点 间 的 距离 大 于 1/i 的 集 所 
组 成 的 集 族 . 容易 验证 集 族 .多 是 有 限 特征 的 . 由 Tukey 引 理 ( 引 理 3.2.1), F; 中 
存在 极 大 元 A; (i = 1,2,…). 由 于 任意 两 点 zy € Ai, p(z,y) > 1/i, 对 A; 的 每 一 
点 作 开 球 Sai(z), W {51yzi(x) : x € Aj} 是 两 两 不 相交 的 开 集 族 . 由 (v) 知 这 开 集 
族 是 可 数 集 , 从 而 A; 是 可 数 集 , A = UM, A; 也 是 可 数 集 . 下 证 可 数 集 4 稠密 于 
X, B A=X. 

如 若 不 然 , 存在 re X — A, 由 定理 4.1.4, D(A,x) > 0, 存在 正 整数 io 使 
D(A, x) > 1/io, 从 而 D(A, £) > D(4,z) > 1/io. 这 说 明 , 点 x 到 A; 的 每 一 点 的 
距离 都 大 于 1/io, 这 是 不 可 能 的 , 因为 Au, 是 多。 的 极 大 元 . 

(vi) > (i). W A= {x1, £2, ,zn,…} 是 空间 X. 的 可 数 稠密 子 集 . 置 开 球 族 

U ={S,(an): r 是 正 有 理 数 , n=1,2,---}. 
下 证 多 是 X 的 可 数 基 . 首先 , 由 于 集 A 是 可 数 的 , 全 体 有 理 数 是 可 数 的 , 所 以 多 
是 可 数 集 族 . 对 每 一 ze X RFE U 3 x, 存在 S$;(x) CU. 因为 4 在 XX 中 稠密 ， 
存在 zi € A 使 p(zi,x) < r/3, E V = So,/3(ai). 因为 pli £) < r/3, 所 以 ze V, 
对 每 一 ze 到 plziz) < 2r/3, BA 


p(z, a^) < pur zi) + p(zi, x) < 2r/3 F r/3 =r, 


PRA V c S.(z), WA x eV c U, Am Y 是 空间 Xx 的 基 . 证 完 . 


41 度量 空间 .85 . 


注 记 上 述 定理 揭示 了 度量 空间 中 一 些 可 数 性 质 的 等 价 性 .拓扑 空间 X 称 
为 Ni 紧 空间 (Ni-compact space), WR X 的 每 一 个 闭 的 离散 子 空间 是 可 数 集 ; 等 价 
F X 的 每 一 个 不 可 数 子 集 有 聚 点 . 上 述 的 (iii), (v) 分 别 表示 X 满足 Ni 紧 性 质 与 
可 数 链条 件 (见习 题 2.21). (ii) > (iii) BUE Lindelöf 性 质 > Ni 紧 性 质 ; 易 证 可 数 
紧 性 质 — Ni AYER. 

度量 空间 未 必 是 紧 空 间 (例如 , 离散 度量 空间 (X, p*) 当 X 是 无 限 集 情况 ). 由 
下 列 定理 可 知 度量 空间 甚至 未 必 是 伪 紧 的 . 

定理 4.1.8 ”在 度量 空间 (X, p) P, 下 列 论 断 等 价 : 

(i) X 上 的 每 一 实 值 连续 函数 有 界 ( 伪 紧 性 ); 

(ii) X 的 每 一 无 限 子 集 有 聚 点 ; 

(ii) X 的 每 一 无 限 子 集 有 v RA; 
(iv) X 的 每 一 序列 有 聚 点 ; 
( 
( 
( 


v) X 的 每 一 可 数 开 和 覆盖 具有 有 限 子 覆盖 (可 数 紧 性 ); 

vi) X 的 每 一 序列 具有 收敛 子 序列 (序列 式 紧 性 ); 

vii) X HN- FEHR ARTEM ( 紧 性 ). 

证 明 ”在 任何 拓扑 空间 , (iii), (iv), (v) 是 等 价 的 ( 定 5.2). 
(iii), (iv), (v) 是 等 价 的 (推论 3.5.1). 在 正规 空间 , (1), (ii), 
(定理 3.5.5 和 定理 3.5.6). 在 满足 第 一 可 数 公 理 的 空间 , (iii 
的 (定理 3.5.3 和 定理 3.5.4). 由 于 度量 空间 是 正规 的 (定理 4 1.5) 
公理 , 所 以 在 度量 空间 , (i) — (vi) 等 价 . 为 此 只 要 证 明 在 度量 空间 , (vii) 与 (i) 一 
(vi) 中 某 一 论断 等 价 就 可 以 . 

在 Lindelof 空间 , 紧 性 与 可 数 紧 性 等 价 (定理 3.5.9, 即 (vii) 与 (v) 等 价 ). 下 面 
证 明 : 在 度量 空间 , (ii) > Lindelöf 性 质 , 以 完成 证 明 . 

X 4 X 的 闭 离 散 子 空间 , 若 4 是 无 限 集 , 由 (ii) 知 4 ABA, 而 A 是 闭 
fk. 于 是 这 聚 点 只 能 在 A 中 , 这 与 A 的 离散 性 矛盾 , 所 以 X 的 每 一 个 闭 的 离散 子 
空间 是 有 限 集 . 由 定理 4.1.7, X 具有 Lindelöf 性 质 . 证 完 . 

度量 空间 未 必 是 局 部 紧 的 . 取 度 量 空间 ( 数 直线 ) R 的 所 有 有 理 点 7 组 成 的 子 
空间 Q (或 所 有 无 理 点 v 组 成 的 子 空间 T), 这 度量 空间 的 任 一 开 球 Se(7) (或 Selm) 
的 闭 包 不 可 能 是 紧 的 ， 从 而 度量 空间 Q (或 D) 不 是 局 部 紧 的 (推论 3.4.1)， 此 外 , 
局 部 紧 的 度量 空间 未 必 是 紧 的 ( 仍 取 离 散 度 量 空间 (X,p*) 当 X 是 无 限 集 的 情况 
为 例 ). 

定义 4.1.4. WA 是 度量 空间 (X, p) 的 子 集 , 称 d(A) = sup, yea{p(z， ay 为 
集 A 的 直径 (diameter); 当 上 确 界 不 存在 时 , 称 直 径 为 无 限 大 , 记 为 d(A) = 

规定 d(@) = 0 
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定理 4.1.9 V (X, p) 是 度量 空间 , Æ p (x,y) = min{1, p(a,y)}, W (X, p^) 也 
是 度量 空间 , H p, 导出 相同 的 度量 拓扑 . 

WEBB ”显然 , p 满足 度量 公理 的 (M1) 和 (M2). 下 证 p' 满足 (M3), 如 若 不 然 ， 
存在 x,y,z € X 使 


12 p(z,z) > p'(z,y) + p (y, z), 
那么 p'(z,y) <1, p(yz)«1 于 是 
p' (x,y) + p'(y. z) = p(z, y) + ply, z) 2 plz, z), 


从 而 p(x, z) > p(x, z), 矛盾 . 所 以 (X, p') 是 度量 空间 . 
下 证 X 上 的 不 同 度量 p, p^ 导出 相同 的 度量 拓扑 . 对 = > 0, ce X, id 


S.(z) — (a :2 € X, pa m) < e}, 


Six) x € X, pz OZ) «el. 
当 0<e<l 时, Se(z) = SL (x), W p, p 导出 的 拓扑 是 相同 的 . 证 完 . 

从 上 述 定理 可 以 看 到 每 一 个 度量 空间 在 度量 拓扑 的 意义 下 同 胚 于 某 一 直径 不 
大 于 1 的 度量 空间 , 所 以 在 以 下 论证 中 , 可 以 假设 每 一 度量 空间 的 直径 不 大 于 1. 

定义 4.1.5 ”度量 空间 (X,p) 到 度量 空间 (X',p') 的 映射 f 称 为 等 距 映 射 
(isometry mapping), WAX X 中 的 任意 两 点 z,y 有 ple, y) = p (f (x); f (y). 

等 距 映 射 必须 是 单 映射 (m A z > f(z) # f(a’). 35 f 是 满 映 射 时 ，f 是 一 
一 对 应 的 , 从 而 等 距 映 射 的 道 映射 是 等 距 映 射 . 此 外 , 等 距 映 射 f dE X 中 的 开 球 
Sr(z) Bt, X' 中 的 开 球 5S,(f(x)), 所 以 等 距 映 射 是 开 映 射 . 因此 , 当 等 距 映 射 是 满 
ERE ES] de — [e] BLAN . 

等 距 映 射 所 保持 的 性 质 称 为 度量 不 变量 (metric invariant). 度量 不 变量 未 必 是 
拓扑 不 变量 (为 同 胚 映 射 所 保持 的 性 质 ). 例如 , 数 直 线 恨 与 恨 中 的 开 区 间 了 = (0,1) 
AR, 但 是 d(R) = oo, d(I) = 1, 所 以 集 的 直径 是 度量 不 变量 , 不 是 拓扑 不 变量 . 

定理 4.1.10 3 {(X, pn)} 是 度量 空间 的 序列 , 且 每 一 度量 空间 (Xn, pn) 的 
直径 不 大 于 1. IRR X = ID? , Xn 的 任意 两 点 xz = {rn}, y = {yn}, 定义 


oo 


1 
px, y) = M. gn ` Pn(Zn. Yn), 


n=1 
则 p 是 x 上 的 度量 , 且 由 o 导 得 的 x 上 的 度量 拓扑 就 是 由 p,, 导出 的 Xn (n= 
1,2,…) 上 的 度量 拓扑 的 积 拓扑 . 
证 明 ”容易 验证 p 满足 度量 公理 , 是 X 上 的 度量 , 下 证 由 o 导 得 的 度量 拓扑 
(以 下 简称 度量 拓扑 ) 就 是 由 o, 导出 的 XX,, 上 的 度量 拓扑 的 积 拓扑 (以 下 简称 积 拓 
Th). 设 度 量 拓 扑 为 V, 积 拓 扑 为 K. 
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Wt V = S,(x) 是 度量 拓扑 Y^ 中 的 任 一 开 球 , 存在 正 整数 no, fi 1/2% <r. W 
积 拓扑 & 的 基 的 元 素 


1 
U = rios) < soar nml). 


则 对 每 一 ye U 
notl 
€ xu M on 5 x 
n=no +2 
由 于 
ns i 1 
= cq pee eee 
n=1 2" a 2. 2" AN 2" P LEM 
所 以 
1 1 1 
p(z, y) < 2no*l * moti 二 dno" 


从 而 U c V. 所 以 度量 拓扑 ww 中 的 每 一 个 开 集 是 积 拓扑 多 中 的 开 集 . 

反之 , 设 Ue YY 是 积 拓扑 Y 的 次 基 中 的 元 素 , MU 具有 形式 {x : zn € Wh, 
W 是 Xn 中 的 开 集 . 因 (Xn, on) 是 度量 空间 , 存在 开 球 S (an) 使 S (an) CW 
(这 里 S? (an) = {yn : pa (yr tn) <r}. H p 的 定义 ， 


=> Fo (Lk Yk) ?x Dn (Un, n). 
k=1 
由 上 式 可 知 , ATE pn(tn, yn) <r, RE p(x,y) < r/2^. 这 说 明 只 要 取 关 于 z 的 
FER San(z) € V, 即 有 Srl) CU EU. 以 上 是 对 多 的 次 基 中 的 元 素 证 明 的 ， 
从 而 知 对 多 中 的 任何 元 素 忆 及 ze U, 存在 PRLR V fi ze V cU. 这 说 
明 积 拓扑 4 中 的 每 一 开 集 是 度量 拓扑 Y^ 中 的 开 集 . 
Nus 由 p 导出 的 X = Jo Xn 上 的 度量 拓扑 就 是 由 pn 导出 的 Xn (n= 
…) 上 的 度量 拓扑 的 积 拓扑 . 证 完 . 
I* ( 例 2.1.3) 上 有 两 种 度量 : 一 是 作为 希 尔 伯 特 空间 ( 例 4.1.1) 
的 子 集 所 诱导 的 度量 ; 二 是 作为 积 空间 由 定理 4.1.10 产生 的 度量 . 这 两 种 度量 导 得 
的 IT” 上 的 度量 拓扑 是 相同 的 . 此 度量 拓扑 也 与 积 拓扑 一 致 . 
超过 可 数 个 度量 空间 的 积 未 必 是 度量 空间 , 由 于 度量 空间 满足 第 一 可 数 公理 ， 
只 要 证 明 “超过 可 数 个 满足 第 一 可 数 公 理 的 非 平凡 空间 {Xujaea (A 是 不 可 数 集 ) 
的 积 不 满足 第 一 可 数 公理 ”. 按 积 空间 X = [aca Xa 的 基 Z = (B) 的 元 素 B 具有 
如 下 形式 : B 在 坐标 空间 Xa 上 的 投影 pae(B) RARA a 外 , 都 有 palB) = Xa. 由 
于 每 一 Xe 不 是 平凡 空间 , 存在 包含 菜 一 点 ze € Xo 的 开 的 真子 集 Va (Va z Xa). 
下 证 点 x = {ta} € Toca Xo 不 存在 可 数 邻 域 基 . 如 若 不 然 , 设 {Un (x)) 是 点 x 的 可 
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数 邻 域 基 . 每 一 U,, (x) 应 包含 Z 中 的 元 , 从 而 由 4 的 不 可 数 性 , 必 存 在 ao € A 使 对 
任何 U,(z) (n = 1,2,- +), Dag(Un(2)) = Xa. RA ro, 的 开 的 真子 集 Va, C Xo, 
则 包含 点 — {za} 的 开 集 pai Va) 不 可 能 包含 着 任 一 U(x). 这 与 {Un (2)} 是 点 
x 的 邻 域 基 矛 盾 . 证 完 . 

定理 4.1.11 X {(Xa,pu)}jaea4 是 一 族 两 两 不 相交 的 度量 空间 , 则 拓扑 和 X = 
Baca Xo 是 度量 空间 . 

证 明 ”由 定理 4.1.9, 对 每 一 a € A, 可 设 对 任何 zy € Xa, pa(x,y) <1. 对 任 
何 xz,y eX, 定义 p 如 下 : 


"os palz,y), 42,y 同属 某 一 Xe 时 ， 
pak ane tee 在 相反 情况 . 


显然 p 满足 度量 公理 的 (M1) 和 (M2). 下 面 验证 p 满足 (M3): 


p(z, z) < plx, y) + ply, z). 


如 若 不 然 , 则 存在 x,y, 2 使 p(x, z) > ple, y) + ply, z), 那么 plz, y) <1, ply, z) <1, 
于 是 存在 a € ATE x,y,z € Xa, 从 而 


p(z, y) + ply, z) = Palz,y) + paly, 2) 2 Palt, z) = plz, z), 


矛盾 . (M3) 成 立 . 

到 此 证 明了 p 是 X 上 的 度量 , (X, p) 是 度量 空间 , 由 拓扑 和 的 定义 (定义 3.1.3)， 
易 知 由 p 导出 的 X 上 的 度量 拓扑 正好 是 由 pu 导出 的 X 上 的 度量 拓扑 的 拓扑 和 . 
证 完 . 

上 述 定理 指出 , 任意 多 个 互 不 相交 的 开 的 度量 子 空间 的 并 是 度量 空间 . 下 面 给 
出 这 样 的 例 , 可 数 个 互 不 相交 的 闭 的 度量 子 空间 的 并 不 是 度量 空间 . 

例 4.1.4 (J. Dieudonné (L341, 可 数 个 闭 度量 子 空间 的 并 不 保持 度量 性 ) RR 
E c R? 是 实数 平面 的 子 集 , 是 由 y li ( 记 为 集 Y) 上 的 点 及 形 如 (1/n, k/n?) 的 点 
组 成 , 这 里 n 取 遍 正 整数 ,k 取 遍 整数 . 在 万 上 给 以 如 下 拓扑: 

(i) 单 点 集 {(1/n,k/m2)} 是 开 的 ; 

Gi) Y 的 点 (0, yo) 的 开 邻 域 基 规 定 为 {Unlyo) :n= 1,2,---}, 这 里 


Un(yo) = ((,y) : x < 1/n, |y — vol < z}. 


易 知 , 空间 BEA AEN, Y 也 是 ERI. 此 外 , Y 的 每 点 都 开 于 子 
空间 Y, 所 以 Y 是 离散 闭 子 空间 , 从 而 是 闭 的 度量 子 空间 (对 离散 拓扑 , 存在 度量 
p (p(z,x) =0, p(z,y)=1, x Z y)). 每 一 单 点 集 {(1/n,k/n?)} 也 是 度量 子 空间 , 所 
以 空间 E 是 可 数 个 互 不 相交 的 闭 的 度量 子 空间 的 并 . 
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空间 E 不 是 度量 空间 . 因为 形 如 (1/n,k/n?) 的 点 之 集 是 E 的 可 数 稠密 子 集 ， 
所 以 是 可 分 空间 , [fH Y Æ E 的 不 可 数 的 闭 离 散 子 空间 , 由 定理 4.1.7, E 不 是 度 
量 空间 . 

此 外 , 不 难 验证 空间 是 完全 正则 空间 . 从 而 可 知 , 即使 一 个 完全 正则 空间 X 
是 可 数 个 互 不 相交 的 闭 的 度量 子 空间 的 并 , X 未 必 是 度量 空间 ， 关 于 这 方面 的 研 
F, A. H. Stone B76] 得 到 许多 深刻 的 结果 . 

度量 空间 在 连续 闭 映 射 下 的 像 未 必 是 第 一 可 数 空间 , 因此 , 度量 空间 的 商 空间 
未 必 是 度量 空间 , 见 例 4.1.5. 

例 4.1.5 (连续 闭 映 射 不 保持 度量 性 ) 取 数 直线 R 的 子 空间 S= {0}U {1/n: 
n € N} (关于 通常 拓扑 ). 对 每 一 序数 a < o, Sa 同 胚 于 S， 作 拓扑 和 Bacu Sa, 
WA x. 把 x 的 所 有 非 孤 立 点 之 集 A (PSE) 映 成 一 点 所 得 的 商 空间 X/A 记 作 
S.， 通 常 称 为 序列 扇 (sequential fan). M X 是 度量 空间 (定理 4.1.11), 自然 映射 
f: X> S, 是 闭 的 (习题 2.1), 所 以 So 是 度量 空间 的 连续 闭 映像 . 

W f(A) = {a}, 下 面 将 证 明 S, 在 点 a 的 邻 域 基 不 可 能 是 可 数 的 , 从 而 S, 不 
满足 第 一 可 数 公理 , 于 是 So 不 是 度量 空间 . 

姑 设 点 a 在 S。 有 可 数 开 邻 域 基 {U6}。<, 则 每 一 f-1(U6) = (Ua — (a) UA 
是 X 中 包含 集 4 的 开 集 . 对 每 一 a < o, 由 于 收敛 序列 Sa 的 极限 点 在 A 中 , 存 
在 点 ta € SaN (Ua — (a), W {ra : a <w} Æ X BIBISS, Au X — (xo :o <w} 
是 x WHE, FÆ U = So- {ra :a <w} 是 空间 S, WHE, 且 包含 点 a, 但 是 
每 一 Us。 CU, 这 一 矛盾 说 明 So 不 满足 第 一 可 数 公理 . 


42 全 有 界 与 完全 度量 空间 


定义 4.2.1 ”度量 空间 (X, p) 称 为 全 有 界 的 (totally bounded), 如 果 对 每 一 
e > 0, 存在 有 限 个 e 开 球 覆盖 空间 X, 也 就 是 存在 由 © 确定 的 有 限 集 F(e) 使 
X = User) Se(2)- 这 时 也 称 有 限 集 F(e) 是 © 稠密 于 (s-dense) X. 

离散 度量 空间 (X, p*) 不 是 全 有 界 的 , 除非 X 是 有 限 集 . 数 直线 R (通常 度量 ) 
不 是 全 有 界 的 . 容易 验证 数 直 线 R 内 的 闭 区 间 [a,b], 开 区 间 (a,b) 都 是 全 有 界 的 . 
按 数 直线 同 胚 于 任 一 开 区 间 , 从 而 可 知 全 有 界 性 不 是 拓扑 不 变量 . 

取 希 尔 伯 特 空间 Do 的 子 集 4 = {£n :me N}, 这 里 x, = (0,0,0,---,1,0,--:) 
( 取 第 n 位 为 1, 其 余 都 是 0), 按 希 尔 伯 特 空间 的 度量 ( 例 4.1.1), 子 空 间 A 是 有 界 
的 ( 即 4 的 直径 d(A) < +00), 因为 4 中 任意 两 点 的 距离 是 V2; 但 不 是 全 有 界 的 ， 
因为 对 e < V2, 不 存在 有 限 集 F(e) 是 e 稠密 于 A (BN A = Unsere) Se(z)). 所 以 有 
界 的 度量 空间 未 必 是 全 有 界 的 . 

定理 4.2.1 “全 有 界 的 度量 空间 的 子 空间 是 全 有 界 的 . 
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证 明 dx (Xp) 是 全 有 界 的 度量 空间 ，M c X. Me > 0, W Fe/2) = 
(21,22, ,Zkp} 是 e/2 稠密 于 X. 对 每 一 ze M, 存在 x; € F(e/2) 使 p(x, xi) < 
s/2， 这 种 z; 所 成 集 记 为 (zm, Xmas tmb 对 每 一 7 < 1, FEM S, € M fi 
p(1,,t,) < €/2. B F-(xxex) 下 证 FP’ dec BT M. ER ce M, 
M c X, 存在 zi € F(e/2) 使 p(v,v;) < €/2, TX vi 就 是 某 一 个 xm, 所 以 

P(x, 25) € p(x, m) + p(Xm;,2j) < €/2+e/2 — e. 
证 完 . 

定理 4.2.2” 设 (X, p) 是 度量 空间 , MCX. 若 空 间 (M, p) 是 全 有 界 的 , WE 
IR] (M, p) 是 全 有 界 的 . 

证 明 ”容易 验证 任 一 e/2 稠密 于 M WARRE © 稠密 于 MW. 证 完 . 

定理 4.2.3 W{(Xn, pa)} 是 非 空 度量 空间 的 序列 , 且 每 一 度量 空间 (Xn, pn) 
的 直径 不 大 于 1. 对 积 集 X = ITE X 给 以 定理 4.1.10 中 的 度量 p, 则 (X, p) 是 
4 925 AMAR (Xn, pn) 是 全 有 界 的 . 

WEBB X (X,p) 是 全 有 界 的 . 对 每 一 me N, > 

Xh = TI An, 其 中 Am = Xm, An = (22) 是 Xn 的 菜单 点 集 , n om. 
则 子 空间 xz 是 全 有 界 的 (定理 42.1). E p 的 定义 (定理 4.1.10), 对 z*,y* € 
X5, C X, p(z*, y*) = pm(a,y)/2™, XE £ = pm(2*), y = Pm(y*). 所 以 , 如 果 有 限 
集 忆 是 s/2m 稠密 于 (X7. p), W p (P) 是 = 稠密 于 (Xm, Pm). 从 而 空间 (Xm, Pm) 
是 全 有 界 的 . 

设 每 一 (Xn Pn) 是 全 有 界 的 ， 对 。 > 0, 取 正 整数 使 1/25 < s/2, 对 每 
— n S k, 有 限 集 {xp cf,---, 2% yy} 是 =/2 稠密 于 Xu; 对 每 一 n>, 任 取 点 
xp € Xs. E 


F- {y= (Chistian) dep udo ues) :1 < jn € m(n), ne k}, 


则 F 是 有 限 集 . 下 证 F Æ = 稠密 于 (X.p). 
设 z= (zza En) 是 X 中 的 任 一 点 , 对 每 一 < k, FE jn < m(n) 使 
On (zn, 25.) < €/2, 从 而 可 取 FF 中 的 点 y= (25. La n TN ME ue …), 得 到 


k oo 
1 1 p 
px.) =>) 二 pn(zny 25, ) + 5 gn P 7n, v0) 
=1 n=k+1 


MAR F Æ = 稠密 于 X. 证 完 . 
上 述 定理 是 拓扑 积 的 情况 . 在 拓扑 和 的 情况 , 只 能 限制 在 两 两 不 相交 的 度 
间 是 有 限 个 的 情况 . 设 {(X6, pa)}aea 是 一 族 两 两 不 相交 的 非 空 度量 空间 , HL 


By 
2o 
L 


EL 
里 
A 

BE 
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(Xa pa) 的 直径 不 大 于 1, 对 Qaca Xa 给 以 定理 4.1.11 中 的 度量 p, 则 容易 验证 
Baca Xa 是 全 有 界 的 当 且 仅 当 每 一 (Xa,pa) 是 全 有 界 的 , 且 指 标 集 4 是 有 限 集 . 

定理 4.2.4 ” 设 度 量 空间 (X,p) 的 每 一 无 限 子 集 具 有 v RA, 则 (X, p) 是 全 
有 界 的 . 

证 明 ”这 里 要 证 对 任 一 。 > 0 存在 有 限 集 Fle) 使 X = Uere Se(x). AAR 
证 法 , 设 对 某 一 so > 0, 命题 不 真 , 即 不 存在 有 限 集 F(e0), IE X = Uer Seo(z)， 
任 取 a, € X, Wl] X Z S.,(z1), W xg € X- Selt), HT X z Wes S. (xi), 继续 下 
E, 可 得 无 限 集 (21,22, ma.) 由 上 述 取 法 , 知 p(zi, xj) 2 eo(i A 7). 由 假设 
这 无 限 集 有 w RA zo € X, 则 开 球 Sojlo) 应 包含 (21,22, ms) 中 无 限 个 
点 . 设 Tn, Tm E Seo /2(x0); 则 


p(n, Lm) € p(Tn, to) + p(1o, X) < €0/2 + €o/2 = £0. 


这 是 矛盾 的 . 这 一 矛盾 证 明了 (X, p) 是 全 有 界 的 . 证 完 . 

推论 4.2.1 ” 紧 的 度量 空间 是 全 有 界 的 . 

定义 4.2.2 ”度量 空间 (X, p) 中 的 序列 {on} 称 为 柯 西 序列 (Cauchy sequence), 
如 果 对 任 一 s > 0, FEER k, 使 当 m,n > k WN, p(an, am) < €. 

显然 , 度量 空间 (X, p) 中 的 收敛 序列 是 这 空间 的 柯 西 序列 . 

柯 西 序列 依赖 于 空间 中 的 度量 . 对 同一 集 X 上 的 不 同 的 度量 p. p', 纵然 由 p. p 
导出 相同 的 度量 拓扑 , 同一 序列 可 以 对 度量 o 是 柯 西 序列 , 对 另 一 度量 p! 不 是 柯 
西 序列 ( 见 例 4.2.1). 所 以 柯 西 序列 不 是 拓扑 不 变量 . 

例 4.2.1 ( 柯 西 序列 不 是 拓扑 不 变量 ) 考察 数 直线 R 中 的 正 整 数 序列 (n), 在 
R 的 通常 度量 p(x,y) = |z — y| F, (n) 显然 不 是 柯 西 序列 . 在 R 上 定义 另 一 度量 


x es 
1+|z| | 1+ 1+ yl 


p(z,y) = | 


容易 验证 f(x) = z/(1-- |x|) Æ R | (—1,1) 的 同 胚 映射 , 所 以 由 p. p^ 导出 的 度量 
拓扑 都 是 R 上 的 通常 拓扑 . 由 于 


l 
^ (vnclD-«m) 


[nad n+l n p 
n n)= 一 — 三 
P ; l+tn+l l4n n’ 


所 以 对 任 一 。 > 0, REE n > [1/e] = k WY ([1/e] 表示 不 超过 1/e 的 最 大 整数 ), 对 
1 二 1,2,…, WA p'(n-- ln) « e. 所 以 序列 (n) 在 度量 p^ 下 是 柯 西 序列 . 

定理 4.2.5 ”如果 度 量 空间 (X,p) 中 的 柯 西 序列 有 聚 点 zo， 则 此 序列 收敛 
F X0. 

证 明 Xx X PAA PE PS (cs) RARA xo, 用 Te 表示 序列 frp, mais 
中 不 同 的 点 所 成 的 集 , 用 dTe) 表示 Ty. 的 直径 . 给 定点 zo 的。 FFER S. (ro). 由 于 
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{xn} 是 柯 西 序列 , 可 以 取 k FEA d(T) < s/2. Bl zo 是 {rn} 的 聚 点 , zo 的 任 
何 邻 域 与 Ty, 相交 , 特别 Sej2(£0) N Tk £ Ø, 从 而 得 ZC Selzo), 即 {an} KAF 
xo. 证 完 . 

由 定理 4.2.5, 定理 4.1.8, 得 下 述 推论 . 

推论 4.2.2 ”度量 空间 的 柯 西 序列 或 者 收敛 , 或 者 没有 收敛 子 序列 . 

定义 4.2.3 ”度量 空间 (X, p) 称 为 完全 度量 空间 (complete metric space), 如 
果 这 空间 中 的 每 一 柯 西 序列 是 收敛 的 . 

分 析 学 中 的 了,R"、 连 续 函 数 空间 、 希 尔 伯 特 空间 、 勒 贝 格 平方 可 积 函 数 空间 
等 都 是 完全 度量 空间 . 

TE R 的 通常 度量 下 , 序列 {n/(n+1)} Æ R A, 也 是 (—1,1) 中 的 柯 西 序列 . 这 
序列 在 R 中 收敛 , 在 (—1,1) 中 不 收敛, 而 R 是 同 胚 于 (—1,1) 的 , 所 以 度量 空间 
的 完全 性 不 是 拓扑 不 变量 . 这 里 也 说 明了 完全 度量 空间 的 子 空间 未 必 是 完全 度量 
空间 . 

例 4.2.2 (连续 函数 空间 ) 考察 连续 函数 空间 Cl0,1]. 对 定义 在 [0,1] 上 的 任 
意 两 个 实 值 连续 函数 v(t), y(t), 规定 度量 pz, y) = wax lx(t) — y(t)| JE, C0, 1] 形 
成 度量 空间 (习题 4.1). WE {zn} 是 空间 C[0,1] 中 的 任 一 柯 西 序列 , 按 上 述 度量 ， 
{an} 是 柯 西 序列 等 价 于 连续 函数 序列 {orn (t)} 在 [0,1] 上 一 致 收敛 , 由 分 析 学 中 的 
定理 :“ 一 致 收敛 的 连续 函数 序列 的 极限 函数 是 连续 的 ”, 可 设 {z(t)} 一 致 收敛 于 
连续 函数 rolt), zo € C[0,1]. 也 就 是 {rn} 在 上 述 度量 意义 下 收敛 于 zo, 所 以 连续 
函数 空间 ClO, 1] 是 完全 度量 空间 . 

例 4.2.3 ( 希 尔 伯 特 空间 ) 在 例 4.1.1 中 已 知 希 尔 伯 特 空间 o 是 度量 空间 , 下 
面 证 明 它 的 完全 性 . 

We (200) 是 空间 ly 中 的 任 一 柯 西 序列 , 这 里 


二 


, ^ 


对 任意 c > 0, 存在 正 整数 i, 使 当 m,n > i 时 ， 
(p(z (9, 409)? = sae” — a)? <e. (4.2.1) 
k=1 
从 而 对 任 一 固定 的 k, (s — cl)? < e, 这 说 明 实 数 序列 {cl} 是 R 中 的 柯 西 序 
列 , 因 尺 是 完全 度量 空间 , 所 以 (o0 Y 收敛 于 某 实数 oy. E x = (zt za mee), 
需要 证 明 : 

(i) $525, 22 < oo, Bl x € I5; 


(ii) lim p(z 9,2) — 0. 
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为 此 把 (4.2.1) 式 改写 为 如 下 形式 : 
oo j oo 
So eu os GV ca gy (a esee 
k=1 k=1 k=j+1 
任意 的 . 由 于 这 两 个 和 数 都 不 是 负数 , 其 中 每 一 个 和 数 小 于 6, 故 有 
woe = a”)? «t€ 
在 上 式 中 , 固定 n, 让 m 一 oo, WA 
J 
Se 一 a”)? <e. 


由 于 此 不 等 式 对 任意 j 成 立 , 让 j — oo, 则 有 


x 
+ 
ig 
cat 


c - (y <e. (4.2.2) 
由 于 (利用 不 等 式 (a+b)? < 2(a? +b?) 


ko ko 
ot =) Tk — ay” 2 
k=1 


k=1 


ko ko 
<2) (£k ay? +25 (Py, 
k=l k=1 
其 中 ko 是 任意 的 , 在 ko 一 co IN, 由 (4.2.2) RR Zi 02 是 收敛 的 ( 因 
a9 = (al, af. af”, +) € 19), 可 以 推 知 并 人 ;zx 是 收敛 的 ， cte 
到 此 证 明了 (i). 其 次 ， 由 于 (4.2.2) 式 中 的 < 可 以 任意 小 所 以 


lim plz, aC) = lim » (te 一 Du ))2 = = 0. 
k=1 


这 就 是 说 , 在 lo 空间 的 度量 p F, zt 一 z, 到 此 证 明了 (i). 
综 上 所 述 , 证 明了 lo 中 的 柯 西 序列 {2} WSK, lo 是 完全 度量 空间 . 证 完 . 
定理 4.2.6 ”度量 空间 (X, p) 是 紧 的 当 且 仅 当 (X,p) 是 完全 的 且 全 有 界 的 . 
WEB] ”必要 性 . 设 (X,p) 是 紧 的 度量 空间 , 由 推论 4.2.1, (X, p) 是 全 有 界 的 . 
由 定理 4.2.5, 空间 (X, p) 中 的 柯 西 序列 如 有 收敛 子 序列 , 则 这 柯 西 序列 收敛 . 由 于 
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紧 度 量 空 间 是 序列 式 紧 的 (任何 序列 有 收敛 子 序 列 ), 所 以 这 空间 每 一 柯 西 序列 收 
Bt, 从 而 (X, p) 是 完全 的 . 

充分 性 . 设 度量 空间 (X, p) 是 完全 的 , 且 全 有 界 的 , 下 面 证 明 空 间 (X, p) 是 序 
列 式 紧 的 , 从 而 也 是 紧 的 (定理 4.1.8). 

设 {cn} 是 度量 空间 (X, p) 中 的 任 一 序列 . 下面 将 利用 全 有 界 性 , 由 (ns) 出 

发 构造 {an} 的 子 序列 {an}, 使 {zw} 是 柯 西 序列 , 从 而 由 空间 (X, p) 的 完全 性 
知 此 子 序列 {2n} 是 收敛 的 . 
由 空间 (X, p) 的 全 有 界 性 知 , 存在 有 限 个 半径 为 1 的 开 球 覆盖 X. 这 有 限 个 
开 球 中 至 少 有 一 个 开 球 51 包含 序列 {an} 中 无 限 个 an, 设 被 包含 在 9 中 的 op 
的 下 标 n 所 成 集 为 M, 则 Ny 是 无 限 集 ， ne Ai 时 ， Ln € Sı. 再 用 有 限 个 半径 
为 1/2 的 开 球 覆盖 X. 在 这 有 限 个 开 球 中 至 少 有 一 个 开 球 So 及 必 有 Ni 的 无 限 
TÆ No (No C Ni) 存在 ( 因 Ni 是 无 限 集 )， JE n € No 时 ， Ln, € So. 一 般 地 说 ， 
取 定 了 正 整 数 集 的 无 限 子 集 Ne, 可 以 选取 半径 为 1/(k 十 1) 的 开 球 S 及 无 限 集 
Neat C Ny, f n € Nes WY, tn € Seat. 

W ni € Ni, no € No, f no > ni. 一 般 地 说 , ne 已 取 定 , 取 regi € Nia, 使 
ng+1 > ny. 由 于 每 一 Ni 是 无 限 集 , 所 以 上 述 取 法 可 以 完成 . 对 dj Sk, nun; 都 
属于 Ne (AlN, 5 N32: 2 Nu 2), FÆ tnan, 都 属于 半径 为 1/k 的 开 球 . 
从 而 知 {zn.} 是 一 柯 西 序列 . 证 完 . 

定理 4.2.7 (Cantor 定理 237) 度量 空间 是 完全 的 , 当 且 仅 当 对 这 空间 的 任何 
满足 条 件 : (i) Fa C Fn (n € N); (ii) lim d(F,) = 0 的 非 空 闭 集 序列 {Fn}, D Fn 
是 一 单 点 集 . 

证 明 ”必要 性 . YE (X,p) 是 完全 度量 空间 ，{} 是 满足 条 件 (i), (ii) 的 非 
空 闭 集 序列 .对 每 一 n € N, Man € Fn, 下 证 序列 (z,) 是 柯 西 序列 . 由 (ii), 对 
e > 0, 可 选取 正 整 数 n,, 使 n> n. 时 , dF.) < e; HW, 24 n 2 m >n 时, 有 
Tn € Fn C Fm, XE Em € Fin, 所 以 


p(Tn, £m) € d(Fm) < e. 


从 而 {zn} 是 柯 西 序列 . 因 (X, p) 是 完全 的 ，{xw} 收敛 于 某 一 点 ro € X, 于 是 点 
zo 的 任何 邻 域 与 E, (n = 1,2,…) 相交 . Fa 是 闭 集 , 所 以 xo € NZ Fs. 

现 证 只 有 一 点 xo 属于 (oca Fn, 也 就 是 N Fa = (20). 如 有 ye (oa Fs, 
由 (ii), 对 e > 0, 取 正 整 数 ne 使 n> ne 时 , 有 d(Fa) « e, 从 而 


TYE Fi, p(xo. y) < d(F,) <E. 


FH e 的 任意 性 , p(x0,y) = 0, 所 以 y= xo. 
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充分 性 . WE {an} 是 (X, p) 中 的 柯 西 序列 . 对 每 一 正 整数 k, 存在 正 整数 ng, 4 
n > ny 时 有 p(an,,2n) < 1/25, 我 们 可 以 设 此 nj 是 具有 上 述 性 质 的 最 小 正 整 数 ， 
从 而 有 np < ney (k = 1,2,…). 构造 如 下 的 闭 集 序列 {Fp}, E 


Fk = S4 2-1 (Enp) (k = 1,2,-- sh 
这 里 Sija- (Enp) = (y : P(Y, Enp) < 1/2* 7). 从 而 d(Ex) < 12" 2(k = 1,2; 
所 以 lim q(Fy) = 0 (满足 条 件 (iD) 
设 ye Fa, WW nj 的 选取 法 , 有 
P(Y, mns) < Bo Pl Mase cs) < 172%; 
所 以 
P(Y, Eny) < P(Y, Xn.) F Pl tite nggi) < 1/2* + 1/2* = Toe 
BU yc Fy, 于 是 Fea C Fe (k—1,2,---) (满足 条 件 (i). 
由 假设 , 应 有 C, Fs = (xo) 是 一 单 点 集 . 下 证 柯 西 序列 {1n} KAF xo. 对 


任意 © > 0, 选取 正 整数 下 使 2- < e, WIZE n > ne 时 , prs stn) < 1/28. 此 外 ， 
有 zo € Fk, p(Xn,, 20) < 1/2471, 从 而 


(xo, £n) X p(xo, En, ) a p(Xn, Tn) 


1 1 


1 
Spur E gk 5x25 


所 以 Jim. zn = to. W (X, p) 是 完全 度量 空间 . 证 完 . 

定理 4.2.8 — VE (X, p) 是 度量 空间 , M C X 且 子 空间 (M, p) 是 完全 的 , 则 M. 
BF x. 

证 明 设 ze M, BR = MNS py (a)(k=1,2,---), W {A} 是 子 空间 M 的 
非 空 闭 集 序 列 , 容易 验证 满足 Cantor 定理 中 的 条 件 (i), (ii). 因子 空间 (M, p) 是 完 
全 的 , 由 Cantor 定理 , NX Fi 是 一 单 点 集 . 显然 , (a Fx = {x}, 从 而 ze M. 所 
以 M =M. 证 完 . 

定理 4.2.9 ”完全 度量 空间 (X, p) 的 子 空间 (M, p) 是 完全 的 当 且 仅 当 M A 
Fx. 

证 明 ”必要 性 由 定理 4.2.8 得 证 . 下 证 充分 性 . 设 M 是 闭 集 , 度量 空间 (M, p) 
的 每 一 柯 西 序列 也 是 完全 度量 空间 (X, p) 中 的 柯 西 序列 , 故 收敛 于 某 一 点 rex. 
EM AF X, S x € M. 证 完 . 

定理 4.2.10 WW {(Xn,pn)} 是 非 空 度量 空间 的 序列 , 且 每 一 度量 空间 (Xn, pn 
的 直径 不 大 于 1. 对 积 集 TAL, X 给 以 定理 4.1.10 中 的 度量 p, W (X, p) 是 完全 的 
当 且 仅 当 每 一 (Xn, Pn) 是 完全 的 . 


— 


. 96 . 第 4 章 度量 空间 


WEBB ” 设 (X,p) 是 完全 的 ， 对 每 一 m e N, 子 空间 xz = TT, A, (其 中 
Am = Xm, An = {0%} 是 X 的 某 单 点 集 , n Am) 是 完全 的 (定理 4.2.9)， 容 
易 验 证 p* = Pulx& : Xh — Xm 是 同 胚 映射 , HOW (Xm, pm) 中 的 每 一 柯 西 序 
列 {an}, {pty (an)} Xe, 中 的 柯 西 序列 . 此 序列 {pe (an)} 的 极限 的 像 是 序列 
{on} 的 极限 . 所 以 (Xm, Pm) 是 完全 的 . 

Yt8E— (Xn, pn) 是 完全 的 . 设 {(xi)nenhien Æ (X, p) 中 的 柯 西 序列 , 这 里 记 
积 空间 X 中 序列 的 第 i 项 为 (zi)wen, WI n= 1,2,…, (25 ien 是 (Xn, pn) 中 的 
柯 西 序列 , 从 而 收敛 于 点 z0 e Xn 由 定理 2.1.4 的 相应 于 网 的 论述 (见习 题 2.32), 
序列 {(zi)nenhien 收敛 于 点 x° = (29)wen € X. 所 以 (X, p) 是 完全 的 . 证 完 . 

上 述 情 况 是 拓扑 积 情况 , 关于 拓扑 和 , 读者 容易 验证 下 述 结果 . 

定理 4.2.11 VW ((Xo, pa) aca 是 一 族 两 两 不 相交 的 度量 空间 , 且 每 一 (X。, pa) 
的 直径 不 大 于 1. 对 uca Xo 给 以 定理 4.1.11 中 的 度量 p, M Die, Xa 是 完全 的 
当 且 仅 当 每 一 (X。, pa) 是 完全 的 . 

下 面 定理 给 出 完全 度量 空间 的 一 种 有 趣 性 质 . 

定理 4.2.12 (贝尔 定理 181) 完全 度量 空间 中 的 可 数 个 开 的 稠密 子 集 的 交 是 
稠密 子 集 . 

证 明 设 4= 站 2 ,4 每 一 4， 是 完全 度量 空间 (X, p) 中 的 开 稠密 子 集 , 要 
证 4 是 X 中 的 稠密 子 集 , 也 就 是 要 证 : VEU J& X 中 的 任 一 不 空 开 集 , 则 ANU 4 e. 
为 此 , 在 下 面 构造 满足 Cantor 定理 (定理 4.2.7) 中 的 条 件 (i), (ii) 的 非 空 闭 集 序列 
{Fn}, IE E, C A, nU, n € N, 由 Cantor 定理 得 站 2 Fn 4 e, 从 而 


anv- (Àa jov- Aman Aree 
n=l 


n=1 n=1 


即 得 4 稠密 于 x. 

下 面 构 造 上 述 闭 集 序列 (FO. 因为 A BABE X, U 是 不 空 开 集 , 所 以 AN 
UAS. Ma. € ANU, AW ANU BAR, 存在 ei 满足 0 < sl < 1/22, 使 
Sa) CANU. 因为 As 稠密 于 X, S. (zi) 是 开 集 , 所 以 Aon Se (zi) £ Ø. 
取 za € A2 N Se (1), 因为 Aon Sa (21) EFR, 存在 co 满足 0 < ss < 61/2, 使 
S. (xa) C AN Se, (a1). 显然 , Se, (2) C Sa (21) 且 S (za) C ANU. 这 样 继 续 下 去 ， 
可 得 闭 集 序列 {Fn} = (Sz, (zn)} 满足 Fait C Fy 及 d(F,) € 1/2” (n = 1,2,---), 
即 满足 Cantor 定理 的 条 件 (i), (ii). 此 外 , 显然 有 Fa CA, mn (n = 1,2,---), 所 以 
{Fy} 是 所 要 构造 的 闭 集 序列 . 从 而 定理 得 证 . 证 完 . 

上 述 贝 尔 定理 中 的 性 质 不 仅 为 完全 度量 空间 所 具有 , 如 T» 局 部 紧 空 间 也 有 这 
样 的 性 质 . 读者 可 以 自己 证 明 这 一 论断 (习题 4.18), 证 法 是 类 似 的 . 此 外 , 可 以 用 
此 性 质 定义 一 类 空间 : 拓扑 空间 X 称 为 贝尔 空间 (Baire space), 如 果 空间 X 的 可 
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数 个 稠密 开 子 集 的 交 是 稠密 的 . 定理 4.2.12 可 重 述 为 完全 度量 空间 是 贝尔 空间 . 
推论 4.2.3 ”完全 度量 空间 是 第 二 纲 集 . 
证 明 ”只 要 证 明 完 全 度量 空间 (X,p) 不 是 第 一 纲 集 (定义 13.4). HA = 
UP. 4 An 是 任 一 第 一 纲 集 , 这 里 每 一 A, 是 无 处 稠密 子 集 . 由 于 


X-A=X- (Ù ^) DX- (Üm) = (\(x - 3). 
EI 


H 


Ly 


这 里 X — A, 是 稠密 的 开 子 集 (习题 4.10), 由 贝尔 


(X— An) £ Ø. 


= 


n= 


BIB X — AHA e. 证 完 . 
上 述 推论 的 证 明 表 明 : 贝尔 空间 是 第 二 纲 集 . 


4.3 度量 化 定理 


度量 空间 (X,p) 的 度量 p 导出 X. 上 的 度量 拓扑 F, 从 而 得 到 拓扑 空间 (X, 7). 
在 上 述 意 义 下 , 度量 空间 是 特殊 类 型 的 拓扑 空间 . 此 类 空间 应 用 很 大 , 且 可 以 用 开 
球 之 集 表示 它 的 基 , 在 论证 中 带 来 很 大 的 直观 性 . 因此 , 自然 会 提出 如 下 问题 : 怎样 
的 拓扑 空间 存在 相应 的 度量 , 使 由 此 度量 导出 的 度量 拓扑 正好 是 原来 的 拓扑 ? 这 就 
是 拓扑 空间 的 可 度量 化 问题 (metrizable problem). 

在 本 节 中 , 先 叙 述 具 有 可 数 基 的 拓扑 空间 的 可 度量 化 定理 , 然后 叙述 一 般 的 拓 
扑 空间 的 可 度量 化 定理 . 

定义 4.3.1 “拓扑 空间 X 称 为 可 度量 化 的 (metrizable), 如 果 在 X 上 存在 度 
量 o, TE o 导出 的 度量 拓扑 就 是 X 上 的 拓扑 . 

定理 4.3.1 (Urysohn 度量 化 定理 to4) 具有 可 数 基 的 正则 空间 同 胚 于 希 尔 伯 
特 立方 体 re ( 见 例 2.1.3) 的 子 集 , 从 而 可 度量 化 . 

证 明 ” 设 是 正则 空间 X 的 可 数 基 , 取 PRM (U,V), HU C V. 
所 有 这 种 元 素 对 (U,V) 所 成 的 集 显然 是 可 数 的 , 因此 可 以 记 为 


{(U1, Vi), (U2, V2), os (Un, Va), ud 小 


X 是 正规 的 (定理 2.3.3 和 定理 2.3.4), 由 Urysohn 引 理 (定理 2.4.1), 对 每 一 


fr(z)=0, EUn; fa(z) =1, rE X- Va. 
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gX fs KT Ht 
f) = 89 t. TOR 


显然 , f 是 连续 的 (定理 2.1.2). 

下 证 f 是 单 映射 (BI a A a! = f(x) A fla) AX Z& T. 的 ,存在 zx 的 开 邻 域 
W(x), 使 不 包含 x. BEUH, 可 找到 基 Y 中 元 素 对 (Un, Vn) IE £ € Un C Un C 
V, C W(z), 从 而 fala) 20, falx) = 1. 所 以 f(x) # f(a’). 

下 证 fo! 是 连续 映射 . Vx W(x) 是 空间 X 的 任 一 点 z 的 任 一 开 邻 域 . 由 上 述 
证 明 可 知 , Æ m" d W(x), 则 存在 n eN 使 得 希 尔 伯 特 空间 的 度量 p( f(x), f(2")) > 
1/n®, 这 说 明 


f (Sis (f(2))) € WC), 


这 里 开 球 Si f (x)) = UG") : p(f (x); fw") < 1/nj. 所 以 fo) 是 连续 的 . 

到 此 证 明了 f Æ X 到 Te 的 子 集 上 的 同 胚 映射 . 由 于 19 是 度量 空间 , 所 以 空 
间 X 可 度量 化 . 证 完 . 

Smirnov 删除 序列 拓扑 空间 ( 例 1.2.1 和 例 2.2.2) 表明 Urysohn 度量 化 定理 中 
的 正则 性 条 件 是 重要 的 . 

定理 4.3.2 ”在 拓扑 空间 X, 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 正则 空间 且 具 有 可 数 基 ; 

(ii) X AAFAA e 的 某 一 子 集 ; 

(iii) X 可 度量 化 且 是 可 分 的 . 

WEBB (D = (ii) 即 定理 4.3.1; (ii) > (iii), I^ 是 度量 空间 , 每 一 闭 区 间 [0,1/m] 
具有 可 数 基 , 而 可 数 个 具有 可 数 基 的 空间 的 积 具 有 可 数 基 (习题 2.17), 所 以 re R 
有 可 数 基 , 从 而 是 可 分 的 (定理 2.3.2); (i) > 6), 度量 空间 是 正则 的 (定理 4.1.5), 
可 分 的 度量 空间 具有 可 数 基 (定理 4.1.7). 证 完 . 

上 面 叙 述 的 是 经 典 的 Urysohn 度量 化 定理 . 它 的 条 件 比 较 简 单 , 应 用 方便 . 虽 
然 条 件 稍 强 一 些 , 所 得 的 结果 也 较 强 , 不 仅 是 度量 空间 而 且 是 可 分 的 . 在 这 些 意义 
下 , 可 以 说 Urysohn 定理 部 分 地 解决 了 拓扑 空间 的 可 度量 化 问题 . 下 面 的 Nagata- 
Smirnov 度量 化 定理 ，Bing 度量 化 定理 比较 完善 地 解决 了 此 问题 . 在 这 些 定理 中 分 
别 用 o 局 部 有 限 基 、c 离散 基 代 替 Urysohn 定理 中 的 可 数 基 . 

在 3.5 节 定 义 仿 紧 空 间 (定义 3.5.5) 前 , 曾 引 入 局 部 有 限 覆 盖 概 念 . 习题 2.9 中 
介绍 了 离散 集 族 的 概念 . 一 般 地 说 , RIY = (Us)aea 称 为 是 离散 的 (局 部 有 限 
的 ), 如 果 对 每 一 x e X 存在 x 的 邻 域 U(z) f U(z) nU, Z e 至 多 一 个 ae 4 ( 仅 

CD 严格 地 说 , 要 用 希 尔 伯 特 立方 体 的 形 如 定理 4.1.10 中 的 度量 , 这 时 o(f (a), f(x”) > 1/(2"n); 然 
而 此 度量 与 希 尔 伯 特 空间 的 度量 所 导出 的 拓扑 是 相同 的 , 见 定 理 4.1.10 后 的 说 明 . 
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对 有 限 个 a € A) 成 立 . 显然 , 离散 集 族 是 局 部 有 限 的 . 如 果 集 族 是 可 数 个 离散 (局 
部 有 限 ) 集 族 的 并 , 也 就 是 Y = Uren Wn, 每 一 4, 是 离散 的 (局 部 有 限 的 ), 则 称 
U =Unen Un 是 o 离散 的 (o 局 部 有 限 的 ). 显然 , 可 数 集 族 是 o 离散 的 . 

在 叙述 这 两 个 著名 的 度量 化 定理 之 前 , 先 引 入 度量 空间 理论 中 最 重要 的 定理 之 
一 —— Stone 定理 . 1948 年 , A. H. Stone74l 证 明了 一 个 非常 重要 的 结果 , 由 此 结 
果 可 以 推 得 度量 空间 是 仿 紧 的 . 下 面 定理 4.3.3 的 证 明 是 用 开 球 体现 Stone 的 证 法 . 
Stone 的 这 一 证 法 是 非常 精美 的 . 

定理 4.3.3 (Stone 定理 B37) RE NFA AT ARE i, 它 同 
时 是 o 离散 的 及 局 部 有 限 的 . 

WERH — X {Us}aes 是 度量 空间 (X, p) PBL. 对 每 一 ac A, 置 


Uan = {x : D(z, X — Ua) 21/27), n €N, (4.3.1) 
Jl] Us = UP Uan. 4 x € Uan, y € Vong BT, H (4.3.1) 
D(z, X — U4) — D(y, X — Ua) > 1/2" — 1/2^*! = 1/2""", 
从 而 (利用 不 等 式 |D(x, 4) — D(y, A)| < ple, )) 得 
t€ Us, y € Vans > plx, y) 2 1/271. (4.3.2) 
把 指标 集 A 良 序 化 (JL 0.3 节 的 Zermelo 定理 ), 置 
Uñ n = Van — U{Ugn41: 8 «o,8€ A, aE A; ne N. (4.3.3) 
对 任意 不 同 的 aa € A, Ha <a’ 或 a <a, FH (4.3.3) 可 得 
Uži n C X — Uani W Už n C X — Uwn (4.3.4) 


WR £ E€ Už n Y EU% n WH a< o 时 ,由 (4.3.3), x € Už n > x E€ Uan, Bl (43.4) 
的 前 式 ,ye Už: n > y EUansis Ma’ <a 时 , 类似 地 [由 (4.3.3) 及 (4.3.4) 的 后 式 ] 
可 得 ye Uwn, x € Uae ng. DPE oc « o! Ma’ <a, EH (4.3.2)  p(z, y) 2 1/27, 
故 有 

D(U: 


a,n? 


Dc 12T (4.3.5) 
此 外 , 易 证 
U{Uan :QE A, ne N)] - X. (4.3.6) 


H 
UL. m ix : D(x, Us n) < gne 
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exu OG UI equa (4.3.7) 


US JOU ED VEI cU (4.3.8) 
由 (4.3.5), (4.3.7) 及 三 角 不 等 式 , 易 证 对 任意 0,0 € A, a Za’, 


D(UZ 


a,n? 


Lr al aa (4.3.9) 


到 此 , 由 (4.3.9) 及 (4.3.6) 可 知 Unen{US n:a € A) BÆ V 的 o 离散 开 加 细 覆 
am. 为 了 得 到 同时 又 是 局 部 有 限 的 o POF DUAN su, 可 置 


Fa = |] Ue (4.3.10) 
acA 


由 于 对 每 一 ne N, {US,, :ae A} 是 离散 的 及 (4.3.8) 知 及 是 闭 集 , E 


Wo = UR, Wan = Ud, -U F; ( (4.3.11) 


则 Wan (n= 1,2,3,---) 是 开 集 . 下 证 


U{Wan:a€ A, ne N) 2 X. 


由 (4.3.6) 及 (4.3.8), (U]; :n € N, a € A) = X. XH x € X, Wm 
是 使 z e Ui. 的 最 小 的 正 整数 . 由 (4.3.8), £ € UY, 由 (4310), x € Fy (n = 
1,2,---,m — 1), Hi (4.3.11), z € Wom. 

现 证 {Wan :a € A, n e N} 是 局 部 有 限 且 o 离散 的 . 对 每 一 zeX, 由 (4.3.6), 
a E X UE, no» M (4.3.7) 


S4 nos (x) C Ui d Ut 


ao,no 0,20 


G Fu 


所 以 对 n> ng, Sy no (x) 1 Wan 一 Ø (a € A); 对 n < ngo, FH (4.3.9), Sy /an+s (x) 
至 多 与 一 个 UY,, 相交 , 而 


S3 jgno+4(2) C Sijan (£), Wan C Us, 


BOT n < no, S12no+4(X) 至 多 与 一 个 Wan WX. MAREE Y = Unen{Wan : 
a € A} 是 c 离散 的 . 由 于 Sirol) MW 中 的 至 多 no 个 元 素 相交 , 故 是 
局 部 有 限 的 . 显然 , Wan CUa, W 加 细 多. 证 完 . 

注 记 ”定理 4.3.3 对 伪 度 量 空间 也 成 立 . 
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由 上 述 定 理 及 仿 紧 空间 的 定义 (定义 3.5.5), 得 下 述 重要 定理 . 

定理 4.3.4 ”度量 空间 是 仿 紧 空间 . 

由 于 紧 空 间 是 仿 紧 空 间 , 结合 定理 4.3.4, 仿 紧 空 间 类 包含 两 大 类 重要 的 拓扑 空 
H: 紧 空 间 类 和 度量 空间 类 . 这 奠定 了 仿 紧 空间 在 一 般 拓扑 学 中 及 其 他 有 关 学 科 中 
的 重要 地 位 . 在 第 5 章 中 , 将 对 仿 紧 空 间 做 较 多 的 介绍 . 

在 度量 空间 (X, p) P, 对 每 一 个 n € N, FIR Yn = (S1, (m) : x e X) 覆盖 
X. 由 定理 4.3.3, Z 具有 o 离散 开 加 细 和 覆盖 M, 可 以 证 明 VY = Unen Mn Æ X B 
c 离散 基 (定理 4.3.5). 但 当 验 证 是 基 时 , 对 每 一 zeX 及 每 一 包含 点 x 的 开 集 
U, 存在 Sila) CU, 至 于 是 否 存在 Y, 中 包含 点 z 的 元 素 V, 使 Vc Sun(z), 由 
%, 加 细 27, 的 定义 不 能 保证 上 述 包含 关系 . 为 此 引入 如 下 概念 . 

X 4 是 拓扑 空间 X 的 覆盖 ( 集 族 ), 对 roe X, W str, Y) = UU:UEe 
U, reX); 对 ACX, 记 st(A,2Y)=U{UVU:UVUeY, UnAz ej. 

定义 4.3.2 We 4 EMITA x WI. MEn 称 为 点 星 加 细 184 
(point-star refines) 47, WMR (st(r, V) : x e X) WAY; 称 为 星 加 细 [398] (star 
refines) Y, 如果 (st(V, Y) : V eV} WA v. 

定理 4.3.5 ”度量 空间 具有 o 离散 基 . 

WEB] — (X, p) 是 度量 空间 . 对 每 一 ne N, BM = {Suan(z) :x EX}. 显 
然 , 对 每 一 v € X, st(a,Wn) C Sij, (0) D. 由 定理 4.3.3, % 具有 o SOT IA te 
Vy. 由 于 a WMA Yn, 对 每 一 x € X, st(x,%) C st(x,M). BV = (en 对 每 
一 ZEX 及 每 一 包含 r WHR U, FE n EN IË x E Siml) cU, W h PES 
包含 点 x WFR V, WV C st(x,%) C st(z, Yn) C Sys (x), Pr x eV CU. 因此 
Y FE XH o 离散 基 . 证 完 . 

在 Uyrsohn 度量 化 定理 (定理 4.3.1) 证 明 中 , 首先 由 Tychonoff 定理 (定理 
2.3.4) 得 到 正规 性 , 为 了 证 明 下 述 Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 4.3.6), 这 里 
类 似 地 仿照 Tychonoff 定理 的 证 法 建立 下 述 引 理 . 

引 理 4.3.1 RA o 局 部 有 限 基 的 正则 空间 是 正规 空间 . 

WA w X 是 正则 空间 , AH X 的 o 局 部 有 限 基 . 设 A,B 是 不 相交 的 闭 
R. 由 正则 性 , 对 每 一 ze A, 存在 多 中 的 开 集 Us 使 ze Us RU, n B e, 
置 Y= {Us :x € 4A}, YY Bm A RMI Y ={V,: y € B) 覆盖 B, 这 里 
yE Vy Vez HVynA- 9e. HF YY 中 的 元 都 取 自 o 局 部 有 限 基 Z, 可 写 
X UY =Unen Vas Y =Unen Yn 这 里 UM, Vr 都 是 局 部 有 限 的 , 置 


Un -U(U:U EN}, Vn =UV: VER}. 


O EE UV, = {Siyn(z) :ZE X), 此 式 说 明 Yn 点 星 加 细 Y.. 
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由 局 部 有 限 性 (5| 3E 3.5.2), 
Un eU : U € Yn}, Vn SUV BV E€ Mah. 
E 2.3.4), 置 


所 以 Un 与 B 不 交 , Vn 与 4 不 交 (n € N) (以 下 证 法 同 定理 
U{U, :入 7 


U! 2U, -U(Vy:k&n), V! = Vn — 


则 
U= |] cree (ae 
ncN ncN 

是 分 别 包含 A, B 两 不 相交 的 开 集 . 证 完 . 
下 面 要 引用 本 章 开始 时 引入 的 伪 度 量 

引 理 4.3.2 3x (X,.7) 是 To 空间 , {ponjne 是 X 上 的 可 数 个 伪 度 

pn(x,y) <1 (a, y € X) 且 满足 如 下 条 件 : 

(i) 每 一 pn : X x X > R 是 连续 函数 (关于 X. 上 的 拓扑 7); 

(ii) 对 每 一 ze X, 每 一 不 空 的 闭 集 AC X AE xg A, 存在 neN 使 


=. 
量 . 每 一 


Dy, (x, A) = infíp;(r,a) : a € A} » 0, 


则 空间 x 可 度量 化 且 X 上 的 度量 


p(x,y) = M gcns y) 


3 
ll 
un 


导出 的 度量 拓扑 重合 于 7. 
证 明 HE p(x,y) 是 集 X 上 的 度量 . 显然 满足 度量 公理 的 (M2) (M3) H. 
. LX 是 To 空间 , 对 不 同 的 点 zy € X, 或 者 x ¢ (y), 或 者 


. W x {y}, (ii) FE n EN f£ 


p(x,zr)-0(reX 
y ¢ {x} (定理 2.2.1 


Ses Ss 


D(x, {y}) = inf{pn(x,a) : a € {y}} > 0. 
从 而 pr(x,y) > 0, p(a,y) > 0. 所 以 p ÆR X 上 的 度量 . 
现 证 p 导出 的 度量 拓扑 就 是 7. 由 定理 4.1.4, 只 要 证 明 
D(x, A) 2 0 当 且 仅 当 ze A, 
按 定理 41.4 A = {x : D(x, A) 2 0} PA A BRR X EIER o 所 导出 的 度量 
拓扑 的 闭 包 , 而 上 式 的 4 是 关于 空间 (X, 7) 的 闭 包 . 
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te rg A, WA (ii) FE n € N 使 D, (x, A) =r > 0, Mitt 
D(z, A) 2 D(z, A) 2 r/2" > 0. 


相反 , 由 (i) 每 一 伪 度 量 p,, : X x X SR (关于 (X, 7)) 连续 , 从 而 p 也 连 
续 (由 一 致 收敛 性 ). 从 而 由 定理 4.1.3 的 证 明知 f(x) = D(a, A) 在 (X, 7) 上 连续 . 
所 以 , 设 zx c A, W f(x) e f(A) c f(A) = (0) (3€ x € AS D(a, A) = 0, 所 以 
f(A) = {0}). 这 就 是 D(x, A) = 0. 证 完 . 

定理 4.3.6 (Nagata-Smirnov 度量 化 定理 915.264) 拓扑 空间 x 可 度量 化 , 当 
AM4 X 是 正则 的 且 具 有 o 局 部 有 限 基 . 

证 明 ”必要 性 的 证 明 可 由 定理 4.1.5 和 定理 4.3.5 得 到 , 因为 离散 集 族 是 局 部 
有 限 的 . 下 证 充分 性 . 

设 正则 空间 X 具有 基 多 = Un Bn, Bn = (Balo,ca, 是 局 部 有 限 的 . 对 
每 一 对 正 整 数 n,m 及 每 一 an € An, 置 


Van m = U{ Ban : Bam E€ Bm, Ban C Bo,}. (4.3.12) 


由 局 部 有 限 性 , Vam C Ban. 由 引 理 4.3.1, X 是 正规 的 .由 Urysohn 51%, f£ 
在 连续 函数 fanm : X > [01] f£ fa m(X — Ban) C {0}, fanwn(Vonm) C {1}. 
由 22, 的 局 部 有 限 性 , 对 每 一 点 ze X 存在 开 邻 域 U(r) 及 有 限 集 An(x) C An 使 
U(2)N Bo, = Ø, An E As — An(t J: 考虑 积 空间 XXX WIE itt {U(x )x U(y)}e,yexs 
对 每 一 个 U(z) x Uly) 定义 连续 函数 mm : U(x) x Uly) 一 及 使 


9n,m (21, 22) = X {l fom m(21) — fa, m (22)] : an € An (x) U An(y)}, 


其 中 (21,22) € U(x) x U(y). 由 于 当 an d An(x)UAn(y) 时 , fanm Æ U(x) Æ U(y) 
上 为 零 , 上 述 等 式 可 改写 为 


gnm( £1, £2) =N das m( mum (x2)| : Qn € An}, 


其 中 (21,22) € U(x) x Uly). 注意 到 , F grm :U(a7) x Uly) 一 下 是 形 如 上 述 方式 
定义 的 函数 , H. (21,272) € (U(x) x U(y)) n (U(x) x U(y')), 易 知 


Gn, m1, 12) = Jn a. (11, 12). 
从 而 依 下 式 定 义 的 函数 pnm : X x X >R 是 确切 的 , 这 里 
prm(zlza) = gn, (21,22), “4 (£1, £2) E U(x) x U(y). 
易 证 pnm 是 连续 的 , 置 


Domo £2) = min(1, Prats x2)}, 
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WW phim ER X 上 的 伪 度 量 且 pj, (1,22) <1 (a1, 22 € X). 

到 此 得 到 集 X 上 的 可 数 个 伪 度 量 {Ph m}nmen 由 以 上 构造 过 程 , 这 些 伪 度量 
满足 引 理 43.2 的 条 件 (i). 下 证 满足 条 件 (u). 对 每 一 ze X 及 不 空 闭 集 AC x, 
使 zx ¢ A, 存在 开 集 B, Be 名 使 EB CB CB,ACX-B. 显然 ,可 以 
作为 B= Ba, € Bn, B! = Ba, E Zm, 这 里 an € An, Om € Am, 由 (4.3.12)， 
Ban C Va, m, 故 存在 fanm 使 


fonm(Z)=1;  fanml(a) =0 (a € A). 


从 而 Gnm(2,a) > 1, pa m (,a) > 1 pj, i (ma) = 1(a € A). 所 以 inf {nm (2, a) } = 
1. 到 此 证 明了 可 数 个 伪 度 量 满 足 引 理 4.3.2 AA (ii). 
由 引 理 4.3.2, 知 X 可 度量 化 . 证 完 . 

由 定理 4.3.5 和 定理 4.3.6, 得 下 述 定理 . 

定理 4.3.7 (Bing 度量 化 定理 66) 拓扑 空间 X 可 度量 化 当 且 仅 当 X 是 正则 
的 且 具 有 o 离散 基 . 

定理 4.3.6 和 定理 4.3.7 建立 的 度量 化 定理 统称 为 Bing-Nagata-Smirnov 度 


量化 定理 (Bing-Nagata-Smirnov metrization theorem). 
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本 节 主 要 叙述 有 关 可 度量 化 空间 在 闭 映 射 或 开 映 射 下 的 像 的 一 些 结果 . 

熟知 度量 空间 满足 第 一 可 数 公 理 , 而 前 面 的 例 4.1.5 指出 度量 空间 在 连续 闭 映 
射 下 的 像 未 必 满 足 第 一 可 数 公理 , 从 而 未 必 是 可 度量 化 的 . 因此 , 要 使 度量 空间 在 
闭 映 射 下 的 像 保持 可 度量 化 , 必须 对 映射 或 像 空间 附加 一 些 条 件 . 

下 面 的 例子 说 明度 量 空间 在 连续 开 映 射 下 的 像 也 未 必 是 可 度量 化 的 . 

例 4.4.1 (连续 开 映 射 不 保持 可 度量 性 ) 考察 通常 平面 的 子 空间 


wt {dr Den ied) 


vu (uz) :ieNn}u{ (Liti F) sien i<jeN). 
i i d$ 9 


把 第 二 坐标 相同 的 两 点 合 为 一 点 , 即 把 上 式 中 


1.1 1 
TEEDE i<jen} 
i d 7 
1 1 1 
(iei buen i«jeN| 
i d j 


中 的 点 与 
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中 的 相应 点 重合 , 其 他 的 点 仍旧 , 在 所 得 集 上 给 以 商 拓扑 , 所 得 空间 记 作 YY. 下 证 商 
映射 q 是 开 映 射 . 

Xt AC X 是 开 集 . THA) 是 由 增添 一 些 孤 立 点 于 4 而 形成 的 , 故 gq-1(g(44)) 
仍 是 开 集 , 从 而 ( 商 映射 的 定义 ) q(A) 是 开 集 . 

SRY 是 Ta 空间 . 下 证 了 不 是 正则 空间 . 取 空间 Y WATE F = {(1,1/i): 
i e N}, 空间 Y 中 的 点 (0,0) ¢ F. WU, V 是 空间 Y 中 任意 一 对 开 子 集 满足 
(0,0) €U, FCV, 下 证 UNV 关 9. Al (0,0) € U, FE io CN 使 当 j 2 iz do 时 ， 


(0,1/i+ 1/i- 1/3) € q-1(U). 
F C V, FE jo io HA j 2 jo IN, 
(1, 1/io + 1/ig 1/4) € q- (V). 


Ħ y = 1/io + 1/io-1/jo, WA (0,y) € aU) 及 (1,y) € a (V). 从 而 q(0,y) = 
q(1,y) eU n V. 证 完 . 

d X Y 是 拓扑 空间 , 映射 f :XX 一 了 称 为 有 限 对 一 的 (finite-to-one), 如 果 对 
fi— y c Y, f-!(y) 是 有 限 集 . 注意 , 在 例 4.4.1 中 的 商 映射 q, 对 每 一 ye Y, a! (y) 
是 单 点 集 或 两 点 集 , 此 例 说 明 有 限 对 一 的 连续 开 映 射 未 必 能 保持 可 度量 化 性 . 

引 理 4.4.1279 设 拓扑 空间 X 的 每 一 开 覆 盖 具 有 局 部 有 限 的 闭 加 细 和 覆盖, 则 
空间 X HY- FARRA RARR FIMA, 也 就 是 X 是 仿 紧 空间 . 

WEBB 设 wo 是 空间 X 的 开 覆 盖 , 取 局 部 有 限 闭 覆盖 — {4s}ses WA V. 
对 每 一 zeX 选取 开 邻 域 VY(z) MS o. 中 的 有 限 个 元 相交 , 设 多 是 一 局 部 有 限 
Ae n5, 加 细 开 和 覆盖 {V(x)}jex. 对 每 一 se 5, E 


W,-X-U(F:Fe£,FnA,-2). 


显然 , W。 是 包含 4。 的 开 集 (由 多 的 局 部 有 限 性 )， 此 外 , 对 每 一 se S, 每 一 
FEF, 


W.N Fo 当日 仅 当 A NFE. (4.4.1) 


对 每 一 se S, W U(s) € Y f A, CU(s) HRV. = W: N U(s), {Vs}ses 是 一 开 
FAMA 多 . 由 于 每 一 ze x 具有 邻 域 仅 与 多 的 有 限 个 元 相交 , 而 F 的 每 一 个 
TCR (包含 在 某 V(x) 内 ) 仅 与 wf 的 有 限 个 元 素 相交 , 由 (4.4.1) 仅 与 有 限 个 W, 相 
交 , 从 而 仅 与 有 限 个 V. 相交 . 故 知 履 盖 {Ve} cs 是 局 部 有 限 的 . 证 完 . 

Hg ” 引 理 的 证 明 表 明 : 对 空间 X 中 的 每 一 局 部 有 限 集 族 {4,}ses, 存在 X 
的 局 部 有 限 开 集 族 {V;}ses 使 每 一 A, C Ve, se S. 
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集 族 YU = {Uajaea 称 为 点 有 限 的 (point-finite), 如 果 对 每 一 zeX eUa 
仅 对 有 限 个 a € A 成 立 . 显然 , 局 限 有 限 集 族 是 点 有 限 的 . 

引 理 4.4.2090 设 Y = {Ushoca 是 正规 空间 X 的 点 有 限 开 覆盖 , 则 存在 开 
Wu V = {Vahaca f Va CUa (a € A). 

证 明 i Z AX ERRI, 5 为 满足 下 列 条 件 的 映射 f : 4 一 全 体 : 


U fla) =X 并 且 对 任意 ae A, 有 f(a) = Us 或 者 fla) C Us. 

acA 
在 集 5 上 定义 序 “<”: W fi, fo € D, IE fi < ,如 果 对 任意 a € A, fila) D fela) 
HE fi(o) c Ua IN, fila) = fa(o). AR o 形成 偏 序 集 . 任 取 5 中 的 全 序 子 集 
V—i(f,s:seS) FE vH EX. 

XE X. fola) = leg fsla), ac A. 下 证 fo € 9. 由 < 的 定义 , 可 以 看 出 fola) 
是 开 集 并 且 fola) = Ua 或 者 fo(a) C Us. 于 是 只 要 证 明 LU f(a) = X. 

对 每 一 Ze X, FH {Ua}aea 的 点 有 限 性 ， r 仅 属 于 有 限 个 Ua. 设 {ai ak} = 
fac A:x EUa}. 如 存在 a; (1 <i < k), f£ folai) = Us, W x € fo(o;). AM, 
对 任意 i (1<i< k), A folai) C Uas 仍然 由 < 的 定义 , 存在 se S, IE s>s 
时 , 有 fo(ai) = fs(ai). & so = max{si,---, sx}, W fo(ai) = fso(ai)(1 & i < k). 由 
F {f..(a) : a € A} ti X, seU, M4 ac {a ak} 且 fola) c Us, 因此 
x € Uta fs (o) = Uta fo(oi). 这 就 证 明了 Usca fla) =X. FE fo € 9. Mit fo 
是 Y AER. 

由 Zorn 引 理 , 6 中 有 极 大 元 f. 下 面 证 明 对 任意 ac A 有 f(a) C Us, 从 
而 引 理 44.2 HE. AN, 存在 ao € A 使 (ao) & Ua XXI, flao) = Ua, & 
F = X — U(f(o) : a Z ao}, WF AARIFA F C flao). 由 正规 性 , 存在 开 集 V, 
fi FOV CVC flao) = Ua. 定义 映射 f: AS TH 


f'(a) - nicer 


f(a), « * Q0, 


则 f ESE f^ > f, 这 与 f 的 极 大 性 矛盾 . 证 完 . 

引 理 4.4.3 ”完备 映射 保持 局 部 有 限 集 族 . 

证 明 ” 设 /是 拓扑 空间 x 到 拓扑 空间 Y 上 的 完备 映射 , v 是 X 中 的 局 部 
有 限 集 族 . 下 证 Y — {f(U) :Ue U} 是 了 中 的 局 部 有 限 集 族 . 

对 每 一 ye Y, 每 一 ze f- (y), 存在 开 邻 域 U(z) 仅 与 有 限 个 Ue WY FAB, 
17 (y) 是 紧 的 , ARA Ul) 覆盖 了 £7 (y), 设 这 有 限 个 U(z) 的 并 为 V. Vy > 
fo(y). Bl f 是 连续 的 闭 映 射 , 由 推论 1.5.1, FERE W, f£ V, > W, 5 fy), E 
(Wy) 是 了 中 的 开 集 及 Wy = £71 ((W,)), Wy 仅 与 有 限 个 Ue 多 相交 . f(W) 
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Hk f(U) 相交 当 且 仅 当 W, 与 这 一 U 相交 , 故 点 y 的 邻 域 (wW) 仅 与 有 限 个 
fU) 相交 . 证 完 . 

注 记 ”拓扑 空间 X 的 子 集 族 称 为 局 部 可 数 的 locally countable), WRX} 
每 一 rec X, 存在 r 的 邻 域 仅 与 可 数 个 Ue YY Ta. 如 果 上 述 引 理 中 的 f£ 是 连续 
的 闭 映射 , H. fiu) 具有 Lindelöf EM, 由 完全 类 似 的 证 法 可 以 得 到 这 样 的 映射 
保持 局 部 可 数 集 族 . 

引 理 4.4.4 ”完备 映射 保持 正规 仿 紧 性 . 

证 明 dx f 是 正规 仿 紧 空间 OX 到 拓扑 空间 Y 上 的 完备 映射 ,显然 了 是 正 
规 空间 (习题 2.12). dk Y BY WB, f^ (Y) = {f-1(V)}vew Æ X WIE 
xk. 由 仿 紧 性 , 存在 局 部 有 限 开 覆盖 ZU = {Us}ses 加 细 f7. 由 正规 性 及 引 理 
4.4.2, TEWAK 多 = (Fes IE Fs C Us, se S. F 是 局 部 有 限 的 , 由 引 理 4.4.3, 
{F (F>) jses 是 空间 Y 的 局 部 有 限 闭 覆盖 加 细 V, 由 引 理 4.4.1, 知 Y 是 仿 紧 空 间 . 
证 完 . 

引 理 4.4.5 WE K 是 度量 空间 (X,p) WATE, FE UDK, 则 存在 + > 0 
使 S.(K) c U, XE S,(K) = U{S,(x) :x c K}. 

证 明 置 f(x) = D(x, X —U). 由 定理 4.1.3, f : X 一 [0,co) 是 连续 映射 . 由 
定理 4.1.4 知 在 K 上 f(x) > 0, 熟知 紧 集 K 上 的 实 值 连续 函数 达到 上 确 界 、 下 确 
界 , 故 存在 7 > 0 使 f(x) >r, xe K. 从 而 5S,(K)cU. s. 

定义 4.4.1099 拓扑 空间 x 的 开 覆 六 序列 {he 称 为 空间 X 的 一 个 展 
JF (development)， 如 果 对 每 一 x e X, 每 一 包含 x WHE U, 存在 i CN, 使 
st(x,W;) C U. 具有 展开 的 空间 称 为 可 展 空间 (developable space). 

易 知 度量 空间 是 可 展 空间 ， 对 每 一 ; EN, BH = (91ys(z) : x € X}, 则 
Uf Hen 是 一 个 展开 . 

引 理 4.4.6 ” 设 可 展 空间 X 的 每 一 开 履 盖 具 有 o 局 部 有 限 开 加 细 和 覆盖 , 则 X 
具有 o 局 部 有 限 基 . 

WEBB {Ahe Æ X 的 一 个 展开 . 对 每 一 i € N, 存在 o BAIR ARES 
B= Ujen Bij MWA A, 每 一 By 是 局 部 有 限 开 集 族 . 置 B= Uien Zi, Z 是 o 
局 部 有 限 开 集 族 . 下 证 多 是 空间 X 的 基 . 对 每 一 ze X, 每 一 包含 x 的 开 集 U, 由 
定义 4.4.1, 存在 ie N, 使 st(z,W) CU. A 22; 加 细 GH, st(m, Bi) C st(m, 4) CU. 
故 存在 Be Zi Exe BCU. 证 完 . 

为 了 便于 下 列 定 理 证 明 的 叙述 , 介绍 饱和 集 的 概念 . BREE S C X 是 关于 映射 
f :XX 一 Y WFO (saturated set), WR S = f-!(f(S)), RNA f^ (y) Sz e, 
MW f-1(y)c S. 

定理 4.4.1508 375] 完备 映射 保持 可 度量 化 性 . 

证 明 i f 是 度量 空间 (X,p) 到 拓扑 空间 Y 上 的 完备 映射 . 对 每 一 ye Y, 
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icN, E 


Uy) = Sial fT (9) = U S1/:(2) 


ve f—*(y) 
= {x': FE xef (y), f& o(z,2') «1/i), (4.4.2) 
Wily) 2 Y — f(X — Ui(y)), (4.4.3) 
Vily) = 广 (Wi(y)) c Uily). (4.4.4) 


因为 f- (y) c Ui(y), PA y eY — f(X — Ui(y)) = Wily). BF f 是 闭 映射 , Wi(y) 
是 Y 中 包含 点 y 的 开 集 , Vi(y) 是 X 中 包含 f (y) 的 开 集 , 且 由 (4.4.3), (4.4.4) 可 
知 Vi(y) 是 包含 在 Ui(y) 内 的 最 大 的 饱和 集 , 即 fie) C Ui(y) > 广 !(z) C Vily). 
由 (4.4.2), (4.4.3), (4.4.4), 显然 对 每 一 ye Y, ji, 有 


U;(y) C Uily), W;(y) C Wily), Vily) C Vily). (4.4.5) 


对 每 一 ie N, We = (Wi) yey 是 了 的 开 覆 盖 . 下 证 开 覆 盖 序 列 {Yi}ien 是 
空间 Y 的 一 个 展开 . 为 此 , 先 证 对 每 一 ye Y, 集 族 


{Wily) jien 是 y 的 邻 域 基 . (4.4.6) 


设 V Æ y 的 开 邻 域 , iy) c HV). B f^! (y) X, 由 引 理 4.4.5, 存在 i € N, 
使 
Sii(f  (y)) = Ui(y) C f (V). 
FH (4.4.4), Vily) C f (V), 从 而 Wily) = f(Vi(y)) C V, (4.4.6) 得 证 . 下 证 


3j EN fi st(y, H) C Wily). (4.4.7) 


FH (4.4.3), (4.4.4), f! (y) C Valy). Al f^! (y) 紧 , 由 引 理 4.4.5, FE j 2 2i 使 
U;(y) C Vai(y). (4.4.8) 
By BEV; 中 的 某 一 元 W;(z), 要 证 W;(z) c Wily), 从 而 (4.4.7) 得 证 . 由 (4.44), 
F) c £^ QV) = V() c UC). 


对 每 一 ze f(y) C Uj;(z), 由 (4.12), 存在 we f2), 使 p(x,2x') < 1/j, 从 而 
f^ (x) n U;(y) FS. H (4.4.8) 及 Vaily) 是 饱和 集 , 得 


f (2) € Valy). (4.4.9) 
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任 取 te W;). Bl f(Vj(2)) = W;(), FQN Vj) 2 e. 因 V; (o) 是 饱和 集 ， 
/7*( € Vj) € Uj(). TEH (44.2), 7 (s) c Uj(z), BA 


Vref,dasa'ef !(2) p(z,a) «1/j < 1/2. (4.4.10) 


由 (4.4.9) 及 (4.4.4), f 1(z) C Valy) C Uzi(y), 故 对 每 一 ze f-!(z), 存在 a" € 
f^ (y) BE pla’, 2") < 1/2i. 结合 (4.4.10) 式 得 plx, a) < 1fi. 从 而 f (t) C Uily). 
由 于 Vi(y) 是 包含 在 Vily) 内 的 最 大 的 饱和 集 , 所 以 f (t) C Vi (y), 从 而 t € Wily). 
FH t 的 任意 性 , W;(z) c Wily). (4.4.7) 得 证 . 

由 (4.4.6), (4.4.7) 知 {Wien 是 空间 Y 的 一 个 展开 . 由 于 度量 空间 是 仿 紧 的 
(定理 4.3.4), 由 引 理 4.4.4, Y 是 仿 紧 的 . 由 引 理 4.4.6 及 定理 4.3.6, Y 是 可 度量 化 
空间 . 证 完 . 

引 理 4.4.7053 i fj T 空间 XX 到 满足 第 一 可 数 公理 的 空间 Y 上 的 连续 
闭 映射 , 则 X 上 的 任 一 实 值 连续 函数 在 每 一 边缘 0f (y) (y € Y) EAR. 

证 明 ”首先 给 出 满足 第 一 可 数 公理 的 一 个 等 价 刻画 : “对 每 一 ze X. 存在 x 


证 明 (习题 4.13). 
用 反 证 法 . 如 若 不 然 , FEES EEA: X OR Ry € Y, f£ h YE 8f (y) 
上 无 界 , 则 可 取 序 列 {rn} c Of (y) 使 


|h(an41)| > |R(@n)| +1, neN. 


H 

Va ={u: x E€ X, |h(z) — h(zx4)| < 1/2}, 
则 (V, seu 是 离散 开 集 族 , H zw € Va. BE {Un(y)} 是 点 y 的 满足 第 一 可 数 公理 的 
开 邻 域 序列 . 下 面 取 z,€V,nf-(U,(y)) 使 所 有 的 f(z) 是 不 同 的 . HC = mi, 
设 已 取得 Z2; £33 5 £n-1 满足 上 述 条 件 ， 置 


Wa = (Van f\Walw))) - LU Ce: 
k=2 


因为 f 是 连续 闭 映射 , X 是 Ti BU, 所 以 fol f (zn) 是 闭 集 , 从 而 Wr 是 zn 的 开 
邻 域 . 由 于 m, 是 f-1(y) 的 边缘 点 , 于 是 Wn 一 fly) 不 空 . 取 zn € Wn — f! (y). 
这 z 显然 满足 条 件 . BZ = {z, :meN}，2 的 任何 子 集 是 闭 集 ， 因 f 是 闭 映 
H, f(Z) = {f(zn) :n e N} 的 任何 子 集 都 闭 于 Y, 即 序 列 (f(z,)) 无 聚 点 . 但 是 
f(zn) € Un(y) (n € N), 这 与 Y 满足 第 一 可 数 公 理 矛 盾 . 证 完 . 

注 记 ”上 述 引 理 中 的 “满足 第 一 可 数 公 理 ” 可 以 代 以 “可 数 紧 ”, 结论 也 成 立 
由 定理 3.5.2 得 矛盾 ). 


— 
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设 X, Y 都 是 拓扑 空间 , 映射 f: X Y 称 为 紧 映 射 (compact mapping) GA 
缘 紧 映射 (boundary-compact mapping)), 如 果 对 每 一 y e Y, f-!(y) (0f-!(y)) 是 
X 的 紧 子 集 . 完备 映射 就 是 连续 的 闭 、 紧 、 满 映射 (定义 3.3.1). 

引 理 4.4.8 ie f ÆT 空间 XX 到 拓扑 空间 Y 上 的 边缘 紧 的 连续 闭 映射 , 则 
FEE FCX IE fle 是 到 Y 上 的 完备 映射 . 

ERR f 是 连续 的 闭 映射 ,Y 是 Ti 的 , f^! (y) HIT. X, 0f (y) C fol). 
当 y Æ Y 的 孤立 点 时 , (y) 同时 是 开 集 ， 广 !(y) 既 开 且 闭 , 9f-1(y) = o (定理 
1.3.10), 这 时 任 取 p, € fly). WY 中 孤立 点 所 成 集 为 E, E 


F = U{{py} :ye EJU(U(0f (y) :ye Y — Ep. 


下 证 F 是 闭 集 . Re dé Fic 必 属 于 某 一 f-1(y). RN, Myc E, Wü fy) 
EFK, f(y) — {py} 是 包含 点 r 的 开 集 ( 因 单 点 集 {p} BAR) 5 F 不 交 ; 如 
y € Y — E, W f(y) - 0f (y) 是 包含 点 x WFR (AA A-OA= A) BPH 
AE. OF ALARA x 的 闭 集 . 

易 证 f 在 闭 集 F 上 的 限制 fls Æ F BY 上 的 连续 闭 映射, 由 于 每 一 ye YY 
关于 fie MUM ARE Of y) 或 者 是 单 点 集 {py}, 所 以 fle 是 完备 映射 . 证 
Ju. 

注 记 ”上述 引 理 可 叙述 为 更 一 般 的 形式 (其 证 明 也 完全 类 似 ): Ye f 是 Ti 空 
|] X 到 拓扑 空间 Y 上 的 连续 映射 , 则 存在 闭 集 CX 使 flr: FY 是 连续 的 
满 映射 且 对 于 每 一 y € Y. (fle) 1 (y) 或 者 是 单 点 集 , 或 者 是 非 空 集 Afty). 

定理 4.4.2 (Morita-Hanai-Stone 定理 [308, 375) 设 f 是 度量 空间 (X, p) 到 拓 
扑 空间 Y 上 的 连续 闭 映射 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) 空间 Y 可 度量 化 ; 

Gi) 空间 Y 满足 第 一 可 数 公 理 ; 

(iii) f 是 边缘 紧 的 . 

证 明 (i) = (ii), BA; (ii) > (iii), 由 引 理 4.4.7 及 定理 3.5.6 的 证 法 知 0f 71 (y) 
是 可 数 紧 的 , 然后 由 定理 4.1.8 AH ofi (y) 是 紧 的 ; (iii) > (i), 由 引 理 4.4.8 及 定理 
4.4.1 得 证 . 证 完 . 

引 理 4.4.9 ”连续 的 开 映 射 保持 第 一 可 数 性 . 

证 明 i f 是 满足 第 一 可 数 公理 的 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 开 上 映射. 对 每 
— y € Y, FRM x € f-1(y), V {Ui(z)} 是 点 z 的 可 数 邻 域 基 . DN] f 是 连续 开 映 射 ， 
AE {f(Un(7z))} 是 点 y 的 可 数 邻 域 基 . 证 完 . 

注 记 “由 以 上 证 明 可 知 连续 开 映 射 保 持 邻 域 基 的 势 . 注意 , 证 明 中 曾 “ 任 取 
点 Ze f-l(y)" A. Arhangel'skii! 7. 曾 定 义 一 种 弱 于 开 映 射 的 映射 , 称 为 几乎 开 映 
射 (almost open mapping): 如 果 对 每 一 y € Y, 存在 ze f-1(y), 对 x 的 每 一 邻 域 


地 
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U(x), f(U(z)) 是 y 的 邻 域 . 显然 , 连续 的 几乎 开 映 射 保持 邻 域 基 的 势 (习题 4.19), 
特别 保持 第 一 可 数 性 . 

定理 4.4.36] 既 开 且 闭 的 连续 映射 保持 可 度量 化 性 . 

WEBB ”由 定理 4.4.2 及 引 理 4.4.9 得 证 . 证 完 . 

定理 4.4.4 (Hanai-Ponomarev 定理 077 335]) 每 一 个 满足 第 一 可 数 公理 的 To 
空间 是 某 一 度量 空间 在 连续 开 映射 下 的 像 . 

证 明 ik X 是 满足 第 一 可 数 公 理 的 To 空间 . 设 {Uahaca 是 空间 X 的 所 有 
的 开 集 构成 的 集 族 . 利用 指标 集 4 构造 广义 贝尔 零 维 空间 IN (A), 这 是 一 度量 空间 ， 
度量 p 的 定义 见 例 4.1.2. 为 了 叙述 方便 起 见 , 记 空 间 N(A) 中 的 点 (a1, a2,…) = 
fon}. 取 空 间 N(A) 的 子 集 


S = (fon) : (Us, }nen 形成 某 一 点 zeX 的 开 邻 域 基 }. 


定义 映射 f: S— X, 使 f(a) = x, KB a= {an} € S Tfl (Us, }ncn BRA m € X 
的 邻 域 基 (由 于 X 是 To AY, f 是 一 映射 ). 因为 X 满足 第 一 可 数 公理 , f 是 满 映 射 . 
在 证 明 f 是 连续 的 开 映 射 之 前 , 先 证 明 对 任 一 a = {an} e S, fE— ke N, 有 


k 
F(Sij(@)) = ^] Vans (4.4.11) 


这 里 Sıla) = {a € S : p(a,a’) < 1/k}. XX o = {a} € S WE pla,a’) < 
l/k, 由 p 的 定义 知 , 4 n < k Hj, an = o^, 由 5 的 定义 , fo’) 的 邻 域 基 应 是 
{Uw ens 所 以 fla’) € P Ver, = (hi, Vans 从 而 f(Sip,(a)) C E Ven. B 
一 方面 , 设 x e (15 Ua, 选取 开 集 序列 (Us, : j >k +1} 作为 点 x 的 邻 域 基 , 则 
a! = (01,02, :** Ok, Dicis B2, -) € S, f(a’) =x E. playa’) < 1/k (EH p HE), 
所 以 x € f(Sijs(0)). (4.4.11) 式 得 证 . 

下 证 f 是 连续 的 . WU 是 点 f(a) = z 的 任 一 开 邻 域 , 这 里 a = (os). 由 
f 的 定义 , {Ua aeu 是 点 z 的 邻 域 基 , 存在 Us, 使 z € Ua, C U. 由 (4411), 
f(Siji(a)) C Ua, CU, 从 而 f 是 连续 的 . 

下 证 f 是 开 映 射 . 由 于 {Syjr(a) : k EN, a e S) 是 子 空间 S 的 基 , 对 任 一 
a € S, f£— k € N, 由 (44.11), f(S1/,(o)) EFR, 所 以 f EFRI. 

综 上 所 述 , 证 明了 f 是 N(A) 的 子 空间 到 空间 x 上 的 连续 开 映 射 . 证 完 . 
由 引 理 4.4.9 和 定理 4.4.4 可 知 : 在 To 空间 中 , 满足 第 一 可 数 公 理 的 空间 可 以 
刻画 为 度量 空间 在 连续 开 映 射 下 的 像 . 


4.5 一 致 空间 
一 致 空间 可 以 作为 介 于 拓扑 空间 与 度量 空间 之 间 的 一 类 空间 . 自从 1938 年 A. 
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Weil [to9] 引进 一 致 空间 以 来 , 关于 它 的 理论 可 以 独立 于 拓扑 空间 理论 之 外 , 但 与 拓 
扑 空间 有 密切 联系 . N. Bourbaki 57] 曾 在 书 中 以 大 量 篇 幅 阐 述 其 理论 . 这 里 仅 作 简 
单 介绍 . 为 了 适应 近代 一 般 拓 扑 学 的 需要 , 这 里 基本 上 采用 1940 E J. W. Tukey 998] 
的 理论 , 最 后 论证 两 种 理论 之 间 的 关系 . 

前 面 曾 对 拓扑 空间 X 的 覆盖 引进 点 星 加 细 、 星 加 细 等 概念 (定义 4.3.2). 下 面 
将 对 集 X 引用 这 些 概念 . 

设 Y 是 集 X 的 覆盖 . 对 zeX, 记 sttz2)=UITI:UES5 xeU} X 
AcX,idst(A,27) =U{U €Y:UNAF B}. 

设 UV ER OX WB, 如 果 对 Y^ 的 每 一 元 下 FETE U € © TEV CU, 则 称 
覆盖 V MAB V, WEY < 多 ; WRR (sV.Y):V eV} 加 细 e. 
星 加 细 V, WHEY cv. 

RUV, V BEX 的 覆盖 , YAV ={[UNV:U EUV, VEN) ABHY,V 
的 交 . 这 规定 也 适用 于 有 限 个 覆盖 的 情况 . 

定义 4.5.1 设 {Us :ae A} 是 集 上 的 覆盖 Y 所 成 的 族 , 如 果 满 足下 列 
条 件 : 


U1) 对 X 的 覆盖 V, WHEE CALE Ya <U, MWY €{W:a€ A}; 

U2) 对 任意 0,8 € A, 存在 Ye ANE Uy < Ua, Uy < Up; 

3) 对 每 一 we A, FETE B € A MH va < Ua; 

U4) 对 任意 x,y € X (x £y), FE a € A 使 中 没有 一 个 元 同时 包含 点 x 
E y, 则 称 {% : a € A) ER X 上 的 一 个 一 致 结构 (uniformity), R X 连同 它 的 一 
致 结构 {2 : o € AV 称 为 一 致 空间 (uniform space), 可 以 记 为 (X,{Z : a € Ap). 
为 简便 起 见 仍 记 为 x. 一 致 结构 {UVa : a e A} 的 子 族 {Ws : 8 € B) (Bc A) 称 为 
一 致 结构 的 基 (basis of uniformity), 如 果 对 每 一 we A, FE 0 € B fii 475 < Ua. 

定理 4.5.1 Æ X 的 覆盖 所 形成 的 族 {%: 8 < B) BR X 上 的 某 一 个 一 至 
结构 的 基 当 且 仅 当 满 足 定义 4.5.1 的 (U2)~(U4). 

证 明 设 90 = {Ws :Be B) Æ X EHA o — (2, :a eA} 的 基 . 对 
B,B' € B, Al 9?' c 6, 8,6' e A, HF 9 满足 (U2), FE y € A f A, < Us, Yy < 
Up. 因 D 是 5 的 基 , 存在 Ye BME U <U, MIM Ws < Us, Uy < Ug. 所 以 
9' 满足 (U2). 类 似 地 可 证 9' 满足 (U3), (U4). 

相反 , WO = {U : B € B) 满足 (U2)~(U4). E 


a 


( 
( 
( 
( 


$—[(49:38ecB fb UY < YM, 


这 里 y 是 X 的 覆盖 . 对 任意 Vo, Va € 0, HO 的 定义 , 存在 6,0" e D, 使 
Ug < Un, Ug < Us. ' 满足 (U2)， 存在 YEB 使 Un, < Up, Ur < Us, 从 而 
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存在 dv, e BME Uy < Ua, Uy < Uar 所 以 5 满足 (U2). 类 似 地 可 证 5 满足 (U3)， 
(U4). 显然 , 5 满足 (U1), 故 6 Jé X 上 的 一 致 结构 . 证 完 . 

例 4.5.1 指出 度量 空间 是 一 致 空间 . 

Gl 4.5.1 Ut (X, p) 是 度量 空间 , 取 由 开 球 组 成 的 覆盖 


Un = dS9ias(z):z € X}, neN. 


显然 有 Unyi <M (WEN). 从 而 易 知 D = (275, :ne N} HE (U2), (U3). AX 

是 Ti 的 , 对 x,y € X, x Z y, 存在 S.(a) f y € S.(x). Wn cN fi 1/3” < e, 

Wy € S1/5«(z), 由 于 st(S1/5 (2), Yayi) C Siyan (x), 所 以 Mar 中 没有 一 个 元 

同时 包含 点 z 与 y, 所 以 P 满足 (U4)， 由 定理 4.5.1, P 是 一 致 结构 的 基 , 从 而 

$ — (4 : FE Un CONEY, <U) EX ERB. 所 以 (X, p) 是 一 致 空间 . 
例 4.5.2 指出 拓扑 群 也 是 一 致 空间 . 

例 4.5.2 (拓扑 群 ) 群 (group) G 是 一 集 , 对 任意 xz,y € G, 有 zy € G 与 之 对 

应 (zy 称 为 x, y 的 乘积 ) 且 满 足 如 下 条 件 : 

(G1) (zy)z = x(yz), 2, y,2 € G; 
(G2) FE e € G 使 ze = ex = z XERE— x € G 成 立 ; 
(G3) 对 每 一 ze G, 存在 x 1 € G f xz = rlr = e. 

JUR e BAH G 的 单位 元 , r! 称 为 元 素 z WA. 易 知 单位 元 、 道 元 是 惟一 的 . 
拓扑 群 (topological group) G 是 一 个 群 同时 又 是 Ti 拓扑 空间 且 满 足 如 下 条 件 : 
(TG1) f(x,y) = zy Æ G x G — G 的 连续 映射 ; 

(TG2) g(x) = zx-! 是 G 一 G 的 连续 映射 . 
设 A,BCG, 记 A4-1={r-1:z€eA}, AB = {zy:x E€ A, yE BL H AXB 

是 单 点 集 {x} 或 (y) 时 , 则 后 一 情况 记 为 zB 或 Ay. 

设 急 是 单位 元 e 的 邻 域 基 , 则 对 每 一 BEB, Up = {zB :ze G} 是 G KA 

ti. HO = {Ys : Be 多 }. 为 了 证 明 拓扑 群 G 是 一 致 空间 , 只 要 证 明 o 是 G 上 的 

一 致 结构 的 基 . 

由 邻 域 基 的 条 件 (NB3) ( 见 定理 1.2.3), 知 满足 (U2). 为 了 证 明 o 满足 (UB), 

只 要 证 明 


对 每 一 Be 多 , 存在 Bı € BM st(xB,,Yp,) C zB, x € G. (4.5.1) 


置 f(z1, 22,23) = zizzlzs. 由 (TG1), (TG2) BA f :G xG xG >G 是 连续 
映射 , 而 f(e,e,e) =e, 由 于 f 在 点 (ee,e) 的 连续 性 , 对 e 的 任何 邻 域 B € 多 , 存在 
e 的 邻 域 Bl € Z 1E f(Bı x By x By) = BH, Bi C B. 设 zBi GR m Bi € Vp, TH 
AR. 下 证 zi Bl C £B, 从 而 st(xBy, 475,) C zB, (4.5.1) 式 得 证 . Al £B na B1 £ Ø, 
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存在 bo, bi € By 使 zbo = zi01, £1 = xbobi ^, XE zi B1 的 任 一 元 z15 (5 是 的 任 
一 元 ), 有 

zıb = xbobi b € xB, BI 'Bı C zB. 
所 以 z1B1 C zB, (4.5.1) 式 得 证 . & 满足 (U3). 

对 G 的 不 同 元 素 x,y, zy Ze. 因 G ÆT W, FE e 的 邻 域 Be 多 使 
vty ¢ B. 由 (TG1), (TG2), g(zi,22) = x71z2 Æ G x G 一 G 的 连续 映射 ,而 
g(e,e) =e, 由 于 g 在 点 (e,e) 的 连续 性 , 对 e 的 邻 域 B, 存在 e 的 邻 域 Bl e 多 使 
g(Bı x By) = BL Bi C B. 下 证 Ve, 满足 (U4) 的 要 求 . WETA, x,y 同属 于 Ve, 
的 某 一 元 zo0B1, 即 存在 by, bo € By ÍË £ = vobi, y = robo, W 

x ty = (xgbi) l(xob3) = by xg zobe 
= bjb € BI 'Bı CB. 
这 是 矛盾 的 . 到 此 证 明了 5 满足 (U4). 证 完 . 
由 定理 4.5.1, 6 是 G 上 的 一 致 结构 的 基 , 从 而 拓扑 群 G 是 一 致 空间 . 
下 面 叙述 一 致 空间 与 拓扑 空间 的 关系 . 
定理 4.5.2 Yt X 是 一 致 空间 , (27, :a e A} 是 一 致 结构 (或 一 致 结构 的 基 ). 


置 


F={U:UEX, Vx cU, Jac A Tf st(£, Va) CU), (4.5.2) 
WW 多 4x 上 的 拓扑 . 
证 明 ”显然 , ge 9,Xe29, 且 2 关于 任意 并 封闭 的 ( 即 满足 (O1), (03)). 
下 证 满足 (02). Ul, U; € JZ, UNU: 4 8. 对 每 一 zeE UiNU2, 因 Ue, 存 
YE o4 € A fi st(x,%,) C Ui; Bl US € Z, FRE a2 € A 使 st(z,W,) C Us. EH (U2), 
FETE y € A f UW < Way, Uy < Won. BA 


st(r, Yy) C st(v, Ya) N st(z, Vas) C U1 N U2. 


证 完 . 

定义 4.5.2 ”由 定理 4.5.2 中 (4.5.2) 式 定 义 的 拓扑 7 称 为 由 X 上 的 一 致 结 
构 导 出 的 拓扑 (topology induced by an uniformity). 

在 上 述 意义 下 , 一 致 空间 是 拓扑 空间 , 2 的 元 素 是 这 拓扑 空间 的 开 集 . 

定理 4.5.3 x 7 是 集 X 上 的 一 致 结构 {Va : ac A) 导出 的 拓扑 , 则 

(i) {st(x, Va) : a € A} 形成 拓扑 空间 (X, 7) 中 点 x 的 邻 域 基 ; 

(ii) 存在 仅 由 开 和 覆盖 组 成 的 这 一 致 结构 的 基 . 

证 明 (i) 对 每 一 开 集 U 及 任意 点 reU, 由 定理 4.5.2 的 (4.5.2), 存在 we A 
使 st(z,U) CU, 所 以 只 要 证 明 st(z,%) 包含 着 一 个 含 点 r 的 开 集 . E 


V = {x':3 B E A f£ st(z', 45) C st(x,%)}. (4.5.3) 
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显然 , x eV Cst(xz,%), ME V 是 开 集 . 由 (4.5.2) 只 要 证 
对 V 的 每 一 点 zw， 存 在 ye4 使 st(z 2) CV. (4.5.4) 


对 V 的 每 一 点 z', 由 (4.5.3), 存在 B € A 使 st(z', Va) C st(z, Va). 由 (U3), 
存在 ye AE U < Wo. WHE x" € st(z', 色 ), 存在 Ue WY, MH a’, x € Uy. 
Uy « Up Be x" € Us, st(z", U) C st(Uy,%) CH Ug € Ue. Aa! € U, C Ug, EK 
有 stha", Uy) C st(a^, Ya). 从 而 st(x”,W) C st(z, Va). FH (4.5.3), a" € V, FH a" 
的 任意 性 , st(x’, 24) C V, (4.5.4) 式 得 证 . 

(ii) 对 一 致 结构 中 的 每 一 Za (ae A), € 


UL = {U° : U € Ua}. 


要 证 {U :ae A} Æ {2 :ae A} MH. 为 此 只 要 证 明 每 一 个 Ye € {a : aE A). 

由 (U3), W 8 € AIE Ya — Ua, FUE Wj < US, 从 而 由 (Ul) 得 证 . 
Uo < UW, 对 每 一 Ve Up, 存在 Ue Ua TE st(V,%) CU, 从 而 对 每 一 点 ze V, 
st(z, 473) CU. FH (i), st(z, Ya) 是 点 x 的 邻 域 (包含 着 包含 点 z 的 一 个 开 集 ), 所 以 
z 是 U WAR, Bl aeur. Mill V c U*, BUB Ya < We. 证 完 . 

定理 4.5.4 WT 是 集 X 上 的 一 致 结构 {2 : ac A} 导出 的 拓扑 , 则 拓扑 
空间 (X, 9) 是 完全 正则 空间 . 

WEB] ”由 定理 4.5.3 AY (i), {st(x,%) : a € AY 是 点 ze X 的 邻 域 基 , 由 
(U4) 知 对 x,y € X, z Z y, TE a c A fi y gst(e,%). 所 以 (X,F) 是 Ti 空 
间 . 设 xex, FRX WATS, Hog FF， 由 定理 4.5.3 (i), 可 以 在 一 致 结构 
{Wa :a E€ A} 中 选取 开 和 覆盖 序列 : Uy, 44, Uas, 使 


st(z,%) C X — F, Yn « 4^, (nEN). 
5E MIF U(k/27) (k = 1,2,---,2"-—1;n € N) 如 下 : 


U(1/2) = st(z, 4A), 
U (1/22) = st(z, 45), U(3/27) = st(U(1/2), %2), 


一 般 地 说 , 24 U(k/2^)(k —1,2,--.,2^ — 1) 已 定义 , 则 可 定义 U(k'/2^*) 如 下 : 


U(k/2"), k! = 2k, 
U(k 129 = st (x, Unti), k = 1, 
st(U(k/2), Wasi), k= 2k+1, k>0. 
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因为 Yngi < Un, PAIT U CX, #F st(st(U, Yagi), 27,1) C st(U,%), HY 是 
JH n, 于 是 st(U, 47,41) C st(st(U, M41), 47,41). 由 此 可 以 证 明 : 


z € U(k/2") C UJ) C U((k + 1)/2”) CU(k D2" c X F. 


此 外 , E UV(1) = X, 并 令 f(x) = inffr: x € U(r)}. 利用 类 似 于 Urysohn 引 理 (4E 
HE 2.4.1) 中 的 证 法 , 可 证 明 f Æ X 到 [0,1] 的 连续 函数 且 f(x) = 0, f(F) C {1}, 
所 以 X 是 完全 正则 空间 . 证 完 . 
定理 4.5.5 W(X, 7) 是 完全 正则 空间 , WX 上 存在 导出 拓扑 2 的 一 致 结 
构 的 基 . 
证 明 ”对 每 一 点 x eX 及 点 2x 的 每 一 开 邻 域 U0, 可 以 构造 连续 函数 f: X 一 
[0,1] 使 f(x) 20, f(X-U)C {1}, 对 每 一 ”EN, E 
U (n, x, U) = (f (Sr) : r € [0,1]}, 
这 里 
S! (r) = [0,1] n (r — 1/3^,r + 1/3). 
由 例 4.5.1 及 f 的 连续 性 , 易 知 Y (na, U) 是 X 的 开 履 盖 且 满足 
U(n+1,2,U) < 4 (n,z,U) (n € N). (4.5.5) 
此 外 , 可 证 
st(z, Y (1,2, U)) C U. (4.5.6) 
4 (1,2,U) = (f-1(St(r)) : r € [0,1]}, rg S(r) = [0,1] n (r — 1/3, r + 1/3). AF 
r € [0,1/3) & 0 € (r— 1/3,r + 1/3) & x € f 1(Sq(r)), 
所 以 
st(z, 4 (1,2, U)) = U(f !(Si(r)) : r € [0,1/3)}. 
上 式 右 端 按 f 的 像 包 含 于 [0,1), 从 而 上 式 右 端 包含 于 U. (4.5.6) 式 得 证 . 置 
5={Y(zDDJ:zeXI 是 xz 的 开 邻 域 , n EN)}， 
V={UA NAW :YU E B, i=1,2,...,k: EN}. 


由 (4.5.5) 易 知 v 满足 (U2), (U3). AX Æ Tı 的 , 由 (4.5.6), (4.5.5) D4 v WE 
(U4), 所 以 歼 是 和 上 的 一 致 结构 的 基 . 由 (4.5.2) 式 ( 见 定理 4.5.2) 及 (4.5.6) SY 


QD 一般 地 说 , 如 Y; «V (i — 1,2, , Kk), WHA AH KUN NU. 
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导出 的 拓扑 就 是 T. 事实 上 , We v 导出 的 拓扑 为 7’, 对 每 一 Ue 9 ,每 一 zeU， 
由 (4.5.6) 及 (4.5.2) HU € F'; 反之 ,对 每 一 内 e 29 8— x e U', d (452) 及 
每 一 st(a', 27) e 7, H V c y RAF 7 Wem, WU eZ. 证 完 . 

类 似 于 拓扑 空间 的 可 度量 化 , 引入 如 下 概念 . 

定义 4.5.3 ”拓扑 空间 (X, 7) 称 为 可 一 致 化 (uniformizable), 如 果 存 在 X 上 
的 一 致 结构 , 这 一 致 结构 导出 拓扑 7. 

由 定理 4.5.4 和 定理 4.5.5 得 下 述 定理 , 比 拓扑 空间 度量 化 定理 简单 . 

定理 4.5.6 ”拓扑 空间 (X, 7) 可 一 致 化 当 且 仅 当 此 空间 是 完全 正则 的 . 

对 任意 集 X, WERE X x X 的 子 集 A = {lzz:zeXl 为 XxX 的 对 角 线 
(diagonal); && X x X 的 子 集 之 包含 A HWER “对 zy €X, (7,y) € D > 
(y,2) e D” 者 为 对 角 线 A 的 对 称 域 (symmetric entourage). 设 D 是 A 的 对 称 域 ， 
jii DoD=({(a,y): FE z€ X, 使 (zx,z),(z,y) € D). 

定理 4.5.7 Wt (44, :o € A} ER X 的 一 致 结构 (或 某 一 致 结构 的 基 ), 对 每 
一 覆盖 UW, (a € A), E 


D, -U(UxU:Uc Ya}, F={Da: ae A}, 


则 每 一 Do 是 A 的 对 称 域 且 2 满足 如 下 条 件 : 
(i) W Da, Dg € 2, 则 存在 Dy € 2 使 D, C DaN Dg; 
( 对 每 一 Dee 2, 存在 Da € 2 使 Dgo Dg C Da; 
(iii) Naca Da = 4. 
证 明 每 一 D, 是 A 的 对 称 域 是 明显 的 . 下 证 2 满足 上 述 条 件 , 为 此 先 给 下 
列 两 式 : 
Ug < Ua > Dg C Da; (4.5.7) 


Up < Uy > Dgo Dg C Da. (4.5.8) 


(4.5.7) 式 显 然 成 立 ， 下 证 (4.5.8) 3X, 设 (x,y) € Dg o Da, WEE > e X, 使 
(x,z), (z,y) € Dg, 从 而 存在 Ug € % 使 (z,z) € Ug x Ug, 得 x,z € Ug. W 
H, 存在 Up € Up Hl zy € Up, 于 是 Ug N Up — 2. 因 Wa < Ua, UgUUg C X 
Ua € Va. 所 以 x,y € Ua, (x, y) € Ua x Ua C Da. (4.5.8) 式 得 证 . 

设 Da, Dg € 2, 由 (U2), 对 o, 8 € A, FE y € A, TEU < NU < Uo. 由 
(4.5.7), Dy C Da, Dy C Dg, 从 而 D, C DaN Dg. 2 WE (i). 由 (U3) (4.5.8) 
式 知 D 满足 (ii). FUE 2 满足 (ui). 如若 不 然 , 对 z A y 而 有 (xy) € Naca Das 
Jl] (a, y) 属于 每 一 个 Da, 也 就 是 每 一 个 Va (a € A) 中 有 元 Us 使 wy € Us, 这 与 
(U4) 矛盾 . 证 完 . 
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定理 4.5.8 (度量 化 引 理 ) 设 Do, Di, Di, ARSE X x X 的 对 角 线 A 的 
对 称 域 且 满足 
Do= Xx X, DoeDiioeDcDi GEN), (4.5.9) 
NWSE x 上 存在 伪 度 量 p 使 
Di C ((2,9) : p(x, y) < 1/2) C Dia (i € N). 
证 明 ”定义 映射 f: X x X [0,1] fi 


0, x Di, 
ren] eae [1 
1/2, (x,y) € Di — Di+ri(i 0,1; 


则 有 
对 任意 x,y € X, 定义 p(z,g) AMAR, f(zxi_1,zi) 的 最 大 下 界 , 这 里 mo zx1,……， 
zx 是 X 的 任意 有 限 个 点 且 zo = x, ek = y. 由 (4.5.10), p(z, 2) = 0 X p(x,y) = 
plys), H.E p 的 定义 知 满足 三 角 不 等 式 ， 所 以 p 是 X 上 的 伪 度 量 (注意 ,如果 
(Die 更 满足 A, Di = A, 则 由 f(x,y) 的 定义 可 知 , 从 而 得 到 的 p 是 X 上 的 度 
量 ). 
为 了 证 明 余下 的 部 分 , 可 先 证 明 下 式 : 
Zæ) < play) < fy). (4.5.11) 


(4.5.11) 式 的 右 半 部 分 (第 三 个 “<”) 可 由 p 定义 中 的 “下 界 ” 得 到 .为 了 证 明 
(4.5.11) 式 的 左 半 部 分 (第 一 个 “<”) 只 要 证 明 式 (4.5.12) 


k 
= f(x,y) < M. f(vicy mi) (4.5.12) 
i=1 
对 X 的 任意 有 限 点 组 £o, £1, ,zx (这 里 ro = m, zx = y) 成 立 . 这 时 , (4.5.11) XX 
的 左 半 部 分 可 由 (4.5.12) 及 p 的 定义 (“最 大 ”下 界 ) 而 得 到 . 下 证 (4.5.12) 式 成 立 . 
用 归纳 法 , XE k= 1, (4.5.12) 式 显然 成 立 . W k< m IN, (4.5.12) WR, BLE k — m 
情况 . 考察 点 组 £0,%1,°°*, Lm, 这 里 To = T, Im = Y, 并 设 a= Sd f (Ti-1, Ti), 当 
a>1/2, AF f(x,y) € 1, (4.5.12) Et k =m 成 立 . 故 下 设 a < 1/2. 
(i) a> 0. 显然 , 或 者 f(x0,21) € a/2, MA f(x 1,28) € a/2. 由 于 关于 my 
的 对 称 性 , 不 妨 假设 f (xo, x1) < a/2, 设 j 是 最 大 正 整 数 使 
了 
SO) < 7 


i=l 
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那么 


从 而 


由 归纳 法 的 假设 , (4.5.12) 式 对 天 < m 成 立 , 故 有 


j 
Iy £o, £j) «A, Li-1, Xi) < 3; f(t0,2;) <a, 


a 
f(zj41, $m) «Y Ts 1, £i) Ss f(zj 1,29) <a. 
1 一 7 十 2 


此 外 , 由 于 a = ua (zzi 所 以 flej, 2541) <a. WI 是 使 1/2: < a 的 最 小 
正 整数 , 而 a < 1/2, 于 是 1 > 2. 由 f 的 定义 , f(xo,25) 等 的 值 是 1/2: 型 的 数 及 1 
的 最 小 值 , 上 述 三 式 可 分 别 改写 为 


Ly 
2 


fu) < 1/95 fumes 125, f(Ej+1, £m) S 1/2. 


从 而 有 


(zo, 25) € Di, (25,2541) € Di, (541, Tm) € Di 


(一 般 地 说 , 易 验 证 f(z,y) < 1/25 & (x,y) € Di). FR (4.5.9), (xo, £m) = (x,y) € 
Dia, 从 而 f(x,y) < 1/27! < 2a, Bl f(z,y)/2 <a. 所 以 (4.5.12) RE a > 0 时 对 
k =m 成立. 

(ii) a =0. 这 时 对 i= 1,2,---,m, 了 (zi_1,Xi) 20. AWE f REX, (zi_1, £i) € 
D; (j 20,1,2,--). BCA (x,y) € Djo Dj o---0 Dj (m^ Dj) X j = 0,1,2,- EX 
X. 由 (4.5.9), (x,y) € Ny Di 所 以 f(x,y) = 0. (4.5.12) RE a = 0 MXF k =m 
成 立 . 到 此 (4.5.12) 式 得 证 . 从 而 (4.5.11) 式 得 证 . 

现在 证 明 本 定理 的 余下 部 分 , E E = {(2,y): p(z,y) € 1/2"). 若 (x,y) € E, Wy 
p(z,y) < 1/2", 由 (4.5.11) AF, f(a, y)/2 < 1/2, Bh f(x,y) < 1/271, (x,y) € Dix, 
所 以 已 < Dii. AFH, 若 (z,y) € Di, W f(z,y) < 1/27, 由 (4.5.11) AF, 
plz, y) < f(x, y) € 1/2*, (x, y) € E, 所 以 D; C E. 证 完 . 

定义 4.5.4 “一致 空间 X 称 为 可 度量 化 (metrizable), 如 果 X 上 存在 度量 p 
使 由 开 球 组 成 的 覆盖 WY, = [oys(z) :ZEX} 的 可 数 族 (47, : n € NV 形成 这 一 致 
结构 的 基 . 

定理 4.5.9 (一 致 空间 度量 化 定理 ) ”一 致 空间 可 度量 化 当 且 仅 当 具有 由 可 数 个 
履 盖 形成 的 一 致 结构 的 基 . 
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证 明 ”必要 性 是 显然 的 ( 见 例 4.5.1). 下 证 充分 性 . 

Wt (Vaca 是 X 上 的 一 致 结构 , (25, : i e N) 是 这 一 致 结构 的 可 数 基 . 置 
D, = U{U X U : U € Va}, BF Vo < &, > Dao Da C D, (定理 4.5.7 的 
(4.5.8) R), 可 以 选取 (24, : a € A} 中 的 元 VA, (i € N), 使 Va < Ya, 及 
Di = U{U x U : U € Ya}, HH Dist o Dipi 0 Dipi C Di NM, < GY. HEH 
4.5.8, 存在 X 上 的 度量 p ( 因 {2 : ie N) 是 一 致 结构 的 基 , 由 定理 4.5.7 的 (iii) 及 
Ua, < Uy 知 Nien Di = A), 满足 


ten : p(x, y) < =) C Dj (i € N). (4.5.13) 


下 证 

(S122 (2) : cE X) < Y (i € N). (4.5.14) 
对 每 一 ye Sy joir2(x), p(z, y) < 1/2**?, H (4.5.13), (x,y) € Dii. 从 而 x,y € X 
U € Qu... 所 以 Sis (m) C st(m, Vai). BF Yopi < oss 8t(2, Yopi) C XE 
U' € Uai, 所 以 {st(a, Vaip): £ € X) < Ua, < 4. 从 而 (4.5.14) 得 证 . 从 而 易 知 ， 
{{S1/n(2) :x € X} nen 形成 (44, : a € A} 的 基 . 由 定义 4.5.4 得 证 . 证 完 . 

由 定理 4.4.9, 容易 得 到 下 述 经 典 的 Alexandroff-Urysohn 度量 化 定理 . 

定理 4.5.10 (Alexandroff-Urysohn 度量 化 定理 LI) 拓扑 空间 X 可 度量 化 , 当 
且 仅 当 X 是 To 的 且 存 在 开 覆 盖 序 列 (4, sens 满足 : 

(i) 44,41 < Uln €N); 

(ii) (st(z, Mn) jnen 形成 点 x E X 的 邻 域 基 . 

证 明 ”必要 性 是 明显 的 . 下 证 充分 性 . 设 (X, 7) 是 拓扑 空间 , 由 (i), Fit 
序列 {Wa}nen 满足 (U2), (U3). 由 于 X 是 To 的 及 (ii), {Wjnen 满足 (U4), 所 
以 {Z jn AR X 上 的 一 致 结构 的 基 (定理 4.5.1). 由 定理 4.5.2 的 (4.5.2) 式 , 可 
知 这 一 致 结构 导出 x 上 的 拓扑 7, (X, 7) 是 可 一 致 化 空间 (定义 4.5.3). 由 定理 
4.5.9 得 证 . 证 完 . 

一 致 空间 是 拓扑 空间 , 可 以 考察 子 空间 、 积 空间 与 相应 的 一 致 结构 关系 . 

定理 4.5.11 ”可 一 致 化 空间 的 子 空间 是 可 一 致 化 空间 . 

WEBB ” 设 一 致 空间 (X, 7) 的 一 致 结构 a : a e A} 导出 拓扑 Z, X' c X. 
置 U ={UNX':U E€ Va}, 显然 {V :ae A} 是 X 上 的 一 致 结构 的 基 , 且 此 基 
导出 子 空间 X' 上 的 相对 拓扑 . 证 完 . 

定理 4.5.12 ”可 一 致 化 空间 的 任意 积 空间 是 可 一 致 化 空间 . 

证 明 ”对 每 一 ye 了 设 (X4, 2) 是 可 一 致 化 空间 , 具有 一 致 结构 (07 : a < 
A4) 导出 拓扑 Z,. E 

6= (4 x x«vxI[U:vzoi252,- k}: 
a, E Ay, Y ET, i= L2, k; keN) 
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这 里 


UT X- CULTE = {UN x Us UL € UT, i= ld 


ay? 


容易 验证 & LARA TL ep X 上 的 一 致 结构 的 基 且 导出 此 积 拓扑 . 证 完 . 

定义 4.5.5 B98| 拓扑 空间 的 覆盖 Y 称 为 正规 覆盖 (normal covering), WRA 
在 开 覆 盖 序 列 (Ar uen IE Yngi 4 hn (ne N) RN «v. 

设 (X, TZ) 是 拓扑 空间 , 6 {WU : ac A} 是 和 上 的 一 致 结构 导出 拓扑 F. 由 
(U3) 及 定理 4.5.3 的 (ii), 每 一 (ae A) 是 正规 覆盖 . 设 8' 是 空间 (X,.7) 的 所 有 
正规 覆盖 的 全 体 . 由 正规 覆盖 的 定义 , 2 满足 (U1), (U3). Al a(d 满足 (U4))， 
$' 满足 (U4). 由 定理 4.5.5 证 明 中 的 方法 ,8 中 元 (正规 覆盖 ) 的 有 限 交 仍 是 正规 
覆盖 , Bl o" 关于 有 限 交 是 封闭 的 , 故 ^ 满足 (U2), 所 以 P 也 是 X 上 的 一 致 结构 . 
由 于 (X, 7) 是 可 一 致 化 空间 , 从 而 是 完全 正则 的 , 由 定理 4.5.5 的 证 明知 D 导出 
拓扑 ZO. 由 于 6 c 9', 可 以 称 o 是 导出 拓扑 2 的 最 精 的 一 致 拓扑 结构 . 

由 上 述 分 析 可 知 一 致 化 的 拓扑 空间 的 一 致 结构 不 是 惟一 的 . 

定理 4.5.13 ” 设 可 一 致 化 的 拓扑 空间 是 紧 的 , 则 一 致 结构 是 惟一 的 . 

WEB] ”只 要 证 明 : X 9 = (24, :o A 是 (X, 7) 上 导出 拓扑 7 的 任 一 
一 臻 结构, 则 x 上 的 所 有 开 覆 盖 全 体 V 形成 这 一 致 结构 的 基 .” 为 此 , 只 要 证 明 : 
“对 任 一 开 和 覆盖 V, 存在 we A 使 和 < 27. 这 样 , 由 (U1), V c 9, 然后 , 由 定 
H 4.5.3 的 (ii), v 形成 5 的 基 . 用 反 证 法 . 设 不 然 , 对 任何 a € A, 存在 和 中 
的 元 素 Us 不 能 包含 在 27 的 任 一 元 素 中 . ERA ze € Us, M st(£a, Va) 不 能 包 
RE UY 的 任 一 元 素 中 . 对 0,8 € A, 规定 a > 6 74 HUS V, < Ua, W AR 
为 定向 集 . 置 gla) = za (a € A), e(A; ») 形成 网 , pla) = za (a € A) 是 网 的 元 
素 . A (X, 9) "EE, KWARA m (习题 3.8). AY 是 覆盖 , rc HUE 多 . 由 于 
&={%,:a€ A) 导出 拓扑 F, 存在 oo € A IE st(x,%,) eU EY (SEXE 4.5.3 的 
(i). Mae A f Ya < Way, HF st(st(x, Va), Va) C st(x,W,). Al x 是 网 (A; >) 
HRA, st(m, Va) 是 z 的 邻 域 , 由 定义 1.4.7, 存在 6 >a f xg = p(B) € st(v, Ya). 
Al Ya < 和 (B > a), 


st(xg, Vg) C st(zg, Va) C st(st(z, Va), Va) C st(r, Vao) C U. 


这 与 xg 的 定义 矛盾 . 证 完 . 

定义 4.5.6 “一致 空间 X 到 一 致 空间 Y 内 的 映射 f 称 为 一 致 连续 的 (uni- 
formly continuous), 如 果 对 Y 上 的 一 致 结构 中 的 每 一 个 元 素 (Ru) Y. f (VY) 是 
(D EM 4.5.5 证 明 中 的 w 的 元 应 是 正规 覆盖 , 故 CO. Wt 5 导出 的 拓扑 为 7’, 证 明 全 同 此 
定理 证 明 的 最 后 部 分 ， 唯 这 里 的 st(a’,Y) 未 必 属 于 7, 但 因 多 是 正规 覆盖 , FENE WA <V, 故 
st(2’,W) Æ x 的 关于 7 的 邻 域 , 相应 的 结论 仍 成 立 . 
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X 上 的 一 致 结构 中 的 元 素 (覆盖 ). 

易 知 一 致 连续 映射 的 复合 映射 是 一 致 连续 的 . 如 果 一 致 空间 X 到 一 致 空间 Y 
的 一 致 连续 映射 f 是 一 一 对 应 的 , 且 道 映射 广 ! 也 是 一 致 连续 的 , 则 称 为 一 致 
同 构 (uniform isomorphism). 这 时 X,Y 称 为 一 致 同 构 的 (uniformly isomorphic). 

定理 4.5.14 ”一 臻 空间 X 到 一 致 空间 Y 内 的 一 致 连续 映射 是 连续 映射 . 

证 明 X,Y 上 的 一 致 结构 分 别 是 {V :ae A}, {%: Ge BY. RV EY 
中 的 开 集 , 要 证 U = fV) Z& X 中 的 开 集 . 对 任 一 ze U, f(x) € V, 由 定理 4.5.2 
的 (4.5.2) 式 , 存在 B € B, E st(f(x),%) CV. 由 一 致 连续 性 , f (95) e {Ws :a € 
A}. 由 于 一 般 地 有 st(y, Y) CV e st(f (y), f (^) c fV), st(a, f^ 1(73)) C 
st(f—"(f(2)), f 1 07)) C f£ (V) =U. 由 上 述 (4.5.2) 3X, 4 U dé X PORR. 证 
JÙ. 

定理 4.5.15 W /是 一 致 空间 X 到 一 致 空间 Y 内 的 连续 映射 , HL X 的 一 致 
结构 是 由 所 有 正规 覆盖 的 全 体 组 成 , 则 f 是 一 臻 连续 的 . 

证 明 设 是 了 上 一 致 结构 中 的 元 , Y 应 是 一 正规 覆盖 (定义 4.5.5), 即 存 
在 Y 的 开 和 覆盖 序列 Ouen 使 加 11 Y. (n € N) KO « Y, Ain (HY) 
是 x 的 覆盖 , £705) (nN) 是 X HAARE m) < fn) n eN) 及 
LUA) < f). 所 以 £71 (0/7) 是 正规 覆盖 . 由 假设 , 广 !(ZY) 是 X 的 一 致 结构 中 
的 元 素 . 所 以 三 是 一 致 连续 的 . 证 完 . 

推论 4.5.1 ” 紧 的 一 臻 空间 x 到 一 致 空间 Y 内 的 连续 映射 是 一 致 连续 的 . 

证 明 上述 定 理 4.5.15 的 证 明 实质 在 于 X 上 的 一 致 结构 是 最 精 的 , 而 定理 
4.5.13 说 明 紧 空间 X 上 的 一 臻 结构 是 惟一 的 , 从 而 是 最 精 的 . 证 完 . 

前 面 所 述 基本 上 是 Tukey 的 理论 . 在 定理 4.5.7 中 微 露 Weil 理论 的 端倪 , 下 面 
再 引入 与 之 有 关 的 定理 . 

定理 4.5.16 设 9=1{D。:ae A} Æ XxX 的 对 角 线 A 的 对 称 域 D 所 
成 的 族 , 且 满足 定理 4.5.7 中 的 条 件 O~). E (Ds。) = {Dalz] :ze X}, 这 里 
Dalz] = {y : y € X, (x,y) € Da}. 则 5 = {V (Da) :a € A} 满足 条 件 (U2)~(U4)， 
从 而 5 形成 x 上 的 一 致 结构 的 基 . 

证 明 XP o,8 € A, Da, Dg € 2, Bi (i) FE y € A f£ D, C Dan Dg, Xl 
每 一 x e X, AF Dlr] c (Da N Dg)[z] = Dalz] N Deje], 4 (D4) < Y(Da) 及 
2 (D4) « Y (Dg). 所 以 © 满足 (U2). 对 每 一 we A, FH (ii) FE 8 e AiE 


Dgo Dg o Dg o Dg C Da. 


取 定 4 (Ds) = {Dplz] : ze X} 的 元 Dar]. W Dele] n Daly] A Ø,  ' e 
Dalz] 门 Daly}, 则 (a, 2’) € Dg, (2^, y) € Dg, 故 有 (x,y) € Dg o Dg. 对 任意 的 
z € Dely], BI (y, z) € De, 有 
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(z,z) € (Da o Dg) o De C Dg o Dao Da o Dg C Da, 


于 是 ze Dale], BE Daly] C Dala]. 从 而 Y (Do) < 4 (Ds), 所 以 © 满足 (UB). 设 
aye X, rZ y, Bl (ii), (x,y) € Naca Do. 存在 ae A f (x,y) ¢ Do. EH (ii) FE 
BEATE Dgo Dg C Da, 所 以 (z, y) € Dg o Ds. 从 而 对 每 一 z € X, ze Delz], y € 
Dalz] 不 能 同时 成 立 . 于 是 V (Dg) 中 没有 一 个 元 素 同 时 包含 xz 与 y, 所 以 5 满足 
(U4). 从 而 5 形成 X 上 的 一 致 结构 的 基 . 证 完 . 

下 面 是 Weil 关于 一 致 结构 的 定义 : 

“ 设 9 X x X 的 对 角 线 A 的 对 称 域 D 所 成 族 , 如 果 满 足下 列 条 件 : 

(i) 对 A 的 对 称 域 D, WREE Da € 2 f£ D, c D, W De 2; 

(ii) WR Da, Da € 2, WW Da N Da € 2; 

(iii) 对 每 一 Da € 2, 存在 Dg € 2 使 Dao Dg C Da; 
(iv) n2 — A, 
WR D 是 集 X 上 的 一 个 一 致 结构 . 集 X 连同 它 的 一 致 结构 2 称 为 一 致 空间 ， 
iME(X,9) 一致 结构 2 Wr e 称 为 2 的 基 (一 致 结构 的 基 ), 如 果 对 每 一 
De 9, 存 在 D'e 9' 使 D'c D.” 从 而 易 知 XxXX 的 对 角 线 A 的 对 称 域 D 所 成 
的 族 9' 是 X 上 的 某 一 个 一 致 结构 的 基 当 且 仅 当 9' 满足 上 述 Weil 定义 中 的 条 件 
(iii), (iv) 及 下 述 条 件 : 

(ii) 如 果 Da, Da e 2', 则 存在 Dy € 2' 使 D, C DaN Dg. 

JER, KERZ (i), (iii), Qv) 就 是 定理 4.5.7 中 的 条 件 (i), (ii), Gii). 所 以 ， 
由 定理 4.5.7 可 知 : 
“如 果 {Va : a € A} 是 Tukey 意义 下 的 一 致 结构 (定义 45.1), B D. = 
U(U xU:U € Ya}, M) 2 = {Da :o € A} Æ Weil 意义 下 的 一 致 结构 的 基 .” 此 外 ， 
定理 4.5.16 指出 : 

“如 果 9 = {D。 :a e 4} 是 Weil 意义 下 的 一 致 结构 , E 


Dalz] = {y : y € X, (x,y) € Da], U(Da) = {Dalz| : v e X), 


WW {X (Da): o € A} 是 Tukey 意义 下 的 一 致 结构 的 基 .” 

以 上 说 明 关于 一 致 空间 的 两 种 理论 间 的 关系 . 

按 Weil 的 定义 , 一 致 连续 映射 可 以 定义 为 (可 与 定义 4.5.6 比较 ): 

“一 致 空间 X 到 一 致 空间 Y 内 的 映射 f 称 为 一 致 连续 的 (uniformly continu- 
ous), WRI Y 上 的 一 致 结构 中 的 每 一 个 元 素 (对 角 线 A 的 对 称 域 ) D, 9-1(D) 是 
X 上 的 一 致 结构 中 的 元 素 (对 角 线 A 的 对 称 域 ), 这 里 O(a, y) = (f(x), f(y)).” 

在 度量 空间 (X,p), Weil 意义 下 的 一 致 结构 的 基 可 由 


[s y) : play) < 1/n}}nen 
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表示 . 从 而 有 
“度量 空间 (X, o) 到 度量 空间 CX", o^) 内 的 映射 f 称 为 一 致 连续 的 , 如 果 对 任 
意 ce > 0, FE 6 > 0, 4 p(z,y) < ON, A p'(f(2), f(y)) < e” 
习 题 4 
4.1 考察 定义 [a,b] 上 的 实 值 连 续 函 数 所 成 的 集 C. 对 任意 两 个 函数 fg € C, 定义 


p(f, g) = max{| f(x) — g(x)| : x € la, b]}. 


试 证 p 是 C 上 的 度量 . 
这 一 度量 空间 称 为 连续 函数 空间 (continuous function space), 记 作 Cla, b], 或 简 记 为 C. 
4.2 考察 在 [a,b] 上 的 勒 贝 格 平方 可 积 的 函数 所 成 的 集 Lo. 对 任意 两 个 函数 f,g € Lo, 定 
义 


试 证 p 是 Lo 上 的 度量 . 

这 一 度量 空间 称 为 勒 贝 格 可 积 函数 空间 (Lebesgue integrable function space), 记 作 Lola, b], 
或 简 记 为 La. 

4.3 设 A 是 度量 空间 (X, p) 的 子 集 , d(A) 是 A 的 直径 . 证 明 : 

(i) d(A) = d(A); 

(ii) 如 A 是 紧 集 , 则 存在 x,y € A, 使 d(A) = p(a,y). 

4.4 度量 空间 (X,p) 的 点 列 s) 称 为 收敛 于 点 z € X, 如 果 数 列 {p(z, zw)} KAFE. 
试 证 点 x € A 当 且 仅 当 存在 A 中 的 点 列 收敛 于 a. 

4.5 证 明度 量 空 间 (X,p) 中 的 网 {yp(6) : 6 € A} 收敛 于 点 x 当 且 仅 当 网 {fo(e(6),z) : 
óc A} WATS. 

4.6 i (X,p)，(Y,o) 是 度量 空间 . 在 度量 拓扑 下 , X $0 Y 内 的 映射 f 是 连续 的 当 且 仅 
当 对 每 一 x eE X, 每 一 e > 0, 存在 6 > 0, plx, 2’) <6 > o(f (x), f(2’)) « e. 

4.7 集合 X 上 的 两 个 度量 p1, po 称 为 等 价 的 (equivalent), WR pi, p2 导出 X 上 相同 的 
拓扑 

WE X 上 的 度量 p1, pa 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 对 每 一 ze X, 每 一 点 列 (x4), lim pi(z,zn) = 
0 lim pz(z,zn) = 0. ax 

4.8” 试 证 对 每 一 度量 空间 (X p), 


_ plz,y) 
A p(x. y) 
是 X 上 的 度量 , H pi 与 p 是 等 价 的 . 
4.9 设 了 是 定义 在 非 负 实数 集 上 的 实 值 连续 函数 旦 满足 : (i) f 是 不 减 的 ; (ii) f(x) = 0 当 
AMS x = 0; (ii) f(z 十 y) < f(z) 十 f(y). Wt (X, p) 是 度量 空间 , 定义 p'(m y) = f(o(a,y)). 


试 证 (X, p) 是 度量 空间 且 p, p 是 等 价 的 . 
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4.10 iXüE A 是 空间 X 的 无 处 稠密 子 集 当 且 仅 当 X — A 稠密 于 X. 

4.11 ” 试 证 度量 空间 (X, p) 是 全 有 界 的 当 且 仅 当 对 。 > 0, 存在 由 直径 小 于 s 的 子 集 组 成 
的 有 限 覆 盖 . 

4.12 ” 试 证 在 完全 度量 空间 , 可 数 个 不 包括 内 点 的 闭 集 的 并 不 包含 内 点 . 

4.13 证 明 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 满足 第 一 可 数 公理 ; 

(ii) 对 每 一 zx € X, 存在 x 的 开 邻 域 序列 {Un(z)}wen f £n € Un(x) > {tn} > o; 

(ii) 对 每 一 ze X, 存在 x 的 开 邻 域 序 列 (Us (z))seu 使 £n € Un(x) > {an} Wax A 


4.14 WERF c 局 部 有 限 基 的 正则 空间 是 完备 空间 ( 即 每 一 闭 集 是 Gs 5&). 
4.15 设 (X1, p1), (X2, po), (Xi pr) 是 度量 空间 . 对 积 集 Xi x … x Xr 的 两 点 
c= (x1, £2, Tk), y= (Yi, Y2; Yk) 
定义 


p(z,y) = m1, y1) + p2(£2, Y2) +--+ + px Yk). 
试 证 p 是 积 集 上 的 度量 且 导 出 积 拓扑 . 

4.16 WE To 紧 空 间 可 度量 化 当 且 仅 当 它 具 有 可 数 基 . 

4.17 (Moore 度量 化 定理 [15; 300, 378) To 空间 x 可 度量 化 当 且 仅 当 X 有 开 覆 盖 序列 
{Un}, 使 对 任意 x € X, (st(st(m, Yan), Yn): n E NH 是 点 的 邻 域 基 . 

4.18 WE T 局 部 紧 空间 的 可 数 个 开 的 稠密 子 集 的 交 是 稠密 子 集 (B To 局 部 紧 空 间 是 
贝尔 空间 ). 

4.19 ” 试 证 连续 的 几乎 开 映 射 保持 邻 域 基 的 势 (从 而 几乎 开 的 连续 闭 映 射 保持 可 度量 化 性 ). 

4.20 空间 X 到 空间 YY 的 映射 是 几乎 开 的 , 当 且 仅 当 满足 下 述 条 件 之 一 : 

(i) 对 每 一 yyEY, 存在 ze f! (y), x 具有 开 邻 域 基 Y = {U}, 使 f(U) (Ce 多 ) 是 工 
中 的 开 集 ; 

(ii) WY æ X WAFAT, 则 (Intf(U) : Ue 7) 是 Y KAFET. 

4.21 正规 空间 X PKA totally 正规 的 (totally normal [ My, 如 果 X 的 每 一 开 集 G 是 
开 的 Fo TIK {Go} 的 并 , H {Go} 在 G 中 是 局 部 有 限 的 ( 即 对 每 一 ze G, 存在 x 的 邻 域 
U(x) MG {Ga} 中 有 限 个 元 素 相交 ). 试 证 明 : 

(i) 完备 正规 空间 是 totally 正规 的 ; 
(ii) To 遗传 仿 紧 空 间 ( 即 每 一 子 空间 是 仿 紧 的 ) 是 totally 正规 的 1; 

(iii) totally 正规 空间 的 子 空间 是 totally 正规 的 (从 而 totally 正规 空间 是 遗传 正规 空间 ， 
即 完全 正规 空间 ). 

4.22 空间 X 到 空间 Y 的 映射 f 称 为 拟 开 的 (quasi-open), 如 果 X 的 不 空 开 集 U 的 像 
FU) 的 内 核 不 空 ( 即 Intf(U) A e). 试 证 : 设 f: X — Y BWW, E Æ Y 中 的 稠密 子 集 ， 
则 f (E) 是 X 中 的 稠密 子 集 . 

4.23 ” 试 证 拟 开 的 连续 映射 保持 贝尔 空间 . 
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4.24 Æ X 上 的 两 个 度量 pi, pz 称 为 一 致 等 价 的 (uniformly equivalent)， 如 果 对 每 一 
€ > 0, FE 01 >0 及 0 >0 使 对 任意 v, a6 XA 


pi(a,a’) < 61 > polz, x) <€ K po(a,2') < 62 > pila,2’) < e. 


显然 , 一 致 等 价 的 度量 是 等 价 的 . 试 给 出 数 直线 上 的 两 个 度量 , 它们 是 等 价 的 , 但 不 是 一 致 

4.25 ”试验 证 定理 4.1.9 中 的 度量 o' 一 致 等 价 于 度量 p, 习题 4.8 中 的 度量 pl 一 般 说 不 
一 致 等 价 于 p. 

4.26 3t pi, o; BE Xi =1 
Xi, pi(z, 2^) <1, oi(z,2') < 1). B 


,2 …) 上 的 一 致 等 价 的 度量 且 都 界 于 1( 即 对 任何 x, x € 


试验 证 p,o 是 IT, X; 上 的 一 致 等 价 度量 . 

4.27 d f 是 度量 空间 (X,p) 到 度量 空间 (Y,o) 的 一 致 连续 映射 . 设 (X, o) 是 全 有 界 的 ， 
W (Y,o) 是 全 有 界 的 . 

4.28 ” 设 度量 空间 (X,p) 是 全 有 界 的 , 而 度量 p 一 致 等 价 于 X 上 的 另 一 度量 o, 则 度量 
空间 (X,o) 是 全 有 界 的 ， 

4.29 一致 空 间 X 称 为 全 有 界 的 一 致 空间 (totally bounded uniform space), 如 果 它 的 一 
致 结构 {V : ace AS 中 的 每 一 个 覆盖 V. 具有 有 限 子 覆盖 . 一 致 空间 X 上 的 滤 子 多 称 为 柯 
西 滤 子 (Cauchy filter), 如 果 对 每 一 Va FE FEF RUE YU, FCU. 一 致 空间 X 上 的 
网 p(A;>) 称 为 柯 西 网 (Cauchy net), 如 果 对 每 一 Va 存在 U € Va 使 这 网 终 留 于 U. 一 致 空 
[E] X 称 为 完全 的 一 致 空间 (complete uniform space), 如 果 X 上 的 每 一 柯 西 滤 子 收敛 . 试 证 : 

(i) 完全 的 一 致 空间 X 的 子 空间 E 是 完全 的 一 致 空间 当 且 仅 当 EAT X; 

(ii) 一 致 空间 X 是 紧 的 当 且 仅 当 X 是 全 有 界 的 且 完 全 的 一 致 空间 ; 

(ui) 一 致 空间 X 是 完全 的 一 致 空间 当 且 仅 当 X 上 的 每 一 柯 西 网 收敛 ; 

(iv) 一 致 空间 是 全 有 界 的 一 致 空间 当 且 仅 当 它 的 一 致 结构 具有 由 有 限 履 盖 组 成 的 基 . 

4.30(Birkhoff-Kakutani 度量 化 定理 47 226) 拓扑 群 是 可 度量 化 的 当 且 仅 当 它 是 第 一 可 
数 空间 . 

4.31(Weil 度量 化 定理 409)) ”一致 空间 x 可 度量 化 当 且 仅 当 X 在 Weil 意义 下 的 一 致 结 
构 具 有 可 数 基 . 
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在 3.5 节 曾 引入 仿 紧 空间 (定义 3.5.5), 它 是 紧 空间 与 度量 空间 的 共同 推广 . 
在 3.5 节 中 证 明了 仿 紧 空间 的 一 些 性 质 (定理 3.5.7~ 定理 3.5.10). dE 43 节 的 
Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 4.3.6 和 定理 4.3.7) 及 4.4 节 的 Morita- 
Hanai-Stone 定理 (定理 4.4.2) 都 与 仿 紧 性 概念 有 联系 , 足以 说 明 仿 紧 空间 的 重要 
TE. 如 同 仿 紧 性 , 通过 空间 的 每 一 开 和 覆盖 或 可 数 开 覆盖 具有 特定 性 质 的 开 或 闭 加 
细 和 覆盖 所 描述 的 拓扑 性 质 统称 为 覆盖 性 质 (covering property). 在 本 章 中 较 系统 地 
叙述 仿 紧 空 间 和 可 数 仿 紧 空间 的 性 质 . 将 在 第 6 章 叙 述 除 仿 紧 空间 外 的 其 他 覆盖 


5.1. 仿 紧 空间 的 刻画 


定理 5.1.1079. Y x 是 正则 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 仿 紧 空 间 ; 

(ii) X WR- FEMRA o Jett BRIT IHAA zs; 

(iti) X WE- FARRA ARA RIAA M; 

(iv) X HR- FA HRA RA ADA ii. 

上 述 定理 可 由 下 列 两 引 理 及 引 理 4.4.1 得 证 . 

引 理 5.1.1 &j— c 局 部 有 限 开 覆盖 具有 局 部 有 限 加 细 有 覆盖 . 

WA UY = Uen Yn 是 某 空 间 的 o 局 部 有 限 开 覆盖 , 每 一 Yn (n € N) 
是 局 部 有 限 开 集 族 . 置 % = MN, % = {0 一 Urcn2 :UE Ur}(n > 2), 这 里 
4; —U(U:U e WU}. RDR V = Unen Mr E UY 的 局 部 有 限 加 细 覆 盖 . 证 完 . 

引 理 5.1.2 WX 是 正则 空间 , 每 一 开 和 覆盖 具有 局 部 有 限 加 细 和 覆盖 , 则 也 具有 
局 部 有 限 闭 加 细 履 盖 . 

证 明 UV = {Usa}aea 是 X WE FB. 对 每 一 x € X, ve JEU. HIE 
则 性 , 存在 x 的 开 邻 域 VW 使 ze Vr CVa CUa E Y -—iVodaex, WI Zum 
FIN tk. 由 假设 , 存在 局 部 有 限 覆 盖 W = (Wagen MA Y, W (Wa)aen 是 
U 的 局 部 有 限 闭 加 细 和 覆盖 . 证 完 . 

定理 5.1.1 的 证 明 (i) > (ii), 显然; (ii) > (i), 由 引 理 5.1.1; (iii) > (iv), 由 
理 5.1.2; (iv) > (i), 由 引 理 4.4.1 得 证 . 证 完 . 
推论 5.1.1Bo 正则 Lindelöf 空间 是 仿 紧 空间 . 


9 
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回忆 前 面 定义 4.3.2 的 点 星 加 细 及 星 加 细 概 念 . 

定理 5.1.2079. 374] yy x 是 正则 空间 , 则 下 列 论 断 等 价 : 

(i) X 是 仿 紧 空间 ; 

(ii) X WR- FARRA I DART i; 

(iii) X KWH- FP st HR ET IR ZR TE ns; 

(iv) X WEF AA o BRIAR M. 

上 述 定理 可 由 下 列 三 引 理 得 证 . 

引 理 5.1.3 WRX 的 每 一 开 覆 盖 具 有 局 部 有 限 闭 加 细 和 覆盖 , 则 也 具有 点 星 
FF 283 s. 

证 明 — X {Fher 是 X WPA V = {Us}aea 的 局 部 有 限 闭 加 细 履 盖 . 对 
每 一 te 了 7T, FE a(t) € A IE F, C Uxa E 


T(x) ={t:tET,x € F} (ve Xy 


V(z) = f Twn (x- U R). (5.1.1) 
t€T (x) t¢T (a) 
由 {Fher 的 局 部 有 限 性 , 知 T(x) 是 全 的 有 限 子 集 , V(z) 是 包含 x 的 开 集 , Y = 
[V(x))ex Æ X MAP. 下 证 Y 点 星 加 细 V. 
对 zo € X, BOE to € T(x), A (5.1.1) AH: 如 zo € V(z), 而 zo € Fi, W 
to € T(x), 从 而 V(z) C Uat) 所 以 


st(zo, V) = U{V (x) : V(x) € Y, £o € V(z)) C Ua. 


证 完 . 

引 理 5.1.4 Wei Y = {4,}ses 是 覆盖 Y = (Bier BIDS n, 而 
Y 是 覆盖 次 = {Cujwew HRSA, WY 是 次 HBA. 

证 明 ”考察 某 固定 的 so cS. 对 每 一 ze Ay, (As, EY), Wt) e T f 


As, C st(z, YV) C Bi), (5.1.2) 
从 而 
st(4s YU)= D] wie yc: U Bio. (5.1.3) 
LEAs LEAs, 


取 某 固定 的 xo € Aso, 由 (5.1.2), xo € Bia) (V x € As), 所 以 


LJ Bia) © st(ao, Y). (5.1.4) 
rEAsy 
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由 (5.1.3) 及 (5.1.4), 有 


st(As,, 7) C st (zo, Y) C 某 C, EC. 


证 完 . 

引 理 5.1.5 WR x I8; 3123 ss RU LET ee, 则 X 的 每 一 开 履 盖 具 
有 c 离散 开 加 细 有 覆盖 . 

证 明 — Xx YW ={Usjses 是 空间 X WIP. E We =UV, R U, V, HEX 
的 开 履 盖 序 列 满足 下 列 条 件 : 


Uns, BMA Yn (n=0,1,2,---). (5.1.5) 
WR-seS 及 每 一 n==1,2,…, 置 
Usn = (x: FE x ERER VIE st(V,%,) C Us}. (5.1.6) 
XHRE— n — 1,2, 显然 {Usn}ses 是 U FMA. 下 面 证 明 
ZEUsn 及 yg&Unl 僵 DFE U E Unyi IË x,y EU. (5.1.7) 


由 (5.1.5), 对 每 一 Te Wasi, FE W E Yn IE st(U, Yngi) CW. WR £ CUNU Sn, 
则 W C st(x,%) C Us, 所 以 st(U, Yngi) C Us. FA (5.1.6), U C Usnsi, 从 而 
y £ Usny >y ÉU. 
把 集 S 良 序 化 , 置 
Von =Usn =|) Uae, (5.1.8) 
s'«s 


对 任意 不 同 的 s1, sy € S, 按 51 < s2 或 s < 51, 由 (5.1.8) 分 别 得 
Vs mn CX— Us, n+1 或 Vin CX— Us. mn 二 1. 


如 果 ze V5 5, y € Va, 则 由 (5.1.7), PFE U € Vapi IE zy € U, BI UNA Van F 
g > UN Van = ,所 以 对 每 一 n= 1,2,---, 开 集 族 {Vs jscs 是 离散 的 . 

下 证 {Vs n}ses nen 是 空间 X. 的 覆盖 . 对 任 一 y € X, 对 每 一 neN, {Usn}ses 
是 覆盖 . Ks, 是 S 中 的 最 小 元 之 使 ye Us 者 , 把 {s%,}wen 中 的 最 小 元 记 作 s(y), 
Rn 是 对 应 于 s(y) = s, 的 某 一 正 整数 . 从 而 y e Usly)n, Y E Us,n+2 (8 < sly)). 对 
ALAA x € Us ns (s < s(y)), 由 (5.1.7) 不 存在 Ue Ynya IË x,y E€ U. 所 以 


st(y WaN ( LU Usi) = 2. 


s<s(y) 
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由 (5.1.8), y € Vi... 证 完 . 
定理 5.1.2 的 证 明 — (i) — (ii), 由 定理 5.1.1 的 (iv) 及 引 理 5.1.3; ( = (iii), 
) > (iv), 分 别 由 引 理 5.1.4 和 引 理 5.1.5; (iv) > (i), 由 定理 5.1.1 的 (ii) 得 证 . 证 


(iii 
pd 

定义 5.1.1998. T, 空间 X 称 为 满 正规 空间 (fully normal space), WR X 的 
每 一 开 禾 盖 具 有 星 开 加 细 获 盖 . 

定理 5.1.3B74 空间 X 是 满 正规 空间 当 且 仅 当 X 是 Ta 仿 紧 空间 . 

证 明 ”必要 性 . 由 引 理 5.1.5 知 X 的 每 一 开 和 覆盖 具有 o 离散 开 加 细 和 覆盖 ,从 
而 更 是 o 局 部 有 限 的 . 易 证 满 正规 空间 是 正规 的 (习题 5.3), 从 而 是 正则 的 . 由 定 
38 5.1.1 知 X 是 Ts THAW. 

充分 性 . To 仿 紧 空 间 是 正则 的 , 由 定理 5.1.2 的 (iii) AH X 是 满 正规 的 . 证 完 . 

1940 年 ，TukeylBsssl 引入 满 正规 空间 并 证 明度 量 空间 是 满 正规 的 ， 1948 fF, 
StoneP74 证 明 满 正 规 性 等 价 于 To 仿 紧 性 (定理 5.1.3)， 从 而 得 到 度量 空间 是 仿 
紧 空 间 (定理 4.3.4), 解决 了 1944 年 Dieudonnkl106] 引入 仿 紧 性 时 提出 的 问题 , BE 
定 了 仿 紧 性 在 拓扑 学 和 分 析 学 中 的 重要 地 位 .不 仅 如 此 , Stone 在 证 明定 理 5.1.3 
时 所 用 的 方法 技巧 性 很 强 . 在 覆盖 性 质 理论 的 论证 中 , 历来 学 者 如 Michael, Burke, 
Worrell, Junnila 等 都 继承 、 发 展 、 深 化 了 Stone 的 技巧 9). 本 书 第 一 次 介绍 Stone 
的 技巧 是 在 定理 4.3.3, 在 那里 是 用 开 球 体现 其 证 法 的 , 较 有 直观 性 , 便于 理解 . 目 
的 是 要 早 一 些 得 到 度量 空间 是 仿 紧 空 间 这 一 重要 结论 , 使 本 书 的 前 四 章 自 成 体系 . 
这 里 是 第 二 次 介绍 Stone 的 证 法 ( 引 理 5.1.5). 读者 可 与 定理 4.3.3 对 看 , 更 好 地 深 
入 理解 , 逐步 掌握 其 技巧 . 引 理 5.1.5 的 证 明 较 定理 4.3.3 的 证 明 简短 一 些 . 这 是 因 
这 里 只 要 证 具有 o 离散 开 加 细 和 覆盖 而 由 定理 5.1.1 得 证 . 而 在 定理 4.3.3 必须 构造 
既是 o 离散 又 是 局 部 有 限 的 开 加 细 覆 盖 而 由 仿 紧 性 的 定义 得 证 . 

Michael 在 得 到 定理 5.1.1 后 曾 提出 Ts 仿 紧 性 能 否 为 闭 映射 所 保持 . 接着 他 
在 1957 年 引入 闭 包 保持 集 族 的 概念 23d, 证 明了 : 

“在 正则 空间 中 , x 是 仿 紧 空间 , 当 且 仅 当 X 的 每 一 开 覆 盖 具 有 闭 包 保持 闭 
WAA ate.” 
从 而 解决 了 所 提出 的 问题 ( 见 定理 5.2.1). 后 来 , 他 在 1959 年 又 引入 垫 状 加 细 概 念 
改进 了 上 述 结果 P81, 

定义 5.1.2285) 和 集 族 Y 称 为 闭 包 保持 的 (closure-preserving)， 如果 对 任 一 
4'c,(U(U:Uc 4) =UfTIT:UEe52 人 可 数 个 闭 包 保持 集 族 的 并 称 为 o 
闭 包 保持 的 (o-closure-preserving). 

我 们 在 第 3 章 曾 证 明 过 , 局 部 有 限 集 族 y 具有 定义 5.1.2 的 性 质 ( 见 引 理 
3.5.2), 所 以 局 部 有 限 集 族 > 闭 包 保 持 集 族 , FNL. 对 闭 包 保持 的 闭 集 族 Y K 
空间 的 闭 集 F, {UNF :U e V) 仍 是 闭 包 保持 的 (读者 自 证 , 习题 5.5). 


5.1 仿 紧 空间 的 刻画 - 131- 


定义 5.1.3 P5. SR 称 为 执 状 于 (cushioned in) 集 族 多 ,如 果 存 在 映射 
FEV 54,4 x5— Y'cY,(U(V:VeYv')- cutf(V):V ew}. BIR v BR 
为 o ARF (o-cushioned in) EJ V, WR VY = Unen Vn, BE— v, ARF V. 

当 UY = (US) Bj, Y BRI V, TEV = U(V:Ve Y, f(V) = Ua}, W 
Y" = (V4) 仍 垫 状 于 多, 这 时 有 f(V4) = Us, 称 Y" 精确 地 (precisely) 垫 状 于 7. 

当空 间 的 覆盖 Y^ MRP Bi Y 时 , 称 少 是 2 的 垫 状 加 细 覆 盖 (cushioned 
covering of refinement) 或 Y 垫 状 加 细 (cushioned refine) X. 

RY 是 开 履 盖 的 闭 包 保 持 闭 加 细 覆 盖 , WY 也 同时 是 2 的 热 状 加 细 覆 
m, 只 要 把 f : WY 一 Y 确定 为 对 每 一 W eo. fW) 是 包含 W m emu. 
在 正则 空间 , HEH YU 总 存在 开 加 细 有 覆盖 使 中 每 一 元 V 的 闭 包 了 包含 在 
U 的 某 一 元 U 中 , 所 以 在 正则 空间 X, 每 一 开 履 盖 具 有 闭 包 保持 加 细 有 覆盖 蕴含 每 
HERRA EDU RUE s. 

定理 5.1.4050.280. yy X 是 正则 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 仿 紧 空间 ; 

(ii) X 的 每 一 开 和 覆盖 具有 o 闭 包 保 持 开 加 细 覆 盖 ; 

(ui) X 的 每 一 开 和 覆盖 具有 闭 包 保持 闭 加 细 和 覆盖 ; 

(iv) X 的 每 一 开 履 盖 具 有 o ARAMAMA zs; 

(v) X HR- FERRA RARI AAE M. 

为 了 证 明 上 述 定 理 5.1.4, 先 证 明 下 述 引 理 . 这 引 理 的 证 明 技巧 很 强 , 是 前 面 所 
述 Stone 技巧 的 发 展 . 

引 理 5.1.6 05. YE Ti 空间 X 的 每 一 开 和 覆盖 具有 热 状 加 细 覆 盖 , 则 X 是 仿 
紧 空间 . 

WEBB ”容易 证 明 每 一 开 覆 盖 具有 热 状 加 细 覆 盖 蕴 含 T4 分 离 公理 (习题 5.7 或 
定理 5.1.5), 所 以 Ti 空间 X 是 正规 的 . 因此 只 要 证 明 X 的 每 一 开 履 盖 具 有 o 离 
RIOT s, 从 而 由 定理 5.1.2 的 (iv) 得 证 . 下 面 先 证 具有 o 互 不 相交 开 加 细 履 
盖 , 然后 由 正规 性 过 渡 到 o 离散 开 加 细 履 盖 . 

设 Y= {Ua}aea 是 空间 X WIA, 把 指标 集 A BRUTAL. 下 面 对 每 一 i € N 
构造 % 的 精确 热 状 加 细 有 覆盖 {Coitaca, 使 对 每 一 ae A 及 i e N 满足 : 


( U Cai) Bom = %, (5.1.9) 
B<a 
Cain (U Coit) - g. (5.1.10) 


由 假设 ， 取 {Ca,i}aeA 是 {Uahaea EE f RD 29 283 i. 设 对 i 一 1,2,- “yn 
已 构造 {Us}aea BUSEAAJAH Be {C6i;}aea 满足 (5.1.9) 及 (5.1.10)， 下 面 构造 


:132- 第 5 章 q X 


{Cam+i}ae4. 对 每 一 we A, E 


Ua n+ = Ua — ( U Con) (5.1.11) 
B<a 

WW {Uanrijaea 是 X WA, 这 是 因为 对 x e X, RY 中 包含 r 的 第 一 个 Ua, 
由 于 {Contaca 执 状 加 细 {Ua}aea， (Usa Can)” € Usea Ua: 所 以 x € Usi. 
由 假设 , 取 {Uantitaca MARA DUAN te {Ce ijacea， 则 由 (5.1.11) 可 知 
(Usca Can)” N Canti = € (Bl Conti C Uant) 故 满足 (5.1.9), 至 于 (5.1.10), 由 
(5.1.11) 可 知 Con 与 所 有 6 > a 的 Ug sa 不 交 , 而 (Ussa Cent1) € Ussa Uni: 
BE Can (Ups Conti)” = Ø, WAL (5.1.10). 


对 每 一 a ki, 置 
Vai =X-( Cas) ， 
BAa 
则 Voi 是 开 集 且 对 a A p, Vai N Vas = 2. 由 于 {Cai}ae4 是 V 的 加 细 覆 盖 ， 
Vai C Cai C Ua， 下 面 要 证 明 (V4; :ae A, i e N) 是 空间 X 的 覆盖 , 这 样 ， 
{Vai ae A, ie N) 成 为 Y ftl o 互 不 相交 开 加 细 覆 盖 . 对 每 一 x < X, 由 于 每 一 
{Caitaca (ie N) 都 是 X 的 覆盖 , 置 


o; = minfa € A: £ € Cai}, 


并 取 正 整数 天 使 
oy = min(o;:à € N}. 
下 面 证 明 z € Vanki 首先 由 ar 的 定义 知 ze Cane 由 (5.1.10) (VE i= k), 
é ( U Corti) - (5.1.12) 
B>ar 
由 于 {Cortotoca 也 是 覆盖 , 由 ax 的 定义 , 存在 某 些 a > ax 使 ze Conte. 由 
(5.1.9) GE i = k+1), £ ¢ (Usca Conti)» AF (Usca, Conti)” € (Usca Coi); 


所 以 E 
é ( U Cant1) ; (5.1.13) 


Bak 
由 (5.1.12) 及 (5.1.13), 知 £ € Va, esi. 到 此 证 明了 {[Var:a€ A i e N} Æ 
U ={Uahaca BJ o 互 不 相交 开 加 细 覆 盖 . 
为 了 完成 证 明 , 由 假设 , 存在 开 覆 盖 (Vai :o € A, i CN} HF SERA D 
ti {Dai:ae A, ie NJ. 对 每 一 ie N, 有 


( U Da)" c (U Vas, 


acA acA 
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X 是 正规 的 , 存在 开 集 G; 使 
( U Ba) cGicGi cL) Vai 


acA acA 

BW, = {Vai N Gi: a E€ A}, WKH 是 离散 开 集 族 (读者 自 证 , 见习 题 2.30). 从 而 
=Uien Æ UY W o 离散 开 加 细 覆 盖 . 证 完 . 

定理 5.1.4 的 证 明 ”我 们 按 下 列 顺序 证 : (i) > (ii) > (iii) > (v) 9 (i) & (ii) 
=> (iv) > (v). 
(i) = (ii). 由 定理 5.1.1 的 (ii) 及 局 部 有 限 集 族 是 闭 包 保持 的 而 得 证 . 
(ii) > (ui). 设 空间 X 的 每 一 开 履 盖 具 有 o 闭 包 保持 开 加 细 覆 盖 Y = sen Vi 
% 是 闭 包 保 持 的 . BÀ] X 是 正则 的 , 可 作为 每 一 (V :V e Y) 加 细 4. SA, 
{V:Ve%} 也 是 闭 包 保 持 的 . 对 每 一 ie N, EH; =U%, H; 是 开 集 , 并 设 


“={T- Um:Vvex), w-U». 


n<i icN 


每 一 
每 一 


HY V-U,.; Hn =V A(X -Une; Hn), X —Une; Hn ZAR, M (V : V € %} 
是 闭 包 保持 的 , 所 以 % 是 闭 包 保持 的 (习题 5.5), 从 而 对 任何 "< N, Uc, Hi 是 闭 
包 保 持 的 . 现在 要 证 W 是 闭 包 保持 的 . BW! CW, v € (097). 存在 meN 使 
x € Hm. 对 每 一 W e WON (i >m), WNHm = Ø. Ph x e UW'NUiem Y). 
由 于 Uc, Wi 是 闭 包 保持 的 , 所 以 存在 W e Y" n(Uizu Vi) c Y, fix EW =W. 
到 此 证 明了 W 是 dv BRE DRUSI ns. 

(iti) > (v). Y BS 8E— PY DR SE A A 8 i [e] FR Je SEPA ERE i. 

(v) = (i). 由 引 理 5.1.6 得 证 . 

(ii) > (iv). TA, (iv) > (v) 的 证 法 类 似 于 (i) > (ui) (读者 自己 完成 ). 证 完 . 

To 仿 紧 性 蕴含 正规 性 , 满足 T4 分 离 公 理 . 其 实 它 满足 更 强 形 式 的 分 离 公理 . 

定义 5.1.49 Ti 空间 X 称 为 集 态 正规 空间 (collectionwise normal space), 
如 果 对 X 的 每 一 离散 闭 集 族 {Fa}aea, 存在 互 不 相交 的 开 集 族 {Us。}aea, 使 对 每 
— a € A, Fa C Ua. 

注 记 BA, 集 态 正规 空间 是 正规 的 . 由 习题 2.30 知 上 述 定 义 中 的 “ 互 不 相 
交 ” 可 改 为 “离散 ”. 

在 引 理 5.1.6 的 证 明 开始 时 指出 每 一 开 覆 盖 具 有 垫 状 加 细 有 覆盖 药 含 Ts 分 离 公 
H, 其 实 有 下 列 更 强 的 结果 . 

定理 5.1.5 WT, 空间 X WR JT sS RUE HARE s, 则 X 是 集 态 正 
规 空 间 . 

证 明 ” 设 {fu}aea 是 空间 X 的 离散 闭 集 族 . 不 妨 设 对 oz p, Fa Z Fa. 对 
a € A, BU, = X Us, Fa, W Fa C Ua, HXI o B, FnUs = Ø. {Ua}aca Æ X 
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HRAN, 由 假设 , 存在 垫 状 加 细 覆 盖 {Cs。}aea. E Va = X — (Ussa Cs) ,下 面 验 
证 (Vo Jae A 是 所 要 求 的 开 集 族 . Bl (ays Ca)” C Ugaza Uo; M (Us Ua)NFa = Ø, 
所 以 Fa C Va, a € A. 此 外 , 对 不 同 的 a,oa € A, (Ugga Ca) U (Usu; Ca) = X, 所 
以 VaN Vw =Ø. 到 此 证 明了 X 是 集 态 正规 空间 . 证 完 . 

推论 5.1.29 Ts 仿 紧 空间 是 集 态 正 规 空间 . 

证 明 ”由 定理 3.5.8 和 定理 5.1.4 的 (v) 立刻 得 证 . 证 完 . 

注 记 ”读者 容易 证 明 每 一 星 加 细 开 覆盖 是 垫 状 加 细 宪 盖 (习题 5.9)， 由 定理 
5.1.3 可 知 满 正规 性 (定义 5.1.1) FAAS TERME. 

定义 5.1.5 079]. 从 拓扑 空间 X 到 单位 区 间 了 = [0,1] 内 一 族 连续 函数 o = 
{ws}ses 称 为 X 的 单位 分 解 (partition of unity), 如 果 对 每 一 ze X, Y .cs ps(z) = 
1, 其 中 Yuesvs(z) = 1 理解 为 仅 有 可 数 个 se S 使 ps(z) 40, 且 所 构成 的 级 数 收 
SF 1. 单位 分 解 称 为 局 部 有 限 的 , 如 果 {97 (0,1) es 所 形成 X 的 覆盖 是 局 部 
有 限 的 . 单位 分 解 称 为 从 属于 此 空间 的 覆盖 V. 如 果 (071((0,1)).es 是 Y 的 加 
28 us. 

定理 5.1.6 (单位 分 解 定理 P78) WE x 是 Ta 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 仿 紧 空 间 ; 

(ii) X Kittie Y 具有 局 部 有 限 的 单位 分 解 从 属于 V; 

(iii) X 的 每 一 开 履 盖 27 具有 单位 分 解 从 属于 V. 

上 述 刻画 不 仅 在 拓扑 学 中 且 在 分 析 与 微分 几何 中 有 很 大 用 处 ， 此 刻画 的 证 明 
可 通过 下 列 两 引 理 得 证 . 

引 理 5.1.7 ”正规 空间 X 的 每 一 局 部 有 限 开 和 覆盖 具有 局 部 有 限 的 单位 分 
解 从 属于 V. 

证 明 KY = {Us}aea 是 正规 空间 X 的 局 部 有 限 开 覆 盖 . 由 正规 性 , 存在 
HS (Falaca 使 对 每 一 ae A, Fy C Ua ( 引 理 44.2). 由 Urysohn 引 理 (定理 
2.4.1), 对 每 一 a € A, 存在 连续 函数 f : X — [0,1] 使 f(z) = 0, £ € X -— Ua; 
falt) 21, v € Fy. E f(x) 2 Paca falt), BF Y 是 局 部 有 限 的 及 fo 的 定义 知 f 
是 x 到 实数 空间 R 内 的 连续 函数 . 由 于 {fu}aea 是 X 的 覆盖 , f YE X 上 处 处 不 
为 零 . E pa = fa/f, JU 9 = {pajaca 是 和 上 的 单位 分 解 . 由 于 {p31((0,1])}aea 
是 局 部 有 限 的 且 加 细 多 , 故 o 是 局 部 有 限 的 且 从 属于 V. 证 完 . 

引 理 5.1.8 ” 设 空间 X 的 每 一 开 履 盖 Y 具有 X 上 的 单位 分 解 5 从 属于 U, 
则 多 具有 o JEU BR FP An i. 

WERH i 5= {pajaca 是 空间 X 上 的 单位 分 解 从 属于 X MPR 多 , 所 以 
{pz1((0,1])}aea 是 和 的 开 覆 盖 加 细 V. 对 每 一 we A, 把 开 集 v5 (0, 1]) 分 解 为 
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如 下 可 数 个 开 集 的 并 : 
pa ((0, 1) = Ute (0/51) :1 22). (a€ A). 


i 
Vases (nil, Y ={Vai: 2, we A}, 


WY ii 2 PFPA. 下 证 对 每 一 i > 2, {Vi}aea 是 局 部 有 限 的 , Mit Y^ dé 
o 局 部 有 限 的 . 

设 zo € X, i 是 某 不 小 于 2 的 正 整数 . 要 找 出 vo 的 邻 域 C(zo) 使 T(zo) fX. 
与 (VoileeA 中 有 限 个 元 相交 . 因 0 = {pajaca EAL, Soca pu(zo) = 1, 
可 以 选取 A 的 有 限 子 集 A 使 Dacs palto) > 1 一 1/i， 由 连续 性 , 存在 vo 的 
BER U(x), 使 对 每 一 ze U(xo), Vaca Palt) > 1 一 1/i. U(zo) 只 能 与 有 限 个 
Vai (a € A’) 相交 . 如若 不 然 , (z0) N Vai z 8, 0 € A’, WH z' € U(xo) n Vai, 将 
有 wear Cale + eae) > T. 矛盾 . 证 完 . 

定理 5.1.6 的 证 明 — (i) > (iii) 是 平凡 的 , REEVE (ii) > (i) = (ii). 

(i) > (ii). Al Ts 仿 紧 空间 是 正规 的 (定理 3.5.8), 由 引 理 5.1.7 得 证 . 

(iii) > (i). 由 引 理 5.1.8 知 X 的 每 一 开 覆 盖 V 具有 o Jah BOT ON gs 
只 要 证 明 满足 (iii) 的 空间 X 是 正则 的 , 则 由 定理 5.1.1 得 证 . 为 此 , 下 证 满足 (ii) 
的 Ti 空间 是 完全 正则 空间 . 

对 于 点 zo € X RARE CX 使 zo d F, Rm V = (X — F, X — {xo}} 
具有 单位 分 解 5 = {ya}aea 从 属于 V. W ao € A, 使 Ga, (xo) = a > 0, 注意 此 
时 pat ((0,1]) c X -F MW es(z) 20, z € F. E f(z) 21— min(1, qa, (z)/a), Bl 
f(zo) =0; f(z) 2 1,» € F. W X ARDERE. 证 完 . 

以 上 关于 仿 紧 空 间 的 四 个 刻画 (定理 5.1.1、 定理 5.1.2. 定理 5.1.4 和 定理 5.1.6) 
都 是 在 正则 空间 或 Ta 空间 情况 下 做 出 的 . 下 面 仿 紧 空间 的 两 个 刻画 是 不 以 任何 分 
离 公理 为 前 提 的 , 分 别 由 Mack?" 和 Junnilal?19, 2201 得 到 的 . 它们 的 证 明 要 引入 
较 多 概念 . 这 里 仅 做 介绍 以 备 后 面 引用 . 证 明 参 见 文献 [219], [220], [271]. 

定义 5.1.6 ”拓扑 空间 X 的 覆盖 称 为 定向 的 (全 序 的 、 良 序 的 ), 如 果 按 
集 的 包含 关系 是 定向 的 (EF, RFR). MAn 称 为 内 核 保持 的 (interior- 
preserving), 如 果 对 每 一 非 空 的 YW! CW, NOV 是 开 集 . 

定理 5.1.7 071 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 仿 紧 空间 ; 

(ii) X B RE— BLFFJT 48 HRA I IUE ER JT Jn A n; 

(ui) X B RE— XE IRL JT n RJ BU PS JT DR i; 
(iv) X HR XE IRL JT i C JR BEA E. PEL A i. 
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注 记 ”这 里 的 (iv) 不 同 于 定理 5.1.1 中 的 (iv), 这 里 不 要 求 正则 性 . 

定理 5.1.8 219 220 下列 论 断 等 价 : 

(i) X 是 仿 紧 空间 ; 

(3) X 的 每 一 内 核 保持 定向 开 覆 盖 具 有 o 闭 包 保 持 闭 加 细 覆 盖 , 且 这 覆盖 的 元 
( 闭 集 ) 的 内 核 之 集 覆 盖 X; 

(ui) X 的 每 一 定向 开 覆 盖 具有 闭 包 保 持 闭 加 细 和 覆盖, 且 这 履 盖 的 元 ( 闭 集 ) 的 
内 核 之 集 覆 盖 X; 

(iv) X 的 每 一 全 序 开 覆 盖 具 有 局 部 有 限 加 细 覆 六 使 对 每 一 x € X, a < 
Int(st(x, 7^)). 


5.2. 仿 紧 空间 的 映射 性 质 


Qe ARE 5.2~5.6 节 及 习题 5 中 的 映射 都 是 连续 满 映 射 . 

定理 5.2.1 (Michael 定理 281) 闭 映 射 保 持 T» 仿 紧 空间 . 

证 明 ”利用 习题 5.8 及 定理 5.1.4 的 (iii) 即 可 得 证 . 证 完 . 

Michael 为 了 解决 闭 映 射 保持 To 仿 紧 性 , 引入 闭 包 保持 集 族 证 明了 相应 的 定 
H 5.1.4 中 的 (iii). 这 一 方法 被 后 来 许多 学 者 采用 . 

上 述 定理 5.2.1 说 明 “ 闭 映射 保持 To 仿 紧 性 ”, 至 于 不 加 分 离 公 理 的 仿 紧 性 能 
否 为 闭 映射 保持 ? 文献 中 未 见 提 过 . 由 于 5.1 节 关 于 仿 紧 性 的 四 个 刻画 是 在 分 离 公 
理 的 前 提 下 得 到 的 , 由 此 刻画 所 得 的 映射 定理 难免 附加 分 离 公理 . 要 想得到 不 加 分 
离 公理 的 仿 紧 性 的 映射 定理 , 必须 仰 仗 不 加 分 离 公理 的 仿 紧 性 的 刻画 , 如 前 节 末 介 
绍 的 Mack 和 Junnila 的 刻画 .MackP27 根据 他 的 刻画 [定理 5.1.7 的 (iv)] 证 明 
了 “完备 映射 保持 仿 紧 性 ”[ 注 意 , 由 于 不 加 分 离 性 公理 , 无 法 利用 定理 5.1.1 的 (iv) 
证 明 这 结果 ]. Worrell 在 以 高 度 技巧 证 明了 “ 闭 映射 保持 弱 仿 紧 性 ”( 定 理 6.2.2) 
后 , 宣称 用 类 似 的 技巧 可 以 证 明 “ 既 开 且 闭 的 映射 保持 仿 紧 性 ”及 “Ti 仿 紧 空间 在 
边缘 紧 的 闭 映射 下 的 像 是 仿 紧 空间 ”. 高 国士 199) 证 明了 “几乎 开 、 闭 映射 保持 仿 
紧 性 ”以 改进 Worrell 的 结果 并 正式 提出 : 闭 映射 能 否 保 持 仿 紧 性 (不 加 分 离 公 理 )? 
高 国士 的 文章 发 表 后 , 吴 利生 认为 稍 加 改动 可 将 “几乎 开 ” 改 为 “ 双 商 ”, 如 下 面 的 
定理 5.2.2 所 述 . 

定义 5.2.1 ”拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 了 的 映射 了 称 为 双 商 的 235] (bi-quotient), 
如 果 对 每 一 ye 并 及 X 的 任 一 开 集 族 UY, UY > f(y), 则 存在 的 有 限 子 族 
U! CU 使 ye Intf(UZ/) ( 当 多 是 X 的 任 一 可 数 开 集 族 时 , UK f 为 可 数 双 商 
的 359] (countably bi-quotient)); f 称 为 伪 开 的 [191 (pseudo-open), 如 果 对 每 一 ye Y 
K X 的 开 集 U, UD f(y), Wy € Intf(U); f 称 为 拟 完 备 的 [306| (quasi-perfect), 
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WR f 是 闭 的 , 且 对 每 一 yeY, fly) 是 可 数 紧 集 ( 当 广 !(y) 是 紧 集 时 , 称 为 完 
备 映射 , 见 定 义 3.3.1). 
容易 验证 上 述 映 射 有 下 列 蕴 含 关系 : 


开 一 > 几乎 开 一 > 双 商 一 > 可 数 双 商 一 > 伪 开 
完备 — Hbc —— 闭 


TH BC Zt ARIAS T. 

定理 5.2.2 AW /:X 一 了 是 由 仿 紧 空间 X 到 空间 Y 上 的 双 商 闭 映 射 , 则 YY 
是 仿 紧 空间 . 

证 明 — Xx 是 空间 YY 的 定向 开 履 盖 , 则 广 !(Z) = (f£ (V) :V e Y) Be 
la) X 的 定向 开 和 覆盖 . 由 定理 5.1.8 之 (ii), ETE PHIL EL D SE HE ZU 加 细 f (Y) B. 
{IntU: U c 4) 覆盖 X. 因 开 覆盖 OY) 是 定向 的 , 可 以 设 Y 关于 有 限 并 是 封 
闭 的 . E] f 是 闭 映 射 , (UV) = {f(D0) :Ue Y} 是 空间 Y 的 闭 包 保持 闭 覆 盖 (习题 
5.8), 显然 加 细 Y. (IntU:U e Y} Æ X WAR. 因 f 是 双 商 的 , 对 每 一 ye Y, 
存在 UY WARTI V cw 使 


y € Intf(U(IntU : U e Z')) C Intf(Uz). 


u 关于 有 限 并 封闭 , FEE U cV 使 UV =U", MT y € Intf(U). 到 此 证 明 
了 空间 Y 的 定向 开 覆 盖 Y RAM ate f(Y%)={fU):UEe VA 
这 覆盖 的 元 的 内 核 之 集 有 覆 盖 Y. 由 定理 5.1.8 之 (iii), Y 是 仿 紧 空间 . 证 完 . 

由 于 开 了 上 映射、 几乎 开 上 映射 、 完 备 映 射 都 是 双 商 映射 , 故 有 下 述 推论 . 

推论 5.2.1139 几乎 开 、 闭 映射 保持 仿 紧 性 . 

推论 5.2.2014 开 、 闭 映射 保持 仿 紧 性 . 

推论 5.2.3P7 完备 映射 保持 仿 紧 性 . 

关于 Worrell 的 男 一 结果 “边缘 紧 的 闭 映 射 保持 Ti 仿 紧 性 "， 其实 可 由 推论 
5.2.3 导 得 , 只 要 利用 引 理 4.4.8 把 边缘 紧 闭 映射 过 渡 为 完备 映射 并 利用 仿 紧 空间 的 
闭 子 空间 是 仿 紧 的 , 即 由 推论 5.2.3 得 证 . 

至 于 高 国士 099 提出 的 问题 : 闭 映射 能 否 保 持 仿 紧 性 (不 加 分 离 公理 )? 林 寿 
否定 地 回答 了 这 个 问题 O40. 他 构 作 一 个 反例 , 说 明 即 使 是 Ti 仿 紧 空 间 也 不 能 被 
闭 映射 所 保持 . 这 一 有 趣 的 反例 放 在 后 面 介绍 ( 见 例 6.2.1), 因为 此 例 涉 及 许多 尚 
未 引入 的 概念 , 且 对 后 面 也 有 用 处 . 

由 于 此 反例 的 出 现 , 上述 定理 5.2.2 显得 更 有 意义 , 不 仅 是 当前 此 方面 的 最 好 
结果 , 此 后 被 改进 的 可 能 性 也 不 多 了 . 有 可 能 讨论 的 问题 是 可 数 双 商 的 闭 映射 是 否 
保持 仿 紧 性 (不 加 分 离 公理 ). 
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此 外 , 仿 紧 性 被 完备 映射 的 逆 像 所 保持 . 下 面 证 明 更 强 的 结果 . 

X X,Y 都 是 拓扑 空间 , 映射 f: X Y PRY Lindelöf 映射 (Lindel6f map- 
ping), 如 果 对 每 一 ye Y, f(y) 是 X ff] Lindelöf 子 空间 . 

定理 5.2.30) Y f 是 正则 空间 X 到 仿 紧 空 间 Y 上 的 闭 Lindelöf BRA, 则 
X 是 仿 紧 空间 . 

I B UY = {Unhaca Æ X 的 开 覆 盖 , 对 每 一 ye Y, f(y) 是 Lindelöf 
f. fly) Aw 中 可 数 个 元 覆盖 . 记 fly) C Uren Uyi = Uy. 由 推论 1.5.1, 
存在 开 集 Vy ME fy) C Vy C Uy K Vy = FM F(Vy)) E f(W) 是 Y 中 开 集 . 
置 Wy = (Vy), W {Wy}yey 是 空间 Y WFP gS. Y fi, {Wy}yey 具有 局 
A BRT UNAS tht {Os} een. BUE {Wy}yey 中 包含 Og 的 一 个 开 集 为 Wye), W 
F Oe) C f^ (W,qg) = Wp) C Ug. (f^! (Og)) en 是 局 部 有 限 的 .% = 
{F (0g) NU ys) seen 也 是 局 部 有 限 的 . 从 而 Y = Uc Y; 2 Y Ho 局 部 有 限 
FRNA te. D] x 正则 , 由 定理 5.1.1 得 证 . 证 完 . 

推论 5.2.4076 设 了 是 空间 X 到 仿 紧 空间 Y 上 的 完备 映射 , 则 X 是 仿 紧 
空间 . 

证 明 ” 因 完 备 映射 是 闭 Lindelöf 映射 , 在 完备 映射 的 条 件 下 定理 5.2.3 FP X 
是 正则 的 假设 可 去 掉 . 证 完 . 

推论 5.2.5 ”空间 X 是 仿 紧 空 间 当 且 仅 当 Xx 在 完备 映射 下 的 像 是 仿 紧 空 间 . 

WEBB ”结合 推论 5.2.3 和 推论 5.2.4 得 证 . 证 完 . 


5.3” 念 紧 空间 的 遗传 性 


在 2.2 节 分 离 公 理 中 述 及 空间 的 遗传 性 是 指 空间 的 任何 子 空间 具有 此 空间 的 
性 质 , 并 指出 满足 To, Ti, T», Ts 分 离 公理 的 空间 (从 而 正则 空间 ) 都 具有 遗传 性 ， 
而 正规 空间 不 具有 和 遗传 性 ( 例 2.2.4). 设 P 是 一 个 拓扑 性 质 , 如 果 具 有 多 的 空间 
的 任何 闭 子 空间 (或 开 子 空间 ) AF, 则 称 性 质 2 或 具有 性 质 2 的 空间 具 
有 闭 遗 传 性 (closed hereditary property) (或 开 遗 传 性 (open hereditary property)). 
正规 空间 具有 闭 遗 传 性 (习题 2.11) 且 开 遗传 性 > 遗传 性 (定理 2.2.7 的 证 明 ). 

仿 紧 空间 的 闭 子 空间 是 仿 紧 的 (定理 3.5.7), 故 仿 紧 空间 具有 闭 遗 传 性 , 至 于 是 
否 具有 遗传 性 ? 考察 前 面 的 例 2.2.4, [0,01], [0,w] RAR [0,wi] x [0,w] 都 是 T» 紧 
空间 , 从 而 正规 仿 紧 空间 . 这 积 空间 具有 To 而 非 正规 的 子 空间 , 显然 这 子 空间 必 
非 仿 紧 的 (定理 3.5.8). 所 以 仿 紧 空间 不 具有 遗传 性 , 但 也 有 开 遗 传 性 => 遗传 性 . 

命题 5.3.1009. 设 仿 紧 空间 X 的 任 一 开 子 空间 是 仿 紧 的 , 则 X 的 任何 子 空 
间 是 仿 紧 的 ( 即 X 是 遗传 仿 紧 空间 ). 


5.8. 仿 紧 空间 的 遗传 性 . 139 . 


证 明 设 M CX 是 仿 紧 空间 X 的 任何 子 空间 , Y = (Vilaea 是 一 族 关 于 
子 空间 M 的 开 集 覆盖 M. 存在 X 中 的 开 集 族 Y = (Us)aea IE Va = Ua N M, 
o € A. É G-U*,G 5 M. YV Bm G, 由 假设 , v 关于 子 空间 G 具有 局 部 
ARIMA SS, 则 {WN M : W Ee yy 是 关于 子 空间 M 的 局 部 有 限 开 覆盖 ， 
显然 加 细 v. 故 子 空间 M 是 仿 紧 的 . 证 完 . 

定理 5.3.1875| T, 仿 紧 空间 的 Fo 子 空间 是 仿 紧 空间 ( 即 T. 仿 紧 性 是 Fo 
遗传 性 (F,-hereditary property)). 

WEB] i M ÆT WREN X H Fo TEN. 置 M= Unen Fn, Fn (n E€ N) & 
闭 集 . 设 = {Va}aca 是 子 空间 M OFEN, 存在 X 中 的 开 集 族 V7 = {Uajuea 
使 V, =Ua N M, o € A. 对 每 一 nrnEN,{UujaceaU{X- Fx} 是 空间 X WIR, 
TELE REB OT Inda. E 


£,-(QWnM:WeW,WnFze, B= |] A. 
ncN 

多 是 关于 子 空 间 M 的 o RUBIA Y. 因 To 仿 紧 空间 是 正则 的 , M 
也 是 正则 的 . 由 定理 5.1.1 的 (8) 知 M 是 仿 紧 的 . 证 完 . 

注 记 ”上述 定理 5.3.1 Z, 的 局 部 有 限 性 不 仅 是 关于 子 空间 M 且 是 关于 空 
间 X. 另外 , BR 057) 构造 例子 表明 Ti 仿 紧 性 未 必 是 Ff 遗传 性 . 

41 节 曾 引入 完备 空间 (每 一 开 集 是 Fo R, 见 定义 4.1.3) 及 完备 正规 空间 , 结 
合 命题 5.3.1 及 定理 5.3.1 得 下 述 推论 . 

推论 5.3.1009]. 完备 的 Ta 仿 紧 空间 是 遗传 仿 紧 空间 (或 完备 正规 的 仿 紧 空 
间 是 遗传 仿 紧 空间 ). 

上 述 推论 中 的 完备 性 可 稍 减 弱 使 成 为 遗传 仿 紧 空间 的 必要 与 充分 条 件 . 

定义 5.3.1 04. RIR {Fa}aca 称 为 遗传 闭 包 保持 的 (hereditarily closure-pres- 
erving), 如 果 对 a € A, FER Ha C Fa, {Ha}aea 是 闭 包 保 持 的 . 可 数 个 遗传 闭 包 
保持 集 族 的 并 称 为 o 遗传 闭 包 保持 的 (o-hereditarily closure-preserving). 

显然 , 局 部 有 限 集 族 = 遗传 闭 包 保持 集 族 闭 包 保持 集 族 . 闭 包 保 持 而 非 遗 
传 闭 包 保持 集 族 的 例 见 例 5.5.1. 

定理 5.3.2 1190 428] 设 X 是 Ts 仿 紧 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 遗传 仿 紧 空间 ; 

(ii) X 的 每 一 开 集 G 是 一 族 开 Fr 集 的 并 , 且 这 集 族 在 G 中 是 局 部 有 限 的 ; 

(iii) X 的 每 一 开 集 G 是 一 族 开 Fo 集 的 并 , 且 这 集 族 在 G 中 是 o 遗传 闭 包 保 


WEB] ”只 要 证 明 (i) = (ii) A (iii) > (i). 
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(i) > (i). 设 G 是 Ts 念 紧 空间 X WIR. X 是 正则 的 (定理 3.5.8). 对 每 一 
a € G, TFE x 的 开 令 域 U(z), 使 U(z) C G. {U(z)}zecG 覆盖 G. 由 (i), X 是 遗传 仿 
紧 的 , 存在 关于 G 的 局 部 有 限 开 和 覆盖 (Us) aea 加 细 {U(x)}zec. G 是 To WZH, 
从 而 是 正规 的 (定理 3.5.8), 存在 关于 G IO PRESS {Fa}aca 使 FC Ua, as4( 引 
H 4.4.2), 从 而 存在 关于 G 的 开 Ff 覆盖 (Galaea IE Fa C Ga C Us, a € A (习题 
2.14). Fl {Ua}aca 在 G 中 局 部 有 限 , {Ga}aea 也 在 G 中 局 部 有 限 . 由 于 G 是 开 集 
H Ga CUa CUa C U(x) CG, 所 以 G。 是 空间 X HIF F, Æ, G= U{Ga:a€ A}. 

(ii) > (i). 只 要 证 明 空 间 X 的 任 一 开 子 集 G 是 仿 紧 的 , 由 命题 5.3.1 得 证 . ix 
X 的 任 一 开 集 G 可 表 为 G = Uiex(U., e; Xa); 每 一 Xa, Æ X 中 的 开 Fo RH 
{Xa;}asea; TE G 中 遗传 闭 包 保 持 . KY 是 G 的 开 履 盖 . 置 


Un, = {UNXoa, UEU} (o; € Asi € N). 


Uy, 是 开 F, Xo, WIS. 由 定理 5.3.1 的 证 明 及 这 定理 的 注 记 , 知 zu, 具有 
E X P o 局 部 有 限 , 从 而 也 在 G 中 o 局 部 有 限 的 开 加 细 歼 盖 Yo, = Ujen Mais 
对 每 一 7 EN, Yo, 在 G 中 局 部 有 限 的 , 从 而 闭 包 保持 的 . 由 于 %* ; =U{V :VE€ 
Poi} C Xa, 而 {Xa bares, 在 G 中 遗传 闭 包 保持 的 , 所 以 
Y= U CU as) 
i jEN oaiE4i; 

是 G 的 o MARR i, 加 细 多 . AT. 仿 紧 空间 是 正则 的 , G 是 正则 子 空间 . 
由 定理 5.1.4 的 (ii), 知 G 是 仿 紧 空间 , 从 而 X 是 遗传 仿 紧 空 间 . 证 完 . 

DowkerHi 曾 引入 totally 正规 空间 (见习 题 4.21). 这 是 满足 定理 5.3.2 的 (ii) 
的 正规 空间 . 故 有 下 述 推论 . 

推论 5.3.2150) "p, 仿 紧 空间 是 遗传 仿 紧 空间 当 且 仅 当 它 是 totaly 正规 空间 . 

注 记 “定理 5.3.2 中 的 “遗传 闭 包 保持 ”不 能 减弱 为 “ 闭 包 保持 ”( 见 习题 5.19). 


5.4. 仿 紧 空间 的 可 积 性 


1944 年 , Dieudonné[106] 引入 仿 紧 空间 后 , Sorgenfrey 9711 于 1947 年 给 出 两 个 仿 
紧 空 间 的 积 不 是 仿 紧 空间 的 例子 . 此 例 见 第 2 章 的 例 2.3.3 (Sorgenfrey 直线 )、 例 
2.3.4 (Sorgenfrey 平面 ). 这 两 个 例子 在 第 2 章 中 是 用 来 说 明 两 个 Lindelöf (正规 ) 空 
间 的 积 未 必 是 Lindelöf (正规 ) 空间 的 , 也 为 这 里 说 明 两 个 仿 紧 空间 的 积 不 是 仿 紧 
空间 做 准备 . 

Sorgenfrey 直线 是 正则 Lindelöf 空间 , 从 而 是 仿 紧 空间 (推论 5.1.1), 而 Sorgen- 
frey 平面 (Sorgenfrey 直线 与 它 自身 的 积 ) 是 正则 的 , 但 不 是 正规 的 , 从 而 不 是 仿 紧 
的 (定理 3.5.8). 


5.4 仿 紧 空 间 的 可 积 性 «IAI. 


基于 上 述 情 况 , 仿 紧 空间 的 可 积 性 很 差 . 要 使 两 个 仿 紧 空间 的 积 是 仿 紧 的 , 必须 
至 少 对 其 中 一 个 空间 附加 条 件 . Dieudonnkl06] 直接 证 明 下 述 定理 5.4.1 (习题 5.20), 
这 里 通过 映射 定理 做 简易 证 明 . 

定理 5.4.1 0109 仿 紧 空间 与 紧 空 间 的 积 是 仿 紧 空 间 . 

证 明 设 X 是 仿 紧 空 间 , Y 是 紧 空间 . 积 空 间 x x Y 到 空间 x 上 的 投影 
p:XxY o X 是 完备 映射 (定理 3.3.1). 由 推论 5.2.4, 知 X x Y 是 仿 紧 空间 . 证 


at 


拓扑 空间 X 称 为 o 紧 的 (o-compact), 如 果 它 是 可 数 个 紧 子 空间 的 并 . 

定理 5.4.2078 T, 仿 紧 空间 与 正则 o 紧 空 间 的 积 是 仿 紧 空间 . 

证 明 设 X 是 Ts 仿 紧 空间 ,Y 是 正则 o 紧 空 间 . 由 于 o 紧 空 间 是 Lindelaf 
空间 , 所 以 了 是 仿 紧 空间 (推论 5.1.1), 从 而 是 Tychonof 空间 , 于 是 存在 空间 Y 的 
Stone-Cech 紧 化 BY. 由 定理 5.4.1, 知 X x BY 是 仿 紧 空间 . 由 于 To 空间 的 紧 子 
集 是 闭 集 (推论 3.1.5), Y 是 BY 的 F, TR, MT X x Y Z& X x BY IN Fs FR, 
而 Xxy 是 Ts 的 ,由 定理 5.3.1 40 X x Y 是 仿 紧 空 间 . 证 完 . 

仿 紧 空间 是 紧 空 间 与 度量 空间 的 共同 推广 ， 仿 紧 空 间 与 紧 空 间 的 积 是 仿 紧 的 
(定理 5.4.1), 仿 紧 空间 与 度量 空间 的 积 怎样 ?答案 是 否定 的 , 见 例 5.4.1. 

例 5.4.1 (Michael 直线 P92) 存在 T. 遗传 仿 紧 空 间 与 某 度量 空间 的 积 不 是 
正规 的 , 从 而 不 是 仿 紧 的 . 

取 闭 区 间 [0, 1], 其 中 有 理 点 集 记 作 Q, 无 理 点 集 记 作 I. 对 [0,1] 除 赋 以 通常 拓 
扑 外 , 更 规定 I 中 的 每 一 单 点 集 是 开 的 . 这 样 得 到 的 拓扑 空间 记 作 X. 显然 X 是 
正则 的 . 下 证 X 是 遗传 仿 紧 的 . 

Ww te xX WHE. 存在 WIAT V usq, 


4'Uí((z):xeX uz) 


是 o 离散 开 和 覆盖 , 加 细 Y. 以 上 证 法 对 X 的 任何 子 空间 成 立 , 故 由 定理 5.1.2 知 X 
是 遗传 仿 紧 的 . We I 是 具有 通常 拓扑 的 实 直线 的 子 空间 , 显然 可 度量 化 . 下 面 用 纲 
方法 证 明 X x 了 不 是 正规 的 . 

W X xz 中 的 不 相交 闭 集 4 = Q x 了 ,B= {(z,zx) :ze 了 站 .只 要 证 包含 已 的 
任何 开 集 U, 有 ANU Z e. 对 每 一 EN, E 


Lo—(z:z€l,(zbxS9$914(2) CU), 


这 里 S1, (z) = (y : y € I, olay) < 1/n), p 是 数 直线 上 的 通常 度量 ， 显然 ， 
I= Unen Ia, 因 无 理 数 集 I 是 第 二 网 的 ( 例 1.3.2), 所 以 有 某 一 Int(14) 4 @ (关于 
[0, 1] 中 通常 拓扑 的 闭 包 , AK), 于 是 D, 包含 [0,1] 中 的 有 理 点 , 即 QT, Ao. EX 
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点 ZEQNT 及 y ET 使 p(x,y) <1/2n. 由 于 (xy) € A, 只 要 证 对 zx 在 X 中 的 
任 一 邻 域 V K y 在 了 I 中 的 任 一 邻 域 W, 有 (VxW)NnUz&%. 

由 X 中 拓扑 ,站 = GUK, 这 里 G 是 通常 拓扑 的 开 集 , K C I, Ace Q, 是 有 理 
Ko 不 属于 KK 而 属于 G, 而 x 又 属于 In, 所 以 存在 zs Gn, ÎE p(2',x) < 1/2n, 
所 以 (zy) eVxW, H 


p(z’, y) < p(x, £) + p(z, y) < 1/2n+1/2n = 1/n. 


由 的 构造 知 (z',y) € U. 所 以 (V x W) nU z e. 证 完 . 

例 5.4.1 非常 有 用 , 上 述 构造 方法 更 可 借鉴 . 通常 把 数 直 线 R 除 通 常 拓扑 外 更 
赋 以 每 一 无 理 点 是 孤立 点 所 得 拓扑 空间 称 为 Michael 直线 (Michael line). 

注 记 “上 例 中 的 空间 X 不 是 Lindelof 的 , 为 了 得 到 Lindelöf 性 质 可 把 [0,1] 
中 的 无 理 点 集 工 用 [0,1] 中 的 某 不 可 数 集 DANS, 这 不 可 数 集 也 的 紧 集 都 是 可 数 
集 . 这 样 的 集合 是 存在 的 , PRON Bernstein 集 , 见 文献 [239] p. 422, 或 儿 玉 之 宏 (Y. 
Kodama) 与 永 见 启 应 (K. Nagami) 的 《位 相 空间 论 》P2s3] 中 的 定理 13.5. 然后 让 此 
不 可 数 集 的 每 一 点 是 孤立 点 . 这 样 得 到 的 空间 X' 是 Lindelöf BJ. 至 于 原来 X 的 
遗传 仿 紧 性 仍 保持 , 相应 的 积 空间 X xI 仍 不 是 正规 的 . 这 里 的 空间 X, X" 都 不 
是 完备 正规 的 , 因为 Michael? 证 明 : 完备 正规 的 仿 紧 空间 与 度量 空间 的 积 是 完 
备 正 规 仿 紧 空 间 (习题 5.22). 由 推论 5.3.2 ^u X, X 都 是 totally 正规 空间 . 所 以 
totally 正规 性 严格 弱 于 完备 正规 性 . 
下 面 利用 积 空 间 给 出 仿 紧 空间 的 (外 部 的 ) 刻画 . 
定理 5.4.3 (Tamano 定理 [883, 384) 设 X 是 Tychonoff 空间 , 则 下 列 论断 等 


i) X 是 仿 紧 空间 ; 

ii) 对 X 的 每 一 T 紧 化 cX, FR X x eX 是 正规 空间 ; 

ii) 积 X x BX 是 正规 空间 ; 

iv) 存在 X 的 一 个 紧 化 cX 使 积 X x cX 是 正规 空间 . 

WEBB (i) > (ii) 由 定理 5.4.1 得 到 . (ii) = (iii) > (iv) 是 显然 的 . 下 证 (iv) > 


( 
( 
( 
( 


(i). 

Xt {Us}aea 是 空间 X 的 开 覆 盖 . 对 每 一 a € A, REN cx 的 开 集 Va 使 
Ua =XNVq. HT Z =cX -Usca Vo CX -X 的 紧 子 集 , 对 角 线 4CXxX 及 
Xx Z 是 正规 空间 X x eX 的 不 相交 的 一 对 闭 子 集 , 所 以 存在 由 XxcX 到 了 = [0,1] 
的 连续 函数 f: X x ex 5 I fH f(A) c {0}, f(X x Z) c (1. # 


p(z,y) = SpE ae) — f(y,2)|}. (5.4.1) 
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p ÆR X 上 的 伪 度 量 . 下 面 证 明 由 p 导出 的 拓扑 A ST X 上 的 原来 拓扑 A, 即 
FAC Aa. 
对 固定 的 xo € X, 每 一 ae’ CcX Re > 0, A f 的 连续 性 , 存在 (o, a") 在 
X x cX 中 的 开 邻 域 CGx H fil 
f(G x H) C (f(zo,2') —€/3, f(xo, 2’) + €/3), 
Bl d(f(G x H)) < e (d(D) 表示 集 D c I 的 直径 , X 4.1.4). G 开 于 X, HAF 
cX, cX 紧 , 所 以 有 限 个 H 盖 住 eX, MUR 


d(f(Gi x Hi)) «e (=1,2,---,h), (5.4.2) 


使 {xo} x ex c UŁ (Gi x Hi), Xo € piss Gi. 对 每 一 rc Ne Gi, 由 (5.4.1)， 
plz, x0) = sup {|f(a,2") — fo, x") |}. 
a’ eEcX 


对 任 一 ov! € cX, a! c XE Hi, 由 (5.42) 知 p(x, xo) < e, 从 而 


k 
a Gi C Selzo) = (y: y € X, p(zxo,y) <€}. 
i=l 
这 说 明 关 于 o 的 所 有 开 球 属于 R, 所 以 ACA. 
由 Stone 定理 4.3.3 的 注 记 , 集 X 的 覆盖 {Si o(a)}ocx 具有 一 个 关于 拓扑 A 
的 局 部 有 限 开 加 细 履 盖 {We}ses, 也 是 关于 空间 X 上 的 原来 拓扑 25 的 局 部 有 限 
Fr NAN Bi. 对 每 一 ze X, yE Sia(z), 有 


f(x,y) =|f(a,y) — fy y)I < ple, y) < 1/2. 


所 以 对 任何 y € Sil) (关于 cx 的 闭 包 ), f(z,y) < 1/2 HW 8e B Are 
X 使 Wa c S1/2(x), 由 于 对 每 一 z € Z, f(z,z) = 1, 从 而 WenZ= e, 于 是 
We C Usea Va. Wa 是 紧 集 , 存在 有 限 集 4(8) C A, 使 We C Useat) Va; 从 而 
We C X OWg C Usca) Us- 容易 验证 {We Ua: 8 € B, o e A(8)) 是 空间 X 的 
局 部 有 限 开 覆盖 , 加 细 {Us}aea. 因而 X 是 仿 紧 空间 . 证 完 . 
由 定理 5.4.1 和 定理 5.4.3 得 下 述 定理 . 
定理 5.4.4 ”空间 X 是 To 仿 紧 空 间 当 且 仅 当 对 每 一 To ATN Y, 积 空间 
X x Y 是 正规 空间 . 


5.5 仿 紧 空间 的 和 定理 


关于 仿 紧 空间 的 和 定理 , 下 面 先 给 出 拓扑 和 的 情况 (读者 可 回忆 第 3 章 引 入 的 
拓扑 和 概念 , 定义 3.1.3). 
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定理 5.5.1 W {Xaj}uea4 是 一 族 不 相交 的 拓扑 空间 , 每 一 Xu (a e A) 是 仿 紧 
空间 , 则 拓扑 和 Daca Xo 是 仿 紧 空间 . 

证 明 KY ={Us}oen 是 拓扑 和 Oaea Xo WAP. 对 每 一 ce A, {Xan 
Us}seB 是 仿 紧 子 空间 x. WFAA, 从 而 存在 x. 的 局 部 有 限 开 覆盖 加 细 
{Xa nUg)ges. BV = UaeA Yo. WY 是 Daca Xa mana BRIT Bite, 加 细 V. 
证 完 . 

上 述 定理 5.5.1 可 简单 地 叙述 为 “ 仿 紧 性 关于 拓扑 和 保持 的 ”. 下 面 先 直 接 证 明 
仿 紧 性 满足 “局 部 有 限 闭 和 定理 ”, 然后 证 明 一 般 性 定理 , 以 资 比较 . 

定理 5.5.2078 Wr {Fa}aca 是 空间 X 的 局 部 有 限 闭 覆盖 , 每 一 闭 集 Fa (a € 
A Æ X 的 Ts 仿 紧 子 空间 , WX 是 To HAZ. 

证 明 设 X = Usca Fa, 每 一 Fs To 仿 紧 闭 子 集 , 集 族 {Fs}aea 局 部 有 
限 . 显然 , X 是 Ti 空间 .下 面 先 证 明 X 是 正则 空间 .对 每 一 zx € X RAR F, 
c¢F, € 


U(r) = X —U{Fy: a ¢ Fa}, V(x) =U{Fo : x € Fa} = U Foz: 
由 集 族 {fs}aea 的 局 部 有 限 性 知 U(r) 是 包含 x 的 开 集 (推论 3.5.2), V(z) 是 闭 
集 , U(x) C V(x). 
因 每 一 Fy 是 正则 的 (定理 3.5.8), z 属于 有 限 个 Fu, (i <n), 故 对 每 一 i <n, 
存在 xz 在 X "BIST AES Ule) 使 (2) N Fy, OF =o. E 


Wa) = Un (fluo). 


则 W(x) 是 x 的 开 邻 域 , 并 有 
Wa)nFcV(zn (f Ui(2)) nFcl Ji nu()nr- e. 
i=1 gl 
所 以 X 是 正则 空间 ， 

设 是 X 的 任 一 开 和 覆盖 . Y 中 的 元 AR) FE. 的 交 之 集 形 成 子 空间 Fa 
Wm V. DM FS 是 仿 紧 的 , 存在 关于 Fu 的 局 部 有 限 覆 盖 如 MA Ya. Al Fa 
闭 , 集 族 v. 在 x 中 局 部 有 限 (定理 5.3.1 的 注 记 ). E = UA Ys, Y 覆盖 x, 
加 细 Y. 由 (Foleea 的 局 部 有 限 性 , 容易 验证 Y 是 局 部 有 限 的 . 因 X 是 正则 的 ， 
由 定理 5.1.1 知 X 是 仿 紧 的 , 证 完 . 

称 拓 扑 属性 2 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 (194] (locally finite closed sum theorem), 
如 果 拓 扑 空间 X 有 局 部 有 限 闭 覆盖 (Falacea 使 每 一 F(a € A) 具有 性 质 2, 那 
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4 X 具有 性 质 2. 可 类 似 定义 其 他 类 型 的 闭 和 定理 (closed sum theorem) 或 和 定 
理 (sum theorem). 上 述 定理 5.5.2 可 简单 地 叙述 为 “Ts 仿 紧 性 满足 局 部 有 限 闭 和 
定理 ”. 

现 证 明 下 列 关 于 和 定理 的 一 般 性 定理 (generality theorem for sum theorems), 
从 而 定理 5.5.2 可 作为 它 的 特例 . 

定理 5.5.3070 设 拓扑 属性 2 满足 下 列 两 条 件 : 

(i) 多 关于 拓扑 和 保持 的 ; 

(ii) 多 关于 有 限 对 一 闭 映 射 保持 的 ， 

则 P 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 . 

WEBB i {fs}aes 是 空间 X 的 局 部 有 限 闭 覆 盖 , 每 一 闭 集 Fa (a es A) 具有 
拓扑 属性 FA. 对 每 一 a € A, 作 拓扑 空间 F [iE F, AU Fa, H (FLloea 是 不 相 
交 族 , 这 里 fa: FEL Fy 是 同 胚 映射 . 置 X* = Be Fh 定义 X* 到 关上 的 映射 
f (显然 映射 ) 如 下 : 对 每 一 ze X*, f(x) = falx), 如 ze F. hG) 知 空 间 X* 具 
有 拓扑 属性 Z. 由 于 局 部 有 限 集 族 是 点 有 限 的 (每 一 点 x 属于 有 限 个 Fa), f 是 有 
限 对 一 的 连续 映射 . 下 证 f 是 闭 映射 . 

设 E* 是 空间 X* 的 闭 集 . 


E* = |] (E* NFR), SE) =U fa(E* n E. 
acA acA 

X a € A, Bl E*n FZ BET. Fl, E fa Æ F! 81 Fy EREMI, BELL fal E*n FL) 
是 F 的 闭 集 , 而 Fao 是 空间 X 的 闭 集 , 从 而 fa(E* FL) 是 空间 X 的 闭 集 . 因为 
{fa}aea 是 局 部 有 限 的 , 于 是 {fa E*N Fi) jaca 也 是 局 部 有 限 的 , 从 而 是 闭 包 保 持 
BY, 所 以 Osea fo(E* n FL) 是 闭 集 (定义 5.1.2), B. f(E*) 是 闭 集 . 

到 此 证 明了 f 是 x* 到 X 上 的 有 限 对 一 闭 映 射 . 由 (ii), X 具有 拓扑 属性 2, 
即 多 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 . 证 完 . 
由 定理 5.5.1 及 推论 5.2.3, 仿 紧 性 满足 定理 5.5.3 的 条 件 (i) 及 (ii), 故 有 下 述 
定理 (不 附加 分 离 性 ). 

定理 5.5.4909 设 {Ff}wes 是 空间 X 的 局 部 有 限 闭 覆盖 , 每 一 闭 集 Fa (ac 
A) Æ X 的 仿 紧 子 空间 , 则 X 是 仿 紧 空间 . 

注 记 “考察 定理 5.5.3 的 证 明 , 一 般 地 说 ， fal E*n FL) C f(E NA Fa E 
外 , 在 证 明 UJ fal E*N F2) 是 闭 集 时 , 利用 集 族 {fal E*N F2))aea 的 闭 包 保持 
性 . 如 果 在 证 明 开 始 时 就 把 {Ff}aea 的 局 部 有 限 性 减弱 为 闭 包 保持 性 , 能 否 得 到 
{fa(B* n Fi)aea 的 闭 包 保 持 性 ? 一 般 地 说 , 设 {Fajaca 是 闭 包 保持 的 , 对 每 一 
ae A, ER Ha C Fa, {Ha}aea 未 必 是 闭 包 保 持 的 , 见 例 5.5.1. 
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例 5.5.1 ( 闭 包 保持 闭 集 族 , 不 是 遗传 闭 包 保持 的 ) 取 数 轴 上 的 闭 区 间 : 


(0, 1], [0, 1/2], tp PO [0, 1/n], 
{1} c [0,1], {1/2} c [0, 1/2], UT {1/n} C [0, 1/n), NATUS 


WW {{1/n}}nen 不 是 闭 包 保持 的 . 

我 们 可 以 把 一 般 性 定理 5.5.3 中 的 {Fa}aca 的 “局 部 有 限 ”减弱 为 “遗传 闭 包 
保持 ”( 定 义 5.3.1), 则 可 得 {fa(B* N Fl) aca 的 闭 包 保 持 性 , 从 而 证 明 f 是 闭 映 
射 . 这 样 可 得 又 一 如 下 一 般 性 定理 . 

定理 5.5.5050 设 拓 扑 属 性 2 满足 下 列 两 条 件 : 

(i) 多 关于 拓扑 和 保持 的 ; 

(ii) 多 关于 闭 映射 保持 的 ， 

则 多 满足 遗传 闭 包 保持 闭 和 定理 (hereditarily closure-preserving closed sum theo- 
rem). 

上 述 和 定理 在 Singal 和 Arya 的 原文 称 为 “ 闭 包 保 持 和 定理 ”. 为 了 更 好 地 
反映 集 族 与 名 称 上 的 对 应 , 在 此 称 它 为 “遗传 闭 包 保持 闭 和 定理 ”. 

容易 验证 , To 仿 紧 性 关于 拓扑 和 保持 的 , 由 定理 5.2.1, To 仿 紧 性 关于 闭 映射 
保持 的 , 故 由 定理 5.5.5 得 下 述 定理 . 

定理 5.5.6059 i {Fajac 是 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 闭 覆 盖 , 每 一 闭 集 
Fy (o € A) Æ X WT. 仿 紧 子 空间 , WX 是 T» 仿 紧 空间 . 

ERE 5.5.6 可 简单 地 叙述 为 “Ts 仿 紧 性 满足 遗传 闭 包 保 持 闭 和 定理 ”. 

下 面 在 引入 两 个 类 似 于 定理 5.5.3 和 定理 5.5.5 的 一 般 性 定理 以 备 后 面 引 用 . 
它们 都 联系 着 映射 与 和 定理 , 放 在 这 里 引入 可 资 比 较 . 

拓扑 空间 X 的 子 集 族 多 称 为 点 可 数 的 (point countable), 若 X 的 每 一 点 仅 
属于 多 中 的 可 数 个 元 . 

关于 “局 部 有 限 闭 和 定理 ”( 记 作 ( 忆 )) 及 “遗传 闭 包 保持 闭 和 定理 ”( 记 作 (2) 
的 具体 内 容 分 别 详 见 定理 5.5.3 和 定理 5.5.5. 如 果 定 理 5.5.5 中 的 遗传 闭 包 保持 闭 履 
盖 同 时 又 是 点 可 数 的 , 则 相应 的 定理 称 为 “点 可 数 遗 传 闭 包 保持 闭 和 定理 ”(point- 


138] 


countable and hereditarily closure-preserving closed sum theorem, 记 作 (X*))! 
(注意 : AA BA AY VA a aa a i J BR PA S, 习题 5.6). 空间 X 的 闭 集 
F 称 为 正则 闭 集 (regular closed set), 如 果 F = IntF. HA 已 是 正则 闭 集 当 且 仅 当 
F 是 某 一 开 集 的 闭 包 . 如 果 局 部 有 限 闭 和 定理 中 闭 尾 盖 的 所 有 闭 集 都 是 正则 闭 集 ， 
则 称 为 “局 部 有 限 正 则 闭 和 定理 ”[133] (locally finite regular closed sum theorem, id 
作 (5°)). 
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X X Y 都 是 拓扑 空间 , 映射 f:x Y 称 为 可 数 对 一 的 (countable-to-one), 
如 果 对 每 一 y e Y, f-!(y) 是 可 数 集 ; 称 为 拟 开 的 , 如 果 对 X 中 任 一 不 空 开 集 U, 
Int f(U) 不 空 (习题 4.22). 

与 定理 5.5.3 相似 的 证 明 , 有 下 列 定理 . 

定理 5.5.7058 设 拓扑 属性 2 满足 下 列 两 条 件 : 

(i) 多 关于 拓扑 和 保持 的 ; 

(ii) 多 关于 可 数 对 一 闭 映 射 保持 的 ， 
则 多 满足 点 可 数 遗 传 闭 包 保持 闭 和 定理 . 

定理 5.5.81133, 138] 设 拓 扑 属 性 2 满足 下 列 两 条 件 : 

(i) 多 关于 拓扑 和 保持 的 ; 

(ii) 多 关于 拟 开 的 、 有 限 对 一 闭 映射 保持 的 ， 

则 P 满足 局 部 有 限 正则 闭 和 定理 . 

证 明 ”证 法 同 定 理 5.5.3. 当 证 明了 f: X* — X 是 有 限 对 一 闭 映射 后 , 为 了 
证 明 f 是 拟 开 的 , 只 要 把 定理 5.5.3 中 的 闭 集 Ff 看 作 正 则 闭 集 , 看 作 是 某 一 开 集 
Ua WA, BU Fa = U0。 由 拓扑 和 的 定义 , 要 证 明 f 是 拟 开 的 , 只 要 证 明 每 一 关 
FOF! WABI E (CFL) WR FOE) 的 内 核 不 空 . 因 fa: F> Ua 是 同 胚 映射 ， 
fa(E) AF Ua, 存在 开 集 G Ë falE) = GNU. Hx € fo(B) C G, 存在 zx 的 开 邻 
域 V(z) CG. Aare fo(B) C Ua, V(t) NU 4 e. BT V(x)nUs C fa(E), 所 以 
Intf.(E) 4 Ø. BEC Fl, f(E)= fo(E). 到 此 证 明了 f BOTW. 由 (i), X 具有 
拓扑 属性 A, BD 儿 满足 局 部 有 限 正 则 闭 和 定理 . 证 完 . 

综观 上 面 4 个 一 般 性 定理 , 比较 它们 的 条 件 与 结论 (条 件 (i) 是 相同 的 , 略 去 ) 
如 下 : 


(Z7) = (2") = (2) = (2°); 


拟 开 、 有 限 对 一 闭 映射 — 有 限 对 一 闭 映射 
=> 可 数 对 一 闭 映射 — 闭 映射 . 


定理 5.5.7 适用 于 不 能 为 闭 映射 保持 而 能 为 闭 Lindelöf 映射 保持 的 空间 类 ; XE 
H 5.5.8 适用 于 不 能 为 完备 映射 保持 而 能 为 拟 开 、 完备 映射 保持 的 空间 类 . 

上 述 一 般 性 定理 5.5.3 的 证 明 中 的 空间 X 如 设 定 为 Ti 空间 , 可 以 得 到 下 面 一 
般 性 定理 5.5.9. 为 此 , 先 给 出 下 述 引 理 . 

引 理 5.5.12 W [F,)4eA 是 Ti 空间 XX 的 遗传 闭 包 保持 集 族 , 覆盖 空间 X 
的 可 数 紧 子 集 K, 则 K 为 有 限 个 Fy us 

证 明 EDA, 任何 有 限 个 Fa 不 能 覆盖 K. KOPF, 42, Rae KNFa,. 
K — Fa, 不 是 有 限 集 , 存在 Fu, 使 (IK — Fa) n Fa, Z D, WM ae € (K — Fa) O Fon. 
依次 可 取得 an € (K -Uin F) NO Fan, n EN. 得 无 限 集 (x, :ne NJ) CK, A 
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zn € Fa n EN. 由 于 {fu}aea 是 遗传 闭 包 保 持 的 , AX 是 Ti 空间 , (x4 :n € N} 
的 任何 子 集 是 闭 的 , 所 以 (m, : n EN} ERA. 这 和 K 是 可 数 紧 集 矛盾 . 证 完 . 
定义 5.5.1 ”拓扑 空间 x 到 拓扑 空间 Y 上 的 映射 f: X 一 Y 称 为 紧 覆 盖 
的 (compact-coveringl233, 254). 如 果 对 y 中 的 每 一 紧 集 K, 存在 X 中 的 紧 集 C 使 
f(C) =K; f PRA k BRE (k-mapping! 79), WRX Y 中 的 每 一 紧 集 K, fK) 是 
X 中 的 紧 集 . 
TA, k 映射 是 紧 覆 盖 映射 , 且 易 证 完备 映射 是 k 映射 (习题 3.30). 故 有 


完备 映射 — k 映射 — 紧 覆 盖 映 射 . 


把 所 考察 的 空间 限制 在 满足 Ti 分 离 公理 的 情况 下 , 有 下 述 一 般 性 定理 . 

定理 5.5.9090 设 拓扑 属性 PA Aim Ti: 分 离 公理 , 且 满足 下 列 两 条 件 : 

(i) 多 关于 拓扑 和 保持 的 ; 

(ii) 多 关于 (可 数 对 一 ) 闭 、 紧 覆盖 映射 保持 ， 

则 多 满足 (点 可 数 ) 遗传 闭 包 保持 闭 和 定理 . 

证 明 RF f:X* 一 XX 是 (可 数 对 一 ) 闭 映射 的 证 明 同 定理 5.5.3. 只 要 证 明 
f 是 紧 覆 盖 的 . 由 定理 5.5.5, X 是 Ti 空间 . 设 K 是 空间 X 的 紧 集 , 由 引 理 5.5.1, 
K c Uki fw, 于 是 每 一 KN Fo, Æ X 中 的 紧 集 . E O = O fa (KNA Fo), 3x 
里 如 定理 5.5.3, fo, : Fh, > Fa, 是 同 胚 映射 . 则 C 是 X* 中 的 紧 集 且 f(C) = K. 
所 以 f 是 紧 履 盖 映 射 . 证 完 . 

上 述 一 般 性 定理 5.5.9 适用 于 不 能 为 闭 映射 保持 而 能 为 闭 、 紧 覆盖 映射 保持 的 
某 些 Ti 空间 类 . 

前 面 叙 述 了 局 部 有 限 闭 和 定理 及 遗传 闭 包 保持 闭 和 定理 , 为 什么 不 考察 闭 包 保 
持 闭 和 定理 ? 虽然 在 定理 5.5.4 的 注 记 中 指出 把 “遗传 闭 包 保持 ”减弱 为 “ 闭 包 保 
RP 不 能 完成 定理 5.5.3 的 证 明 , 但 不 足以 说 明 上 述 问题 . 例 5.5.2 回答 了 这 个 问题 . 

例 5.5.2 B39 存在 一 个 非 仿 紧 空间 , 它 具 有 由 紧 集 组 成 的 闭 包 保 持 闭 覆盖 . 

w X ={(a,y):a,y>0 Hy >a} (实数 平面 上 第 一 象限 内 对 角 线 y =x RE 
左上 部 分 ). 对 每 一 y > a, 规定 (c, y)) 是 开 的 . 对 每 一 (zx,x) € X, E 


V.—i(my):(myexBy»zult(ys):(yz)eX H y<} (5.5.1) 
(这 是 通过 点 (z,z) 的 铅 垂 的 与 水 平 的 两 射线 ). 规定 点 (z,z) 的 邻 域 基 
(zr, 2)) U (Vi — F) : 了 是 有 限 集 }. 
置 A = {(z,x) :xz > 0}. 对 每 一 (x,y)e XX 一 4, 和 置 


F(x,y) = {(x, x), (x,y), (y; 人 上 (5.5.2) 
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则 F(x,y) ZAR. F = {F(x,y) : (x,y) e X — A 是 由 “三 点 集 ” 组 成 的 X 
HE. 下 证 多 是 闭 包 保持 的 ， 任 取 FY CF. RA (wy) € (UF). 如 
(x,y) € X — A, W (x,y) 是 孤立 点 , 显然 (my) € UF’. 如 (x,y) = (zz) € A, 
(x, x) 的 邻 域 ((z,)) U (Vz — F) 与 U.£' 相交 , 从 而 存在 F(a, b) € F' 使 ({(z,z)}U 
(V, — F))n F(a,b) Z Ø. FH (5.5.2), F(a,b) = {(a,a), (a,b), (b,b)). EH (5.5.1) 可 知 
(z,2) = (a, a) BK (x, x) = (b,b). 所 以 (a,x) € F(a,6) € F', (x, x) € U.Z'. F BAA 
保持 的 . 

空间 X 显然 是 To 的 , 但 不 是 正规 的 , 从 而 不 是 仿 紧 的 (关于 X 不 是 正规 的 证 
明 与 例 2.2.3 或 例 2.3.4 中 相应 证 明 相似 ). 

注 记 1973 年, Potoczny bt 继续 研究 此 类 空间 (具有 由 紧 集 组 成 的 闭 包 保持 
闭 覆 盖 的 空间 类 ), 得 到 在 假设 这 空间 是 集 态 正规 情况 下 则 是 弱 仿 紧 的 (定义 6.1.2), 
从 而 是 仿 紧 的 ( 见 定理 6.1.8 RIE). 1975 年 ，Potoczny 和 Junnila 证 明了 不 必 附 
加 集 态 正规 性 , 此 类 空间 是 弱 仿 紧 的 (包括 例 5.5.2) 940. 

例 5.5.3 (排除 点 拓扑 73， 紧 空间 的 遗传 闭 包 保持 闭 覆 盖 没 有 有 限 子 覆 盖 ) 
设 X 是 一 无 限 集 , BUE pe X. 集 X 赋予 如 下 排除 点 拓扑 (excluded point topol- 
ogy): Uc X Æ X 的 开 集 当 且 仅 当 或 者 U — X, 或 者 p 4U. BR, X 是 To 的 紧 
空间 , 但 X 不 是 Ti 空间 . 若 己 是 X 的 不 空子 集 , 则 五 = PU {p}. 如 果 F.A 
是 X 的 不 空子 集 族 , 那么 


U Fa = U (Fa U {p}) = U Fa. 

acA acA acA 
这 表明 ,XX 的 任何 子 集 族 都 是 遗传 闭 包 保持 的 . 从 而 , X RAE ERRE PETRI n 
(c) :2 E X) 没有 有 限 子 覆盖 . 因而 , 引 理 5.5.1 中 的 Ti 条 件 不 可 减弱 为 To. 

若 取 拓扑 性 质 P 为 “ 紧 子 集 是 有 限 集 ”, 则 P 满足 定理 5.5.9 中 的 两 条 件 CR 

覆盖 映射 保持 性 质 22). 再 取 排 除 点 拓扑 空间 X 是 任 一 可 数 无 限 集 , ABA (p, x} : 
cc X) eX 的 可 数 且 遗传 闭 包 保持 的 闭 覆 六 , 每 一 (p. x} (ce X) 具有 性 质 2P, 
然而 X 不 具有 性 质 P. 故 定理 5.5.9 中 的 Ti 条 件 也 不 可 减弱 为 To. 


5.6 可 数 仿 紧 空 间 


下 面 将 叙述 可 数 仿 紧 空 间作 为 仿 紧 空间 在 可 数 覆 盖 情 况 的 推广 , 这 相当 于 可 数 
紧 空间 (定义 3.5.1) 作为 紧 空间 的 推广 . Ts 仿 紧 空间 是 正规 的 (定理 3.5.8), 但 我 
们 不 能 期 望 可 数 仿 紧 空间 有 类 似 情 况 , 因为 Ts 可 数 紧 空间 未 必 是 正规 的 [ 见 引 理 
3.5.1 的 注 记 (O). 因此 常用 正规 可 数 仿 紧 性 使 相应 于 仿 紧 情况 的 Ta 仿 紧 性 , 满足 
较 强 的 分 离 性 . 
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定义 5.6.1010 228] 拓扑 空间 X 称 为 可 数 仿 紧 的 (countably paracompact), 
WR X 的 每 一 可 数 开 和 覆盖 具有 局 部 有 限 的 开 加 细 和 覆盖 . 

显然 , 仿 紧 空 间 是 可 数 仿 紧 空间 , 可 数 紧 空 间 是 可 数 仿 紧 空间 . 

定理 5.6.1092 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 可 数 仿 紧 空间 ; 

(ii) X X 的 每 一 可 数 开 覆盖 {Ui}ien, 存在 X 的 局 部 有 限 的 可 数 开 履 盖 (Vi ien 
使 Vc U;(i € N); 

(ui) 对 X 的 每 一 递增 的 开 覆 盖 {Wijien, 存在 X 的 闭 集 序列 {Fi hen 使 F; Cc 
Wi (i EN) E UJ Int; = X; 

(iv) 对 X 的 每 一 递减 闭 集 序列 {Fijen 满足 Nien f; = 2, 存在 X 的 开 集 序 
Bll {When IE F; C W; (ie N) E Nien Wi =ø. 

证 明 (i) = (ii). WY = {Uihen 是 可 数 仿 紧 空间 的 可 数 开 覆盖 . 由 (i) 存在 
局 部 有 限 开 覆盖 Y 加 细 V. 对 每 一 Ve 选 定 一 个 正 整数 (V) 使 Vc Uy). E 
V; 2U(V:V EY, iV) — i). (Vien 仍 局 部 有 限 , 显然 加 细 多 H. V; C Uli EN). 

(ii) > (i). 显然 . 

(ii) > (iii). 设 {Wihien Æ X AREF Bie. 由 (i) 存在 X 的 局 部 有 限 开 和 覆 
i {Vijien f£ V; C Wili e N). S F; = X -Uj Vj, Fi BARE F; CU Vj. 由 
于 User Vj € Uji: Wi = Wi, 所 以 F; c Wili e N). Vihen 是 局 部 有 限 的 , 对 每 
一 ZEX 存在 zx 的 开 令 域 U(x) 使 U(z) 仅 包含 在 有 限 个 V; 的 并 内 . 设 这 些 v; 的 
下 标 最 大 者 为 i, W U(x) C ,所 以 Ui;enIntF = X. 

(iii) & (iv). 由 de Morgan 公式 . 

(ii) > (ii). 设 {Uijien 是 空间 X 的 可 数 开 履 盖 . E Wi = U5 <, Uj JU {Wijen 
EENAA m. 由 (iii) 存在 闭 集 序列 {fijien f F; C Wi (i € N) AU, ylnth = X. 
BV; = Ui—-Uje; Fj, HR V; C Ui(ie N). BF Uj F; C Uj Wi = Ue, Uz, 从 而 
Vi = Ui-U;.; Fj 2 Ui Uy Us, IW {Vihen 是 X PB. 由 于 Ue Int = X, 
对 每 一 zx e X, cc X IntFj. YE i » j No 的 开 邻 域 Int 与 所 有 的 V; AB. 故 
{Vihen 是 局 部 有 限 的 且 V; C Uili € N). 证 完 . 

iid ”定理 5.6.1 的 (ui) 中 的 闭 集 序列 {Fijen 可 作为 递增 的 (可 以 Uji Fj 
代 Fi), (iv) 中 的 开 集 序列 {Wi}ien 可 作为 递减 的 (可 以 门 )<; Wi 代 Wi). 

推论 5.6.1019]. 正规 空间 X 是 可 数 仿 紧 的 当 且 仅 当 对 X 的 每 一 递减 闭 集 序 
列 (Fi hen 满足 Nien Fi = 9, 存在 X 的 开 集 序列 {Wijien fi& F; C W (ie N) E 
Nien Wi = 2. 

引 理 5.6.1 W {Uihen 是 正规 空间 X 的 可 数 开 和 覆盖 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) {Uijien 具有 局 部 有 限 开 加 细 有 覆盖 ; 

(ii) {Ui}ien AA RA RA DAME ihe; 
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iii) {Ui hen HA FPA tt {Vhen fi V; C U;(i € N); 

iv) (U; ey RA BA sS (Feu 使 F; c Uli eN); 

v) {Uijien HAF Fo WARM {Aihen 使 A; C U;(i eN); 
vi) {Ui hen RAAB te {Fj} jen. 

证 明 (i) = (ii), 显然 . (ii) = (iii), 利用 正规 性 及 引 理 4.4.2 即 得 证 . (ii) = (iv), 
显然 . (iv) > (v), 由 正规 性 及 习题 2.14 得 到 . (v) > (vi), 可 置 A; = Ujen Fi; (i € 

N), (E; jeu 即 所 求 . 

(vi) > (iv). WY = {Uihien Æ X 的 开 覆 盖 , {fj}jen 是 X BUB, 加 细 
U. € U = {Uijen 中 元 之 包含 万 者 为 Uj, V! = {Uj}jen. 这 里 是 取 Y 中 的 元 
作 重 新 排列 : 可 能 有 些 元 不 取 , 有 些 元 取 有 限 次 , 甚至 可 数 次 . 多 ' = {Uj} jen 仍 是 
X WP Bit, WA {Fj}jen 加 细 27 BH. F; C U;( € N). 

(iv) > (iii), 由 正规 性 得 到 . (ii) > (i), 只 要 置 Wi = Ui — Use, Vj {Wikhien Bll 
所 要 求 的 . 证 完 . 

推论 5.6.2110, 228 完备 正规 空间 是 可 数 仿 紧 空间 . 

定理 5.6.2275 yx X 是 正规 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

i) X 是 可 数 仿 紧 空间 ; 

ii) X 的 每 一 可 数 开 覆盖 具有 可 数 、 局 部 有 限 闭 加 细 有 覆 盖 
ii) X 的 每 一 可 数 开 覆盖 具有 可 数 、 RIA 
iv) X 的 每 一 可 数 开 覆盖 具有 o PRADA 8 i 

v) X 的 每 一 可 数 开 和 覆盖 具有 o JF PETI ARE RE 

vi) X 的 每 一 可 数 开 覆盖 具有 o 闭 包 保持 闭 加 细 材 盖 

WEBB — (i) > (ii). 设 4 = {Uhen 是 正规 可 数 仿 紧 空间 X NAR. 由 
定理 5.6.1 的 (i) > (ii), 存在 局 部 有 限 开 加 细 覆 盖 {Vi} en, 使 Vc Uli € N). BE 
规 性 及 引 理 4.4.2 即 得 证 . 

(ii) > (iii) > (iv) > (v) = (vi). BR. 

(vi) 2 (i). BY = {Uijen Æ X 的 可 数 开 覆盖 .由 (vi) 存在 o 闭 包 保持 闭 加 细 
覆盖 V = Uen h 每 一 (ie N) 是 闭 包 保持 的 . BR =U{V :Ve %, V CU, 
Fij 是 闭 集 , H Fij C Ui {Fijhijen 是 XX 的 可 数 闭 覆盖 , 加 细 {Uhen 由 引 理 
5.6.1 得 证 . 证 完 . 

定理 5.6.3 WX 是 正规 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 可 数 仿 紧 空间 ; 

(ii) X 的 每 一 可 数 开 覆盖 Y 具有 局 部 有 限 的 单位 分 解 从 属于 v; 

(iii) X 的 每 一 可 数 开 和 覆盖 多 具有 单位 分 解 从 属于 V. 

证 明 ”类 似 仿 紧 性 的 定理 5.1.6. 读者 自 证 . 

下 面 是 映射 定理 . 先 引 入 一 反例 说 明 闭 映射 不 能 保持 可 数 仿 紧 性 . 


( 
( 
( 
( 
( 
( 
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例 5.6.1 [66 432] 对 每 一 ke N, E 
Xx = [0, w1) x [0, w1] x {k}, Ap = {(a,a,k): a < w}. 


设 空间 X 是 这 些 空间 X, (ke N) 的 拓扑 和 , Y 是 把 Upen Ak 中 的 所 有 点 等 同 于 
一 点 p 而 得 到 的 商 空间 . 易 知 相应 的 商 映 射 f 是 闭 映 射 . 由 于 每 一 Xy 是 可 数 紧 
空间 (习题 3.10、 定 理 3.5.3 和 习题 3.23), 从 而 易 知 X 是 可 数 仿 紧 空 间 . 下 面 验 证 
Y 不 是 可 数 仿 紧 空间 . 置 


Uo = LJ (10.21) x [0,01) x {E}, 


kEN 
Ux = {(a, b, k) : (a, B, k) € Xx, a # p} (k EN). 

{f(U)}2o 形成 空间 Y 的 可 数 开 覆 盖 . 如 果 Y 是 可 数 仿 紧 的 , 由 定理 5.6.1 的 (ii), 
存在 局 部 有 限 的 可 数 开 履 盖 V = {Vi} P20 BEV C f(Ui)(i = 0,1,2,---). RW 是 点 
p 的 开 邻 域 , WIM VY 中 有 限 个 V; 相交 . 故 必 存 在 V. € Y fE Wn V, = e, Af 
[-W)n X, K FV) 是 空间 Xi 的 分 别 包含 闭 集 A, 及 闭 集 [0, wi) x (1) x {k} 
的 不 相交 的 邻 域 , 这 是 不 可 能 的 (见习 题 3.11 及 提示 ). 

类 似 双 商 闭 映射 保持 仿 紧 性 (定理 5.2.2) 的 证 明 , 易 证 下 述 定理 . 

定理 5.6.4053. ik f: X Y mn x 到 空间 y 上 的 可 数 双 商 
闭 映射 , Wu) Y 是 可 数 仿 紧 空 间 . 

证 明 从 略 . 

推论 5.6.31176 190) 拟 完 备 映 射 保持 可 数 仿 紧 性 . 

在 正规 可 数 仿 紧 情 况 , 有 下 述 定 理 . 

定理 5.6.57 闭 映 射 保持 正规 可 数 仿 紧 性 . 

证 明 ”由 定理 5.6.2 AY (iii) 得 证 . 证 完 . 

关于 可 数 仿 紧 空 间 在 某 些 映射 下 的 逆 像 有 下 述 定 理 . 

定理 5.6.6078. 设 f: 久 一 Y 是 空间 到 可 数 仿 紧 空间 Y 上 的 拟 完 备 映射 ， 
WW x 是 可 数 仿 紧 空 间 (可 简 记 为 拟 完备 映射 逆 保 持 可 数 仿 紧 性 ). 

证 明 RUY = {Uhen 是 XX 的 可 数 开 和 覆盖 .YY 是 有 限 个 正 整数 所 成 集 ， 古 
是 所 有 > MRE. WAR, 是 可 数 集 族 . 对 每 一 ye T, BU, = Ue Ui. 对 每 一 
y € Y, 由 于 f-1(y) 的 可 数 紧 性 , 广 !(y) 包含 于 某 一 Z 内 . E 


wey 


E, = {y EY : fu) CU} (yer) 
则 Uer Ey =Y, Uy D f 1 (Es). 由 推论 1.5.1, 存在 开 集 V. 使 


f (By) CVy CU, K Vy = FV), 
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H f(V5) 是 Y 中 开 集 . 从 而 (/(V))),er Æ Y WA Bae. d Y 的 可 数 仿 紧 性 ， 
存在 局 部 有 限 的 可 数 开 覆盖 {Wy} yer MA {f( 访 )}yer (不 失 一 般 性 , 作为 具有 相 
同 指标 集 ), 使 每 一 4 € r, Wy Cf (Vy). BRM {f-1(Wy)}yer 是 XX 的 局 部 有 限 开 
Wis, Hf (W,cf-((W)-V,cU, B O,; = f (W,)nU; (i € y), W 
{Oy ihiey yer 是 加 细 WY Kara IR JT E. 证 完 . 

定理 5.6.6 的 证 法 对 一 些 可 数 情况 的 覆盖 性 质 有 普遍 性 . 

由 定理 5.6.6 连同 推论 5.6.3 可 得 下 述 定理 . 

定理 5.6.7 ”空间 X 是 可 数 仿 紧 空间 当 且 仅 当 X 在 拟 完备 映射 下 的 像 是 可 
数 仿 紧 空间 . 

关于 可 数 仿 紧 空间 的 遗传 性 , 和 仿 紧 空间 一 样 , 也 具有 闭 遗 传 性 及 开 遗 传 性 > 
遗传 性 (证 明 同 仿 紧 性 情况 ). 

定理 5.6.84 正规 可 数 仿 紧 空间 的 Fo 子 空间 是 正规 可 数 仿 紧 的 . 

证 明 ”类 似 于 仿 紧 性 情况 (定理 5.3.1), 利用 定理 5.6.2 的 (ii), (v) 及 习题 2.11. 
证 完 . 

Zenorl3 和 9 构造 例子 表明 可 数 仿 紧 空间 的 Ff 子 空间 未 必 是 可 数 仿 紧 的 . 

定理 5.6.9119 可 数 仿 紧 空间 与 紧 空间 的 积 是 可 数 仿 紧 空间 . 

证 明 ”类 似 于 仿 紧 性 情况 (定理 5.4.1), 利用 定理 5.6.6. 证 完 . 

下 面 叙 述 关 于 可 数 仿 紧 空间 的 一 个 重要 定理 , 它 是 由 C. H. Dowkerl 于 1951 
年 给 出 的 . 证 法 非常 巧妙 . 

引 理 5.6.2110] 正规 可 数 仿 紧 空间 X 与 紧 度 量 空间 Y 的 积 空间 是 正规 空间 . 

WEB] A,B 是 积 空 间 X x Y 的 两 个 不 相交 的 闭 集 ， Xx {Gijien 是 空间 
Y 的 可 数 基 (定理 4.1.7), 4 是 由 有 限 个 正 整数 所 成 集 , E Hy = Use, Gi. 对 每 一 
z EX, 设 4s 是 Y 中 的 闭 集 满足 {x} x A, = ({z} x Y) n A; 同样, 定义 Y 中 的 闭 
Æ B, 满足 {zx} x B, = ({x} x Y)NB. © 


U,={x: rE X, A, C H, HH, cY—-B,}. 


下 证 U, 是 开 集 . 设 zo € X 使 As C Hy, 则 对 每 一 y € Y — H4, (20, y) € A. 
A 是 空间 X x Y 中 的 闭 集 , 存在 (x0, y) 的 开 邻 域 NV x M 与 A 不 交 , 对 每 
—ycY - H, Kx. MAA Y — H, 作为 紧 空 间 Y 的 闭 子 空间 是 紧 子 空间 , 所 
以 有 限 个 开 集 M Bit Y — Hu. XX Neo 是 相应 于 有 限 个 M 的 有 限 个 开 集 的 
交 , 则 (Na, x (Y — H))n A= e. 所 以 , WR rE Na W A, C Hy. RWB 
{a: A, C Hy} Æ X 中 的 开 集 . 同 理 可 证 集 {2:H, CY — B,) 也 是 X 中 的 开 集 . 
U, 是 这 两 个 开 集 的 交 , 也 是 开 集 . 

Xx D 是 所 有 所 成 集 ( 即 有 限 个 正 整数 所 成 集 的 集 ), 显然 D 是 可 数 集 . 下 证 
{Uher 是 X WAH. 对 每 一 ze X, A,B, = 2. 由 空间 YY 的 正规 性 , 存在 开 
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集 G 使 4, CG, GC Y — B,. Al {Gihien Æ Y 的 可 数 基 , G 可 取 作 某 些 G; 的 
Jf, 由 于 A, 是 Y 中 的 紧 集 , 故 G 可 取 作 有 限 个 G; 的 并 , 记 A, = Uie Gi, UR 
As C Hy, Hy CY — By. AU, ENX, x E Uy. W {Uher Æ X BIRTBOTP m. 

X 是 正规 可 数 仿 紧 的 , 存在 X WBA Rate {Vy} yer 使 Vy C U), 
yer [EXE 5.612. (i) 及 引 理 442]. BU = Uc HL (V, x Hj), U ÆFA X x Y 
WIFE, 下 证 4cU 及 UNB= 2. Mit X x Y 是 正规 的 , 引 理 得 证 . 

对 每 一 点 (x,y) € A, Bl {V her Æ X HAH. e EA V CU,, Wy € A; C Ay, 
所 以 (x,y) € V, x H4. 从 而 ACU. 由 于 {Wjyer 是 局 部 有 限 的 , 对 每 一 x € X, 
存在 x 的 开 邻 域 G(x) 仅 与 有 限 个 V, 相交 . 从 而 作为 点 (x,y) 的 开 邻 域 G(x) x Y 
也 仪 与 有 限 个 V, x 五 , 相交 .所 以 (V, x Hy}yer 也 是 局 部 有 限 的 , 从 而 是 闭 包 
保持 的 , 于 是 可 = Uer xa HEV XA, = V, x H, (习题 2.8), 故 有 
U =U,er(Vyx H4) C Ujer(Uyx Hy). 容易 证 明 , 对 每 一 y € T, (UyxHy)nB= 9%,， 
所 以 Nn B= gg. 结合 前 证 ACU X xY 是 正规 空间 . 证 完 . 

注 记 ”在 上 述 引 理 5.6.2 的 证 明 中 只 用 了 空间 Y 的 正规 性 、 具 有 可 数 基 及 紧 
性 , 并 没有 用 到 Y 的 度量 性 质 . E. Michael283 曾 构造 一 个 遗传 仿 紧 且 Lindelöf 的 
空间 X 及 可 分 度量 空间 (从 而 具有 可 数 基 的 正规 空间 ) Y, 而 X x Y 不 是 正规 的 
( 例 5.4.1 及 其 注 记 ). 由 此 可 见 上 述 证 明 中 紧 性 的 重要 性 . 

定理 5.6.10 (Dowker 定理 (101) 空间 x 是 正规 可 数 仿 紧 空间 当 且 仅 当 X 与 
单位 闭 区 间 I = [0,1] 的 积 空间 是 正规 空间 . 

证 明 ”必要 性 由 引 理 5.6.2 得 到 , 因为 闭 区 间 了 是 紧 度 量 空间 . 下 证 充分 性 . 
设 X xz 是 正规 的 , X AEF X xz 的 闭 子 空间 X x {0}, 从 而 是 正规 的 . 下 证 X 

Xt {Fijien 是 XX 中 的 递减 闭 集 序列 且 Mien F — o. AF [0, 1/0) Æ Z = [0,1] F 
的 开 集 , BW; = (X - F)) x 0.1/0), Wi Æ X x I PIR, 从 而 A = Xx I-Ujen Wi 
是 闭 集 . Ware X, Mac X X-F, W (2,0) € Wi, 所 以 (2,0) € A. € 
B = X x (0), 则 A, B 是 不 相交 的 闭 集 ， 由 X xz 的 正规 性 , 存在 不 相交 的 开 集 
U,V ff ACU, BCV. #G; = (x: (z,1/i) € U}, W G; 是 开 集 . 对 每 一 ze X, 
(z,0) e B, 所 以 当 i 充分 大 时 (2,1/i) € V, 从 而 (x, 1/i) € U. 所 以 Den Gi = 2. 
week, W4j<it, ACK, AM gX -F jit, 1/i¢ [0,1/7). AF 
W; = (X — Fj) x [0 1/5), 所 以 对 任何 j €N, (z, 1/0) € W;. 从 而 (z,1/i) € Ujen W;. 
所 以 (z,1/i € A C U(x € Gi). 这 证 明了 F; C G;(i e N), 由 推论 5.6.1, X 是 可 数 
仿 紧 空间 . 证 完 . 

关于 可 数 仿 紧 空间 的 和 定理 . 容易 验证 可 数 仿 紧 空 间 关 于 拓扑 和 保持 的 且 为 
完备 映射 所 保持 (推论 5.6.3), 故 由 一 般 性 定理 5.5.3 知 可 数 仿 紧 性 满足 局 部 有 限 闭 
和 定理 , 即 下 定理 所 述 . 
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定理 5.6.1109 设 {Fo}aca 是 空间 X 的 局 部 有 限 闭 覆盖 , 每 一 Fa (a € A) 
是 X 的 可 数 仿 紧 闭 子 空 间 , 则 x 是 可 数 仿 紧 空间 . 

容易 验证 , 正规 性 关于 拓扑 和 保持 的 , 而 正规 可 数 仿 紧 性 为 闭 映 射 所 保持 ( 定 
理 5.6.5), 故 由 一 般 性 定理 5.5.5 知 正规 可 数 仿 紧 性 满足 遗传 闭 包 保 持 闭 和 定理 , 即 
下 定理 所 述 . 

定理 5.6.12 W{Pohoca 是 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 闭 覆 盖 , 每 一 及 (ae A) 
Æ X 的 正规 可 数 仿 紧 闭 子 空间 , WU] X 是 正规 可 数 仿 紧 空间 . 

此 外 , 在 XX 是 正规 空间 情况 , 可 数 仿 紧 性 也 满足 可 数 闭 和 定理 (countable closed 
sum theorem), 即 下 定理 所 述 . 

定理 5.6.1304 WE {Fher 是 正规 空间 X 的 可 数 闭 覆盖 , 每 一 F; (ie N) 是 
X 的 可 数 仿 紧 子 空间 , 则 X 是 可 数 仿 紧 空间 . 

证 明 — x € = {Uhen 是 正规 空间 X 的 可 数 开 和 覆盖 . 对 每 一 i € N, {Uj 站 
Fijen 是 正规 可 数 仿 紧 闭 子 空间 的 可 数 开 覆盖 . 由 引 理 5.6.1 的 (vi) 存在 F, 的 
可 数 闭 覆盖 {Him bmen 加 细 (U; N Fi}jen. 从 而 {Himbimen Æ X 的 可 数 闭 覆盖 ， 
加 细 多. 由 引 理 5.6.1 的 (vi) Al X 是 可 数 仿 紧 的 . 证 完 . 

易 验证 , Niemytzki 半 平 面 ( 例 2.2.3) 是 可 数 个 可 度量 的 闭 子 空间 的 并 , 但 不 是 
可 数 仿 紧 空 间 (习题 5.31), 所 以 上 述 定理 中 空间 X 的 正规 性 是 重要 的 . 

可 数 仿 紧 空 间 是 Dowkerl!9] 及 Katétov228) 互相 独立 地 引进 的 . Dowker 曾 考 
察 一 简单 的 例 (101. 取 实 数 集 IR = (—oo, +00), 规定 拓扑 为 


Ø, R 及 (—oo,a) (a € R). 


此 空间 的 可 数 开 履 盖 V = {(—00, 1) he AAA BA BRAT IMAA ui, 所 以 这 空间 
不 是 可 数 仿 紧 的 . 由 于 此 空间 不 存在 不 相交 的 闭 集 , 自然 满足 Ts 分 离 公理 , 但 不 是 
Ti AY, 从 而 不 是 正规 的 . 所 以 Dowker 提出 : “是 否 存在 正规 而 不 是 可 数 仿 紧 的 空 
间 ?”( 这 类 空间 后 来 称 为 Dowker 空间 ), 此 后 20 年 内 许多 拓扑 学 者 致力 于 此 . 后 
被 M. E. Rudin 正面 解决 . 她 构造 了 一 个 集 态 正规 而 不 是 可 数 仿 紧 的 空间 .由 
于 论证 较 长 , 这 里 不 予 转载 . 


习 题 5 

5.1[278] ”证 明 每 一 可 数 开 和 覆盖 具有 局 部 有 限 加 细 和 覆盖 . 

5.2 定理 5.1.1 中 的 正则 性 可 改 为 满足 Ts 分 离 公理 结论 仍 成 立 . 

5.3 证 明 满 正规 空间 是 正规 的 . 

5.4 Lindelöf 空间 的 每 一 局 部 可 数 集 族 (定义 见 引 理 4.4.3 的 注 记 ) 是 可 数 的 . 如 果 Ts 仿 
紧 空 间 包 含 一 个 Lindelof 笛子 空间 , 则 是 Lindelöf 的 . 从 而 T» 可 分 仿 紧 空间 是 Lindelöf 的 . 

5.5 设 BS X 的 闭 包 保持 的 闭 集 族 , FRE, 则 集 族 {UNF : U € Y) 是 闭 包 
保持 的 . 


-156- 第 5 章 仿 紧 空间 


5.6 证 明 : 点 有 限 的 闭 包 保持 闭 集 族 是 局 部 有 限 的 , 互 不 相交 的 闭 包 保持 闭 集 族 是 离散 的 . 

5.7 RTI X HE- -FARRAR RIAA, 则 X 满足 Ta 分 离 公理 . 

5.8 ve f 是 拓扑 空间 x 到 拓扑 空间 Y 上 的 闭 映 射 . 如 多 是 X 中 的 闭 包 保持 闭 集 族 ， 
则 FU) EY 中 的 闭 包 保 持 闭 集 族 . Wn v 是 Y 中 的 闭 包 保 持 闭 集 族 , PY) 是 x 中 的 
闭 包 保持 闭 集 族 . 

5.9 每 一 星 加 细 (点 星 加 细 ) 开 和 覆盖 是 执 状 加 细 和 覆盖 . 

5.10” 集 态 正规 性 是 pF, 遗传 性 B52, 能 为 闭 映射 保持 (不 能 为 开 映 射 保持 ), 关于 拓扑 和 
保持 . 

5.11 试 证 完备 映射 是 双 商 闭 映 射 . 

5.12 RUE LPP Je oo R BAUR. 

5.13 To (正则 ) 空间 X 是 仿 紧 (Lindelöf) 空间 当 且 仅 当 对 X WEI a V, 存在 X 
到 某 度量 (可 分 度量 ) 空间 Y 上 的 连续 映射 f, &OY 的 某 开 覆盖 Y 使 fO 0) 加 细 和. 

5.1489] 空间 x 的 子 集 4 称 为 a 仿 紧 的 (a-paracompact!?9!), 如 对 由 X 中 开 集 组 成 
的 A 的 任 一 覆盖 YU 存在 UY Inn SY 覆盖 A 且 在 X 中 是 局 部 有 限 的 . 证 明 设 f 是 
空间 X 到 仿 紧 空间 Y LAR Ay € Y, fly BX ho 仿 紧 子 集 , 则 x 是 仿 紧 
空间 . 给 出 空间 X 的 仿 紧 子 集 但 不 是 a 仿 紧 的 . 

5.1537 yr x 是 集 态 正规 空间 , f 是 x 到 仿 紧 空间 Y 上 的 闭 映射 , 且 对 每 一 y € Y, 
fly) 是 仿 紧 的 , WX 是 仿 紧 空间 . 构造 一 个 非 正规 的 完全 正则 空间 (从 而 不 是 仿 紧 的 ) X 到 
仿 紧 空间 Y 上 的 闭 映射 使 对 每 一 y € Y, f^! (y) 是 仿 紧 的 (这 说 明 上 述 习 题 中 的 集 态 正规 
不 能 减弱 为 完全 正则 . 比较 习题 5.14). 

5.16 Lindelöf 空间 的 Fo 子 空间 是 Lindelöf 的 . 

5.17 空间 X 的 子 集 4 称 为 广义 Fo 集 (generalized Fs-set), 如 果 每 一 包含 A 的 开 集 
包含 着 一 F, 集 , 这 Fo RASS A. WH Ts 仿 紧 空间 的 广义 Fo 集 是 仿 紧 的 . 

5.18 证 明正 则 Lindelöf 空间 X 是 遗传 Lindelöf 空间 当 且 仅 当 X 是 完备 正规 空间 . 

5.19[428] 给 出 反例 说 明定 理 5.3.2 中 的 条 件 “ 遗 传 闭 包 保持 ”不 能 改 为 “ 闭 包 保持 ”. 

5.20 直接 证 明 (不 利用 映射 ) 仿 紧 空 间 与 紧 空 间 的 积 是 仿 紧 空 间 . 

5.21 证 明 例 5.4.1 后 注 记 中 的 空间 X' 是 Lindelöf 空间 . 

5.22 ”完备 空间 与 度量 空间 的 积 是 完备 的 . 完备 正规 仿 紧 空间 与 度量 空间 的 积 是 完备 正规 
qi 278]. 
5.23 证 明正 则 Lindelöf 空间 与 正则 o 紧 空 间 的 积 是 Lindelöf 空间 . 

5.24 ”证明 点 可 数 的 闭 包 保 持 闭 集 族 是 局 部 可 数 的 集 族 . 

5.25094 Wt Q 是 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 且 具 有 闭 遗 传 性 的 空间 类 . 证 明 : 

(0) RY 是 空间 X B o 局 部 有 限 开 覆 盖 且 Y^ 中 每 一 开 集 的 闭 包 属于 Q, 则 X 属于 Q; 

(ii) 设 是 正则 空间 X 的 o RAR, Y 中 每 一 开 集 属于 Q 且 具 有 紧 的 边缘 , 则 
X 属于 Q. 

5.26004] 证 明 仿 紧 且 局 部 可 度量 化 的 T 空间 可 度量 化 . 

5.27 证 明 可 数 仿 紧 空间 的 每 一 o 局 部 有 限 开 禾 盖 具有 局 部 有 限 开 加 细 履 盖 . 

5.2875) 证 明 第 一 可 数 的 T 可 数 仿 紧 空 间 是 正则 的 . 
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5.29031] 3 x 是 正规 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 可 数 仿 紧 空间 ; 

(ii) X 的 每 一 可 数 开 履 盖 具有 局 部 有 限 开 Fo WAA M; 

(iii) X 的 每 一 可 数 开 覆盖 具有 o 离散 开 Fo nu 

(iv) X 的 每 一 可 数 开 履 盖 具有 o 局 部 有 限 开 Fo MAA T. 

5.8037] wr 三 是 正规 空间 X 到 仿 紧 空间 Y 上 的 闭 映射 , 且 对 每 一 ye Y, f (y) 是 可 
数 仿 紧 的 , 则 X 是 可 数 仿 紧 空 间 . 

5.31 证 明 Niemytzki 半 平 面 ( 例 2.2.3) 及 Sorgenfrey 平面 ( 例 2.3.4) 都 不 是 可 数 仿 紧 
的 . Michael 直线 ( 例 5.4.1) 与 具有 通常 拓扑 的 实 直线 上 无 理 数 子 空间 的 积 也 不 是 可 数 仿 紧 的 . 

5.32004) 空间 X 称 为 m 仿 紧 的 (m-paracompact), 如 果 每 一 势 < m 的 开 覆 盖 具 有 局 
WARF IAME. 当 m = No B, 则 是 可 数 仿 紧 的 . 当 对 任何 基数 m 都 是 mm 仿 紧 的 , 则 是 仿 
紧 的 . 证 明 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 m HAN ABE Ts 分 离 公理 ; 

(ii) X 的 每 一 势 < m 的 开 和 覆盖 具有 星 加 细 开 覆盖 ; 
(iii) X 的 每 一 势 < m 的 开 覆 盖 具有 局 部 有 限 闭 加 细 覆 六 ; 
( 
( 


iv) X 的 每 一 势 < m 的 开 覆 盖 具 有 闭 包 保持 闵 加 细 覆 盖 ; 

v) X 的 每 一 势 < m 的 开 覆 盖 具 有 o 局 部 有 限 开 加 细 覆 盖 且 是 可 数 仿 紧 的 . 

5.3337] 设 空间 X 是 由 既 开 且 闭 的 仿 紧 (正规 可 数 仿 紧 ) 子 集 组 成 的 集 族 的 并 , 且 这 集 
族 在 X 中 是 o 局 部 有 限 的 , up X 是 仿 紧 (可 数 仿 紧 ) 空间 . 

5.3431] it x 是 集 态 正规 空间 , 并 且 是 可 数 个 仿 紧 (可 数 仿 紧 ) 闭 子 空间 的 并 , RU X 是 
仿 紧 (可 数 仿 紧 ) 空间 . 


mox ”其 他 覆盖 性 质 


在 本 章 中 将 叙述 除 仿 紧 性 外 的 其 他 一 些 履 盖 性 质 , 包括 次 仿 紧 性 、 弱 仿 紧 性 、 
强 仿 紧 性 、meso 紧 性 、ortho ATE. 0 加 细 性 、 弱 9 加 细 性 、 弱 0 加 细 性 等 及 由 国 
内 学 者 刘 应 明 引 入 的 拟 仿 紧 性 , 研究 它们 的 性 质 及 相互 间 关 系 . 


6.1 定义 、 刻 画 及 相互 间 关 系 


定义 6.1.1090 拓扑 空间 X 称 为 次 仿 紧 的 (subparacompact), WR X 的 每 一 
JH s RARE. o AWAMAA ii. 

定理 6.1.16% 2 下列 论 断 等 价 : 
i) X 是 次 仿 紧 空间 ; 
i) X 的 每 一 开 履 盖 具有 o 局 部 有 限 闭 加 细 黎 盖 ; 
ii) X 的 每 一 开 履 盖 具 有 o WARE ADAE s 
iv) X WRF AAA o BRIAN M; 

(v) 对 XX WEF UV, FERMARE HFI] {%,}en 使 对 每 一 zeX 存 
E n EN f st(x,%) 包含 在 Y 中 某 一 元 内 ; 

(vi) 对 X 的 每 一 开 覆 盖 V, FERMARE HFI {Va jen 使 对 每 一 EX ff 
Æ n EN fi ord(z, %) 21 (XE ord(z, a) = HV : V E€ M, x € V). 

证 明 (i) > (ii) > (iii) > (iv) ERK. (iv) > (i) 的 证 明 异 常 复杂 , 参见 
JunnilaP!7] 或 Burkel®) 的 定理 3.1. (vi) > (v) 显然 . 下 证 (i) > (vi) 及 (v) = (iv). 

(i) > (vi). 设 是 空间 X 的 开 履 盖 , 具有 o AWAMU Urey Fn 每 一 
Fn 是 离散 的 , 对 每 一 Fe Fn, Up eV iF CUr. E 


( 
( 
( 
( 


Vr = Ur —U{F’ € Fa : F! Z F}, 
Vn ={Vr: F E€ Fa} ULU -UFn:U EUY, 


则 Vr 是 开 集 , CAG PAR F, 中 其 他 闭 集 不 交 , 所 以 {anen WE (vi) 的 所 
有 条 件 . 

(v) => (v). BY ={Uohaca Æ X WIFI, {%,}ren EY FPA zi 
列 , 满足 (v) 中 的 条 件 . 对 每 一 ne N, ae A, 置 


C(a,n) = {a : st(x,%,) C Ua}, (6.1.1) 
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则 Unen{Cla,n):a€ A} EY 的 加 细 履 盖 . 下 证 对 每 一 "nsEN, (C(o,n) :a € A} 
HORF 多 , 即 证 明 对 A’ C A, 


U(C(o,n) : a E A} C U(Us : o € AI). (6.1.2) 


设 z ¢ U{Ua:a € A}. XH&E— y € Cla,n), a € A’, El (6.1.1), st(y,%) C Us, 
所 以 z d st(y,%), 从 而 y 4 st(z, 5). XXUiBHArXE z 的 开 邻 域 st(z, %) 与 所 有 
C(o,n) (a € A’) 不 相交 , 也 就 是 z e U(C(o,n) :ae A}. (6.1.2) 得 证 . 证 完 . 

注 记 ”在 第 4 章 曾 引 入 可 展 空 间 (定义 4.4.1), 由 定理 6.1.1 的 (v) 知 可 展 空 
间 是 次 仿 紧 空间 . 在 空间 OX 是 正则 情况 , 定理 6.1.1 中 的 “ 闭 ” 可 以 去 掉 , 从 而 知 
T» 仿 紧 空 间 是 次 仿 紧 空间 . 然而 , 即使 是 Ti 的 紧 空间 也 未 必 是 次 仿 紧 空间 . 

例如 , 例 2.3.1 中 给 出 的 不 可 数 集 X 上 的 有 限 补 拓扑 空 间 . 易 验证 , X 是 Ti 
的 紧 空 间 . REA NP a,b € X, M Y = (X — {a}, X —{b}} Æ X HIB. 
E X 是 次 仿 紧 空间 , BAY o ARAMAN. 由 于 紧 空 间 的 离散 集 族 是 有 限 
集 (定理 3.5.2), 所 以 Y AAA PRESS. 又 由 于 X 的 真 闭 子 集 都 是 有 限 集 ， 
于 是 X 是 可 数 集 , 矛盾 . WX 不 是 次 仿 紧 空 间 . 

定义 6.1.2 ”拓扑 空间 X 称 为 弱 仿 紧 空 间 (weakly paracompact space), 或 点 态 
仿 紧 空间 (pointwisely paracompact space), 或 meta 紧 空间 (metacompact spacel!?!), 
如 果 X 的 每 一 开 覆 盖 具 有 点 有 限 的 开 加 细 履 盖 . 拓扑 空间 X 称 为 弱 O 加 细 空 
[B] (weakly 0-refinable spacel^?l), WR x 的 每 一 开 覆 盖 2 AAA A = 
Unen Yrs 满足 对 每 一 £ E X 存在 ne N 使 1< ord(z, Y) < w; 如 果 上 述 条 件 加 强 
为 每 一 Y, (n c N) 都 是 覆盖 , E X 是 O MAAS!) (6-refinable space); 上 述 
弱 0 加 细 空 间 (6 加 细 空 间 ) 的 覆盖 Y^ (覆盖 序列 {%%}nen) RA X 的 弱 9 加 细 覆 
盖 (weakly 0-refinable covering) (9 加 细 序 列 (0-refinable sequence)). 

0 加 细 性 也 称 为 次 亚 紧 性 (submetacompactness?!7), 

定义 6.1.34) 拓扑 空间 X 的 集 族 Y 称 为 紧 有 限 的 (compact-finite), WR X 
的 每 一 紧 集 K MAG Y 中 有 限 个 元 相交 . 空间 X PKA meso 紧 空 间 (mesocompact 
space), WR X WR- AFERRA KARAI ii. 

注 记 “上述 定义 无 非 是 把 弱 仿 紧 (meta X) 定义 中 的 点 换 为 紧 集 ， 容易 证 明 
局 部 有 限 集 族 是 紧 有 限 的 , 更 由 定义 6.1.2 有 : HHA > meso 紧 > 弱 仿 紧 = 0 加 
Al — 39 0 加 细 . 

比较 次 仿 紧 空间 的 刻画 [定理 6.1.1 的 (vi)] 及 O 加 细 空 间 的 定义 (定义 6.1.2) 
知 次 仿 紧 => 0 加 细 . He 9 加 细 是 次 仿 紧 与 弱 仿 紧 的 共同 推广 . 

下 面 关 于 弱 仿 紧 、meso 紧 、9 加 细 空 间 的 刻画 (定理 6.1.2, 定理 6.1.3, 定理 
6.1.4) 尽量 选取 比较 常用 而 有 效 的 , 并 写成 便于 比较 的 形式 且 可 与 仿 紧 空间 (不 加 
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分 离 公理 ) 的 刻画 (定理 5.1.7 和 定理 5.1.8) BS. 它们 的 证 明 都 有 一 定 的 难度 , 这 
里 不 给 出 证 明 , 读者 可 参阅 相关 文献 . 

定理 6.1.2 [217, 219, 220, 413, 414] 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 弱 仿 紧 (BI meta X) 空间 ; 

(ii) X 的 每 一 定向 开 和 覆盖 具有 闭 包 保 持 闭 加 细 覆 盖 ; 

(iii) X 的 每 一 开 覆 盖 Y 具有 点 有 限 的 加 细 有 覆盖 使 对 每 一 x € X, x € 
Int(st(z, %)); 

(iv) X 的 每 一 开 覆 盖 YU 具有 开 加 细 和 覆盖 使 对 每 一 zx € X. 存在 有 限 族 
4'c4,lreVseY,W|VBud&d meu. 

定理 6.1.3 (47 下 列 论断 等 价 : 

(i) X meso 紧 空 间 ; 

Gi) X 的 每 一 定向 开 履 盖 具 有 闭 包 保持 闭 加 细 和 覆盖 多 , 使 由 X 的 所 有 紧 集 组 
成 的 集 族 加 细 F; 

(iii) X 的 每 一 开 覆 盖 V FUB ECH RAE ERu 使 对 每 一 x € X, re 
Int(st(z, V)); 

(iv) X 的 每 一 开 履 盖 7 RAF IAB Y 使 对 每 一 紧 集 K C X, 存在 有 限 
MEU CU, WV Er HKAVAS, WV usce 的 某 些 元 内 . 

定理 6.1.4017. 415] 下 列 论 断 等 价 : 

(i) X 是 9 加 细 空 间 ; 

(i) X 的 每 一 定向 开 和 覆盖 具有 o WARE AMAA E; 

(iii) X 的 每 一 开 和 覆盖 27 KARMAA HYI (sen 使 对 每 一 v € X, 存在 
ne N 及 有 限 族 UY CU, MreVEe%, WV esce 的 某 些 元 内 . 

问题 R17, 230] 定理 6.1.2 ( 弱 仿 紧 ) 的 (ii) 及 定理 6.1.4 (9 加 细 ) 的 Gi) 中 的 
“ 闭 包 保持 ”能 和 否 代 以 “ 垫 状 >? 

这 问题 尚 末 解 决 . 部 分 的 正面 答案 有 Gruenhage !97 附加 条 件 “ 局 部 紧 ” 及 江 
守 礼 214] 附加 条 件 “ortho 紧 ”( 定 义 6.1.6). 

关于 弱 0 加 细 空 间 的 下 述 刻 画 与 上 述 meta X. meso X. 0 加 细 空 间 的 刻画 不 
能 相 比 , 这 是 由 于 弱 9 加 细 定 义 中 的 Ys 不 一 定 是 覆盖 . 

定理 6.1.51 下 列 论断 等 价 : 

(i) X #259 0 加 细 空 间 ; 

(ii) X 的 每 一 开 覆 盖 & RA MAB Y = Unen Un 使 对 每 一 ze X 存在 
n € N fi ord(z, 7) = 1; 

(ui X 的 每 一 开 和 覆盖 Y AAA oS = Unen Gn 使 每 一 A, 是 关于 UM, 
的 离散 集 族 . 
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证 明 (i) = (ii). Xt 7 是 空间 x 的 开 履 盖 , 由 (i), Y RAMA 
Y = Unen Mar 满足 对 每 一 x e X FE n EN, fH 1 < ord(x,%,) <w. 对 每 一 ze X 
A&necN, € W(xn)-n(Ve*,:zreV)L 由 于 这 里 是 有 限 交 , S W(xz,n) 是 开 
R. E W(n,k) = {W(a,n) : ord(z, %) = k}. W UW (n, k) : n,k CN} WHA (ii), 这 
是 因为 ord(z, %) = k WN, ord(z, Y (n, k)) = 1. 

(ii) > (i) 显然 . 下 证 (ii) > (iii). WY AX WFAN, 由 (ii), 多 具有 开 加 细 
覆盖 W =Unen%n 如 (ii) 所 述 . E 


X(n) 2 (x € X : ord(z,H,) = 1} A G={WNX(n): WEG}. 


W n X(n) 是 关于 X(n) = Uc, 的 开 集 , AAR oz, 中 任意 二 个 元 不 相交 , 所 以 of, 
是 关于 Ust 的 离散 集 族 . HT. X = Unen X(n), 所 以 of = Unen Mn Æ X 的 覆盖 . 

(iii) > (ii). 设 Æ X WIA Bim, 由 (iii), 多 RAM A = Unen ors 使 
每 一 A, 是 关于 Ue, (n e N) 离散 的 . 对 每 一 Ae ow, MU(A) EU f AC U(A). 
对 每 一 4e ou, H&A, KT Um, 的 离散 性 , 存在 开 于 Uo, B, 从 而 开 于 空间 X 
的 集 G(4,m 2 A H.5 «, 中 不 同 于 A 的 元 不 相交 , E 


W(A,n) = G(A,n)NU(A), Wy ={W(A,n): A E€ A}, 


WW = Unen Ya 满足 Gi) 的 条 件 . 证 完 . 

前 面 看 到 (定义 6.1.3 的 注 记 ): 次 仿 紧 — 9 加 细 — 弱 0 加 细 , 下 面 证 明 : 59 
9 加 细 + 完备 性 — 次 仿 紧 . 

定理 6.1.6!) 完备 的 弱 09 加 细 空 间 是 次 仿 紧 空间 . 

证 明 w X 是 完备 的 弱 0 加 细 空 间 , Y 是 X 的 开 和 覆盖 , 由 定理 6.1.5 的 (ii), 
YY RAF Matt = Unen Vn 使 对 每 一 x € X, 存在 ne NN 使 ord(x,%%)=1. 
对 每 一 ne N, BG, = Uh. HERTE, FR G = Umen F(n,m), 这 里 F(n,m) 
是 闭 集 , 不 失 一 般 性 , 可 作为 F(n,m) € F(n,m+1)(m e N). 对 每 一 ze x, W 
U(x) E V IË x CU(a). X n, MEN, xe X—F(n,m), & 


W (n,m, x) = U(z) (X — F(n,m)) = U(x) — F(n, m), 
则 W(n,m,c) 是 包含 点 x 的 开 集 . E 
W (n, m) = nr U{W (n,m, x): v € X — F(n,m)}. 


显然 , Y (n, m) 是 X WFP Ba HOA. V, 下 面 证 明 Y = Un es M (n, m) 满足 定 
38 6.1.1 的 (vi), 从 而 得 证 . 
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对 每 一 ro € X, 由 假设 存在 no € N 使 ord(zo, a) = 1. Lo € Ga, = UV ag; 
HY mo EN 使 zo € F(no, mo). 从 而 取 次 中 的 开 履 盖 


Y (no, mo) = Vang U {W (no, mo, £) : x € X — F(no,mo)]. 
A, 4 x e X — F(no,mo) 时 zo ¢ W (no, mo, x). 从 而 
ord(zo, WY (no, mo)) = ord(zo, fao) = 1. 


由 定理 6.1.1 知 X 是 次 仿 紧 空间 . 证 完 . 

1975 Æ, Smith? 引入 弱 0 加 细 空 间 , 严格 地 介 于 9 加 细 空 间 与 弱 9 加 细 空 
间 之 间 ( 见 定义 6.1.4 及 定理 6.1.7), Bl 0 加 细 — 弱 6 加 细 — 弱 9 加 细 . 

定义 6.1.4566) 拓扑 空间 X 称 为 弱 O 加 细 空 间 (weak 9-refinable space), 如 
RX 的 每 一 开 和 覆盖 VY RNAs Y Ua 使 对 每 一 zx < X, 存在 
n€N, 1<ord(2,%) <w, H (UY, : n e N} 是 点 有 限 的 . 这 一 开 加 细 和 覆盖 称 为 
88 0 覆盖 (weak 0-covering). 

显然 , 弱 9 加 细 蕴 含 弱 0 加 细 . 

定理 6.1.7 099. 9 加 细 空 间 是 弱 O 加 细 空 间 . 

证 明 设 X 是 0 加 细 空 间 , Y 是 x He, YU RAF MAE HTA 
{Va}nen, *5 = {Va : a € An} 使 对 每 一 zeEX 存在 neN,1< ord(z, a) < w. 对 
每 一 i,j EN, 置 


F(i, j) = {x EX: ord(x, %) < jh 
易 证 F(i,j) 是 闭 集 . 对 每 一 ne N, E 


n—1l 
Wy = {Va Ua k):ae An}. 


BAL — nen Wa 是 X BFAR, 加 细 V, 目 对 每 一 zc X 存在 ne N, 1< 
ord(z, Wn) <w. 下 证 {Uhn :n e N} 是 点 有 限 的 . 

对 每 一 zeX, 取 最 小 的 正 整 数 1 使 ord(a,H) =m <w, W z € Fl, m). 对 于 
n>l+m, F(l;m) C F(i,n-1)), BEA n » Lm 时 zz 不 属于 YW 中 的 任何 元 素 . 
证 完 . 

定理 6.1.6 给 出 了 次 仿 紧 空间 与 弱 9 加 细 空 间 的 关系 . 下 述 定理 6.1.8 给 出 仿 
紧 空 间 与 9 加 细 空 间 的 关系 . 先 叙 述 两 个 引 理 . 

引 理 6.1.1 ix V 是 空间 X 的 开 集 族 . 对 每 一 neN, 置 P= {reX: 
ord(z, 人 Y) < n); 对 每 一 ze UY, BW, -n(U e VY : xe UV}, Ny 

(i) 每 一 Fn 是 闭 集 ; 
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(ii) {Wz N (Fn — Poi): £ € F,— Pri} 是 关于 EF, — Fa 的 离散 闭 集 族 , A 
盖 Fa — Fn, 其 中 记 Fo = g; 

(uii) u V Æ X PRA Fai CV, W (Wn (F, —V):xe F, V) dé X 
中 的 离散 闭 集 族 , 覆盖 Fa- V. 

证 明 (i) Ha g Fa, WHE U € V (EB x e U; (6 = 1,2,---,n +1). > 
U = I] Ui, WU 是 X 的 开 集 . BR reU HUNAR = 2 (因为 对 任意 zeEU 
有 ord(z, 7) >n+1). 

(i) Wa € Fn — Fri, W z e We A (Fn — Fn), B. 中 恰好 nn 个 元 素 包 
* x, 不 妨 设 Ue * 使 得 ze Uili = 1,2,…,n)， 对 每 一 y € Fa — Fn, A 
Wy n (Fn — Fui) # We N (Fn — Fn-1), WHE U ev féf$yeU Aa ZU, F 
je U N W, N (Fn — Fa) = Ø. 否则 , 存在 z e UN Wn (Fn — Fa), 那么 每 
一 U; (i= 1,2,- n) MU MAS z, 这 与 z € Fa — Fra F. 由 上 所 证 , E 
{Wz N (Fn — Fn-1) : £ € Fn — Fu) ERF Fn — Fr 的 离散 闭 集 族 . 

(ii) 先 证 明 {Wn (Fa -V) :x € F,—V) i F,-V. AY F,-V C Fa- Fai, 
Zi xe F,—V, H (ii) 4I Wr # Ø. 所 以 (W,n(F, V): x E F,—-V) Bit Fa- V. 

下 面 证 明 {Wa N (Fn V): £ E€ Fa — Fai) 是 XX 中 的 离散 闭 集 族 . 对 每 一 
2é€F,—F,-1, Hi (ii), 


We N (Fn — V) = We (Fa — Fn—-1) O (Fa — V) 


是 n- V WAS, 而 由 d), Fa- V eX 的 闭 集 , 从 而 Wa N (Fn - V) 是 X 的 闭 
集 . 由 (ii) 及 习题 5.5, {Wr N (Fn V): x € FE, — Fn} BX 中 的 互 不 相交 且 闭 
包 保 持 的 闭 集 族 , 再 由 习题 5.6, 它 是 X 中 的 离散 闭 集 族 . 证 完 . 

iki — 引 理 6.1.1 中 (ii) 的 证 明 可 知 集 族 (Wn (F,—V):x € F,— Fri} 也 
是 X 中 的 离散 闭 集 族 . 

引 理 6.1.2 W X 是 集 态 正规 空间 , V 是 X 的 开 集 族 , 覆盖 闭 集 A HE A 
上 是 点 有 限 的 , 则 存在 X 中 的 o 离散 开 集 族 履 盖 A, 加 细 v. 

证 明 ”对 每 一 neN, 置 FE,-—(reX:ord(z, Y) <n} 及 对 每 一 x ec UY, 置 
W,-—n(Ue:zrceU 由 引 理 6.1.1, 集 族 (W,n 也 :ze A} 是 文中 的 离散 闭 
RIK, Bim AS PY. 由 集 态 正规 性 , 存在 离散 开 集 族 % 覆盖 让, 加 细 多 . 下 面 归纳 
地 继续 下 去 . 如 已 构造 了 覆盖 E MPS Up m 加 细 多 , 且 每 一 (1 <k <n) 
是 离散 的 , BG,=UV:VEe%,1<k<n}, UF c Gna. 由 引 理 6.1.1 的 注 记 ， 
{Wr N (Frti—- Gn) : x € Fapa — Fh} 是 离散 闭 集 族 , 覆盖 Fahy — Gn. 由 集 态 正规 
性 , 存在 离散 开 集 族 Vu 覆盖 Fari 一 Gn, MAY. 从 而 Ut) vs 覆盖 Fait. 所 
以 , 可 以 对 每 一 k € N, 构造 离散 开 集 族 Y. 使 Uncen Ve PES Unen Fn D A, 加 细 
U. 证 完 . 


- 164- 第 6 章 ”其 他 覆盖 性 质 


定理 6.1.8146 0 加 细 的 集 态 正规 空间 是 仿 紧 空间 . 

WEBB 设 多 是 0 加 细 的 集 态 正规 空间 X WIRE, {tne 是 加 细 Y 的 0 
序列 . 对 每 一 ke N, E Ang = (x € X : ord(x,%) < k}. 则 每 一 Ank 是 闭 集 , H 
Vn Æ Ann 上 是 点 有 限 的 . 由 引 理 6.1.2, 存在 o 离散 开 集 族 Var 覆盖 Ank, 加 细 
Vn. 从 而 Unk: n, KEN} EY EN o 离散 开 加 细 和 覆盖 . 由 定理 5.1.2 得 证 . 证 完 . 

注 记 “关于 定理 6.1.8 是 否 可 把 0 加 细 减 弱 为 弱 0 加 细 , 答案 是 否定 的 , WIC 
献 [78] 或 [69]. 

下 面 我 们 借助 于 Smith) 关于 集 态 正规 性 的 刻画 , 可 进一步 推广 定理 6.1.8. 

定理 6.1.98) 正规 空间 X 是 集 态 正规 空间 当 且 仅 当 每 一 弱 6 覆盖 具有 局 
BIER RT DUAE i. 

证 明 从 略 . 

定理 6.1.10 865 35 9 加 细 的 集 态 正规 空间 是 仿 紧 空间 . 

证 明 ”由 弱 6 加 细 的 定义 6.1.4 及 定理 6.1.9 的 必要 性 即 得 证 . 证 完 . 

上 面 叙 述 了 : 

35 0 加 细 + 完备 性 > 次 仿 紧 (定理 6.1.6); 
0 加 细 + 集 态 正规 > 仿 紧 (定理 6.1.8); 
55 0 加 细 + 集 态 正 规 > 仿 紧 (定理 6.1.10). 
下 面 是 关于 弱 仿 紧 性 ( 即 meta AYE) 方面 的 结果 : 
0 加 细 + 点 态 集 态 正规 > 弱 仿 紧 . 

定义 6.1.5 [9 拓扑 空间 X 称 为 点 态 集 态 正规 空间 (pointwisely collectionwise 
normal space), 如 果 对 空间 的 每 一 离散 闭 集 族 {Fa : a € A}, 存在 点 有 限 的 开 集 族 
{Ga :o € A) ÍË Fa C Ga (a € A), HH oz B, Fon Gg Ø. 

定理 6.1.11 49]. 空间 X 是 弱 仿 紧 空间 当 且 仅 当 X 是 点 态 集 态 正规 的 0 加 细 
空间 . 

易 知 , BHAA ( 即 点 态 仿 紧 空间 ) 是 点 态 集 态 正规 空间 (读者 自 证 , 习题 
6.2). 充分 性 的 证 明 从 略 . 

定义 6.1.6019] 拓扑 空间 X MA ortho 紧 空 间 (orthocompact space), 如 果 
X 的 每 一 开 和 覆盖 具有 内 核 保持 的 开 加 细 有 覆盖. 

由 于 点 有 限 开 和 集 族 是 内 核 保持 的 (定义 5.1.6), KA: 弱 仿 紧 ( 即 meta X) > 
ortho 紧 . 

在 本 节令 述 的 许多 履 盖 性 质 (到 此 为 止 ) 都 是 弱 于 仿 紧 的 , 它们 间 关 系 如 图 6.1 

所 示 . 
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ortho 紧 
meso 紧 —— 弱 仿 紧 ( 即 meta 紧 ) 


仿 紧 6 加 组 一 > 弱 6 放 组 一 一 > 弱 9 加 细 
NT: 
次 仿 紧 


图 6.1 


相反 的 萤 含 关系 均 不 成 立 , 参见 文献 [69] 及 所 引 有 关 文 献 . 

如 果 把 仿 紧 性 、 弱 仿 紧 性 (BI meta 紧 性 )、9 加 细 性 、 弱 9 加 细 性 、 弱 9 加 细 
性 中 的 局 部 有 限 、 点 有 限 性 分 别 换 为 局 部 可 数 、 点 可 数 性 , 则 有 下 列 一 些 覆 盖 性 质 . 

定义 6.1.7 ”拓扑 空间 X 称 为 仿 Lindelöf 空间 (para-Lindelóf space!*!), 如 果 
X 的 每 一 开 履 盖 具 有 局 部 可 数 开 加 细 履 盖 ; 称 为 meta-Lindelaf 空间 0 551, 如 果 
X 的 每 一 开 履 盖 具 有 点 可 数 开 加 细 和 覆盖; 称 为 弱 00 加 细 空 间 (weakly 60-refinable 
spacel^!0). WR X 的 每 一 开 覆 盖 具 有 开 加 细 覆 盖 = Unen Mn, 使 对 每 一 x € X, 
存在 n € N, 1 < ord(z, 7) < w; 如 果 上 述 条 件 加 强 为 每 一 v, 是 覆盖 , 则 称 为 
60 加 细 空 间 (50-refinable space); 如 果 对 弱 69 加 细 空 间 中 的 开 加 细 和 覆盖 再 要 求 
(Uf, : n EN} 是 点 有 限 的 , 则 称 为 弱 56 加 细 空 间 (weakly 50-refinable spacel367]). 

上 述 空 间 间 的 关系 如 图 6.2 所 示 . 


56 加 细 
{Ñ Lindelöf 一 一 > meta-Lindelöf 355 6 0 JM 
35 60 加 细 
图 6.2 


问题 n43, 307 59 加 细 空 间 是 否 弱 00 加 细 空 间 ? 

关于 图 6.2 中 的 覆盖 性 质 , Burke!’ 给 出 下 述 仿 Lindelöf 空间 的 有 效 刻画 . 

定理 6.1.1207 空间 X 是 仿 Lindelaf 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 开 履 盖 2 A 
有 局 部 可 数 加 细 覆 盖 使 对 每 一 x € X, x € Int(st(z, 力 )). 

证 明 ”必要 性 显然 . 下 证 充分 性 . 设 是 空间 X EFEK, 由 假设 存在 局 部 
可 数 履 盖 v Mud 多 . 从 而 存在 开 和 覆盖 VW 使 对 每 一 W e Y. W 仅 与 多 中 可 数 个 元 
相交 . 由 假设 , 存在 局 部 可 数 覆 盖 加 细 YW, 且 对 每 一 ze X, ze Int(st(z, 2)). 
对 每 一 了 sey, 取 TV) e 9, lE V C U(V). 置 G(V) = Int(st(V, P)) n U(V). 
GV) 是 开 集 , 因 对 每 一 ze V, ze Int(st(z, P)), 所 以 了 C Int(st(V, P)). 显然 
4 —(G(V):V e Y) 是 空间 X BFE, 加 细 多 . 下 证 Y 是 局 部 可 数 的 . 对 每 一 
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ceX, A PA 是 局 部 可 数 的 , 存在 x 的 开 邻 域 N(x) m 多 中 可 数 个 元 相交 . 每 
一 Pe 多 包含 在 某 We WW AW KS v 中 可 数 个 元 相交 , PU PMS Y 中 可 
数 个 元 相交 . 由 st(V, A) 的 定义 , 每 一 Pe 2 只 能 包含 在 (st(V, 2) : V e Y) 的 
可 数 个 st(V, P) A. 从 而 N(x) 与 € 中 可 数 个 元 相交 , Y 是 局 部 可 数 的 . 证 完 . 

注 记 。 Z. Balogh^9 构造 了 一 个 meta-Lindelóf 的 集 态 正规 空间 , 不 是 仿 紧 空 
间 . 仿 Lindelöf 的 集 态 正 规 空间 是 否 仿 紧 空间 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 01. 

下 面 叙述 一 个 强 于 仿 紧 性 的 覆盖 性 质 一 一 强 仿 紧 性 . 这 一 覆盖 性 质 比 较 特 殊 . 
例如 , 不 能 为 度量 空间 所 蕴含 , 不 能 为 有 限 对 一 闭 映射 保持 , 不 具有 Fo 遗传 性 等 . 

定义 6.1.8 RIK oS 称 为 星 有 限 的 (star-finite), 如 果 对 每 一 4e e, (Be: 
BOA e) 是 有 限 的 ; 称 为 星 可 数 的 (star-countable), 如 果 对 每 一 Ac x, {Be 
A: Bh A z e) 是 可 数 的 . 拓扑 空间 X 称 为 强 仿 紧 空间 (strongly paracompact 
spacel109), 如 果 X B 8E—JT 3 st AA BUA RKA AMAA K. 

显然 , BABI gs Jd BUE BRAY, 故 强 仿 紧 > 仿 紧 . FA RAN ROLE 
(存在 非 强 仿 紧 的 度量 空间 ), 见 例 6.2.3. 而 由 推论 6.1.1 知 可 分 度量 空间 是 强 仿 紧 
的 . 

在 给 出 强 仿 紧 空 间 的 刻画 (定理 6.1.13) 以 前 , 先 给 出 两 个 引 理 . 

引 理 6.1.3 184. 每 一 个 星 可 数 集 族 of 可 以 表示 为 A = ULB : a € A}, 每 一 
Bo 是 可 数 集 族 , 且 当 a A BN, (024) n (UZ3) = Ø. 

证 明 对 ALB € «NR of 的 有 限 子 集 族 {C1,C2,---,Cr} A A 到 B BUE, 
如 果 4A4=01, B=C, HO NC ZIU <i<n). 对 每 一 Ae .xy, 置 


BA) = (B € Wd: FE APA 4 到 B 的 链 }. 


易 知 BA) 是 可 数 集 族 , BM Ay, Ao € A, (U2(A1)) n (U2(A3)) 4 Ø SAM 
多 (41) = 多 (42). 证 完 . 

引 理 6.1.4 Vx Y = {Ur}xren 是 正规 空间 X 的 可 数 开 覆 盖 , AY 具有 闭 加 
A3 S {i}xen 使 Fe C Ui(k€ N), 则 RAES RAII DAE i. 

证 明 ”对 每 一 ke N, EFT. Fx C Ui 及 正规 性 , 存在 开 集 族 {G(k,n)}wen 使 


Fy, C G(k,1) C G(k,1) C G(k,2) C --- C G(k,n) C G(k,n) C- C Up. 
WH- neN, &V,—-U(G(in):1«ixnl. E 
H(1,1) = Van G(1,2); 
H(k,n) = (Va41— Vn-1) NG(k,n +1) (n>1,1<k<7n). 
可 直接 验证 (H(kon):koneN, 1<k<n} 是 星 有 限 的 开 覆 盖 , 加 细 zv. 证 完 . 
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iig — 5138 6.1.4 的 内 容 可 以 补充 入 定理 5.6.2 作为 正规 空间 情况 下 , 可 数 仿 
紧 性 的 一 个 充 要 条 件 . 

定理 6.1.13 0991. 在 正则 空间 , 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 强 仿 紧 空 间 ; 

(ii) X BJ 8; —JT 48 zs RA Eg nC] JE Dn 48 83 ns 

证 明 (i) > (ii) BRA. 下 证 (du) 9 (i). RY Æ X WHER, v 具有 星 可 
数 开 加 细 V. B51 6.1.3, V 可 以 表示 为 Y = UB: a € A}, 每 一 多 是 可 
数 集 族 且 当 a A 8 时 , (UB) O(UBs) = e. 按 (ii) 可 以 蕴含 仿 紧 性 , 只 要 把 每 一 
Bo (a € A) 表示 为 Ba = {Ban : n E N}, 从 而 对 每 一 ne N, {Bsn :Qe A) B— 
离散 开 集 族 , UN{Bun :a € 4} 是 YY 的 o 离散 开 加 细 (由 定理 5.1.2 A X. 是 仿 
紧 的 ). 对 每 一 ae A, E Za = U 有 2. 是 仿 紧 空间 X 的 既 开 又 闭 的 子 集 , 从 而 是 
仿 紧 的 . Bo = (Ba :me N} 是 Za WA BOP sS, 存在 可 数 闭 加 细 {Fo n}nen 使 
Fun C Ban, neEN( 引 理 5.6.1). 由 引 理 6.1.4, 存在 星 有 限 的 开 集 族 YW Bi Za, 
加 细 Bo. 从 而 Unca Mo 是 空间 X 的 星 有 限 的 开 和 覆盖 , MA 多 . 证 完 . 

推论 6.1.1099! 正则 Lindelöf 空间 是 强 仿 紧 空 间 . 

证 明 ”由 定理 6.1.13 的 (ii) 即 得 证 . 证 完 . 

推论 6.1.1 加 强 了 推论 5.1.1. 

1977 年 , 刘 应 明 P65) 引入 拟 仿 紧 性 作为 次 仿 紧 性 与 弱 仿 紧 性 的 共同 推广 . 

定义 6.1.97) 拓扑 空间 Xx 的 集 族 称 为 相对 于 X CX 离散 的 , 如 果 对 
每 一 ze X 存在 X 中 的 邻 域 至 多 与 中 一 个 元 相交 . KP = Unen Pn, 每 一 
PD, 是 X 的 子 集 族 . 如 果 1 是 离散 的 , BX n > 2, Pn HF X -U FY 是 
离散 的 (ZY = U{P : Pe F;}), WH 2 Æ o 相对 离散 的 (o-relatively discrete); 
如 果 再 要 求 2, 是 闭 集 族 且 对 n > 2, 2 = {P -U ZY :Pe A} 是 子 空 
fal X 一 IM ica P 的 闭 集 族 , 则 称 FA Ao 相对 离散 相对 闭 的 (c-relatively discrete 
and relatively closed). 空间 X 称 为 拟 仿 紧 的 (quasi-paracompact) (狭义 拟 仿 紧 的 
(strongly quasi-paracompact)), WR X 的 每 一 开 覆 盖 具 有 o 相对 离散 的 (o 相对 离 
散 相对 闭 的 ) n E ih 

注 记 ”狭义 拟 仿 紧 空间 是 拟 仿 紧 空间 . 易 知 在 正则 空间 中 二 者 等 价 . 容易 验 
WE, 当 P = Unen Pn 是 o 相对 离散 相对 闭 时 , 对 每 一 ne NUT, Zr 是 空间 X 
EASE. 

由 次 仿 紧 空间 的 定义 (定义 6.1.1), 显然 次 仿 紧 空间 是 狭义 拟 仿 紧 空间 ， 下 证 
弱 仿 紧 空间 是 狭义 拟 仿 紧 的 . 

定理 6.1.14[?65| 弱 仿 紧 空 间 是 狭义 拟 仿 紧 的 . 

证 明 dx v TAI x WH, 具有 点 有 限 的 开 加 细 和 覆盖 V = 
{Ua}aeA， 对 每 一 m € N, 记 指 标 集 A 中 m 个 不 同 元 素 组 所 成 集 为 AQ. B 
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E € Am, € = (Q1,Q2, Am). 置 Ue = Uo N Uos emnes Um = {Ue : E E Am}. 
记 Em AX 中 恰好 属于 Y P m 个 开 集 的 点 所 成 集 , W Ux 5 Em E 


Pm = {Ue N Em : E € Am}. 


显然 , Pm MAY, AP = Em. 由 多 是 点 有 限 的 , X = Uy ES PU P = 
Uicn Fi 覆盖 X. 对 Am PRIDEJ £n, Uen Us n Em = Ø, 所 以 每 一 U, 至 多 与 
Pm, 中 一 个 元 相交 , 即 An KF Y 离散 . 因为 


m-1 m-1 
X- |] Max-URce, 
i=l 


i=l 


所 以 Pm WF x -ULT zr 离散 , 不 难 验证 
m-—1 
Us Em = (x- U a) A(X -U(U,:n€ Am, nz E}, 
w=1 
即 Ug N Em (= Ue N Em -ULT Pt) 是 子 空间 X -ULT Py 中 的 闭 集 . 所 以 多 
是 多 的 , 也 是 Y^ 的 o FAS OT a A te. 到 此 证 明了 X 是 狭义 拟 仿 紧 
空间 . 证 完 . 
利用 定理 6.1.14 的 证 法 , 可 得 下 述 定理 . 
定理 6.1.15 769 446] 9 加 细 空 间 是 狭义 拟 仿 紧 的 . 
证 明 设 是 9 加 细 空 间 X 的 开 履 盖 , {Ven EAM GUY IIA v, 
且 对 每 一 z € X, 存在 n € N f ord(a,%) < w. 利用 定理 6.1.14 的 证 法 , 对 
每 一 4^, (n € N), 存在 o 相对 离散 相对 闭 的 加 细 集 族 FA = Umen Prim, 覆盖 
X, = {x € X : ord(x,%) < w}. AM Unen Yn 覆盖 X. 用 对 角 线 法 , S 


W.=Pi1, W2=Pi2, W= P21, P= Piz, P = Pa, s. 


显然 ,次 = Unen Gn Æ Y^ B o 相对 离散 相对 闭 的 加 细 集 族 , 覆盖 X. 故 X 是 

定理 6.1.16 7° 4469) WZFE 0 加 细 空 间 . 

证 明 Y 是 拟 仿 紧 空间 X Hem, 存在 o 相对 离散 的 覆盖 Z = 
Unen Fn may. 当 n = 1 H, 2 是 X 中 的 离散 集 , X*ME— Pc 4 RaeP 
存在 x 的 开 邻 域 V(z) 仅 与 2 中 一 个 元 素 相 交 . 由 ze P, V(x) 仅 与 P. 从 
而 V(P) 2U,cp V(z) 也 仅 与 P HX. 取 U(P) e  f& PCU(P). > 


B(P) =V(P)NU(P), 41 ={B(P): Pe Piy, 
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显然 , FRR A, MAY, ABD 4r. 对 每 一 ze Pt, et HCA. 对 任 一 
P #4 Py, WW B(P)n P, =o. W x é B(P). 所 以 对 每 一 ze Zt, ord(z, 21) = 1. 

对 n > 2, Pa 相对 于 X - UT Zr 离散 . 由 定义 619, 对 每 一 x EX 一 
Ur Gi, TE r EX 中 的 开 邻 域 V(z) 至 多 与 2, 中 一 个 元 素 相交 . 用 完全 相同 
的 证 法 得 开 集 族 Za 加 细 V, H Bx > 2 一 U Zr 使 对 每 一 rzE XU PD 
9* — Ut 2r, ord(z, Bn) = 1. 

置 Z = Un Z 显然 A 是 空间 X WEH, 加 细 多 . Hare X, no 
rc Pl 的 最 小 下 标 , 则 ord(£, Za) — 1. Be X E 0 加 细 空 间 . 证 完 . 

定理 6.1.17 269. 446]. ”狭义 拟 仿 紧 空间 是 弱 6 加 细 空 间 . 

证 明 Wo 是 狭义 拟 仿 紧 空间 X BUREN, 存在 o 相对 离散 相对 闭 的 覆盖 
P = nen Zn 加 细 多 . 由 定理 6.1.16 的 证 明 , 存在 弱 0 NAA Z = Unen Zn 
WAY, A Bio Pl, B o Pyt t (>2). 由 多 是 相对 离散 相对 闭 
的 , 由 定义 6.1.9 的 注 记 , 对 每 一 ne N, Ur, vr 是 空间 x 的 闭 集 . E 


n—1 
B= By; Bi, ={B- U P}: Bes.) (n > 2). 
i=1 


B = UN Zh 仍 是 弱 0 Jn s, 加 细 V. 下 证 (227 }nen 是 点 有 限 的 . 对 每 一 
a eX, FE no ENIE xe 2, WA n> no Bf, z d Be. 所 以 X 是 弱 5 加 细 空 
间 . 证 完 . 
综 上 所 述 , 有 如 图 6.3 所 示 蕴 含 关系 . 
弱 6 加 细 


6 加 细 ——> 狭义 拟 仿 紧 y 35 0 Jé 
拟 仿 紧 


图 6.3 


KARNES RAW A RL, 同时 拟 仿 紧 性 与 弱 6 加 细 性 互 不 蕴含 ( 见 文献 [265]. 
[446], [269], [158]). 

关于 怎样 较 弱 的 覆盖 性 质 + 集 态 正规 性 > 仿 紧 性 ?前面 定理 6.1.10 的 结果 : 
“ 弱 5 加 细 + 集 态 正 规 > 仿 紧 ” 到 目前 为 止 是 比较 好 的 , 因为 不 能 以 “ 弱 9 Dni" 
JURE «85 9 加 细 ”( 见 定理 6.1.8 的 注 记 ). 刘 应 明 265) 证 明了 可 用 “ 拟 仿 紧 " 代 “ 弱 
0 加 细 ” 从 图 6.3 所 列 蕴 含 关系 看 , 同样 是 比较 好 的 . 

定理 6.1.18 095]. 拟 仿 紧 的 集 态 正 规 空间 是 仿 紧 空间 . 

证 明 从 略 . 
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关于 定理 6.1.11: “9 加 细 + 点 态 集 态 正规 > PAR”. 朱俊 M49) 和 龙 冰 269] 
证 明了 以 “狭义 拟 仿 紧 ” 代替 “9 加 细 ”, 改进 了 Boone!) 的 结果 . 

定理 6.1.19 269. 446]. 空间 x 是 弱 仿 紧 空 间 当 且 仅 当 X 是 点 态 集 态 正规 的 狭 
义 拟 仿 紧 空间 . 

证 明 从 略 . 

像 5.6 节 引 入 可 数 仿 紧 空间 一 样 可 以 定义 : 可 数 次 仿 紧 (countably subparac- 
ompact!!%]) 、 可 数 弱 仿 紧 (countably weakly paracompact 或 countably metacomp- 
act[203)、 可 数 meso 紧 (countably mesocompact!4!*!), ATR 9 加 细 (countably 6- 
refinable61) 等 空间 , 只 要 把 相应 的 次 仿 紧 、 弱 仿 紧 、meso 紧 、0 加 细 等 空间 的 定 
义 中 的 “每 一 开 覆 盖 ” 换 为 “每 一 可 数 开 覆盖 ”就 行 . 它们 间 蕴 含 关 系 基本 上 相应 
于 定义 6.1.6 后 的 图 6.1 所 示 , (ARATE AD SAA. 

定理 6.1.2009 空间 X 是 可 数 次 仿 紧 空间 当 且 仅 当 对 X 的 每 一 可 数 开 用 
tt Y = {Un}nen 存在 可 数 闭 覆 盖 {Faj }n jen 使 Fn C Un (n,j € N). 

证 明 URE WY = {Un}nen 是 可 数 次 仿 紧 空间 X 的 开 履 盖 , F = 
U;e Zi EX No 离散 闭 覆 盖 , MY. 18.27; 中 的 闭 集 之 包含 于 U 者 的 
并 记 作 Fry, 则 闭 集 E; C Un (nj € N). 

充分 性 ， 由 一 个 闭 集 Eus 形成 的 闭 集 族 F,5 = {Fn} (nj € N) 当然 是 离散 
闭 的 . 证 完 . 

推论 6.1.2099 完备 空间 是 可 数 次 仿 紧 空间 . 

证 明 ”完备 空间 的 每 一 开 集 是 Fo WE, 由 定理 6.1.20 得 证 . 证 完 . 

定理 6.1.21095 可 数 次 仿 紧 空间 是 可 数 弱 仿 紧 空间 . 

证 明 KY = {Unhe 是 可 数 次 仿 紧 空间 X 的 可 数 开 覆盖 . AE RIS 
ti {jjwjen IE Fag C Un (n,j € N). Æ 


Vi = U1, V, = Un —UL Fag ck <n, j «n) (n> 2), 


WY = {Vajen 是 点 有 限 开 覆盖 , 加 细 多 . 证 完 . 

iHi ” 按 次 仿 紧 空间 与 弱 仿 紧 空间 之 间 无 蕴含 关系 , MAK RAS n1 2C 
弱 仿 紧 . 相反 的 蕴含 关系 不 成 立 , 见 例 6.1.1. 

下 面 是 可 数 弱 仿 紧 空间 的 刻画 , 它 与 可 数 仿 紧 空 间 的 刻画 (定理 5.6.1) 类 似 . 

定理 6.1.2220] 下 列 论 断 等 价 : 

(i) X 是 可 数 弱 仿 紧 空间 ; 

(ii) 对 Xx 的 每 一 可 数 开 履 盖 {Un}nen, 存在 X 的 点 有 限 的 开 覆 盖 {Vi}nen 使 
V, C U,(n € N); 

(iii) 对 X 的 每 一 递增 的 开 履 盖 {Wi,}en, 存在 X 的 闭 覆 盖 {Fn }nen 使 Fn C 
W,(n € N); 
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(iv) 对 X 的 每 一 递减 的 闭 集 序列 {Fh nen 满足 门 ,_n Fn = ©, 存在 X. 的 开 集 
序列 {Wr}nen BE Fn C Wn (n € N) A (e Wn = 2. 

WEBB ”证 法 类 似 定理 5.6.1 且 较 简 , 从 略 . 

定理 6.1.23 09 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 可 数 弱 仿 紧 空 间 ; 

(ii) X 是 可 数 0 加 细 空 间 ; 

(ui) 对 X 的 每 一 递减 的 闭 集 序列 LE ben 满足 (les Fn = 2, FE X BJ Gs 
集 的 序列 {Gr}nen f£ Fa C Gn (n €N) AN, en Gn = 

WEBB (i) = (ii), 显然 . 下 证 (ii) = (iii). 设 X 是 可 数 9 加 细 空 间 , {Fa}nen 
是 X 的 递减 闭 集 序列 满足 门 ,nw =. BY -(X-F:neN) v BX WA 
数 递增 开 履 盖 , 存在 0 加 细 序 列 {%%}wen. E 


Cage ES Gr = ss 
jEN 

则 每 一 G, 是 Gs RH. Fa C G,(n € N). 下 证 Qnen Gn = 2. 

如 不 然 , 存在 x EO nen Gn. 选取 jo E N 使 ord(z, Y5,) < w. Ww ord(z, Y;) = 
k, WEER Vj, Vo, e, Ve € Ko TE x € Vi (i= 1,2,---,k), WV EY, MV FA 
V; (i= 1,2,---,k), Wad V. 对 每 一 i < k, FE n e NfEVCcX-F,. E 
n = max{ni,n2,---, nk}, WXY i < k, Vi C X — Fa. Hee Gry, = st(Fn, o), 所 
UFE V 6%, Erev HVnF, 49. HF xeV ew, MAV 必须 就 是 
Vi, V2, Ve 中 的 某 一 个 集 , AMV CX -F. XX5Vnr.ze. 

(iii) > (i). 下 证 (iii) > 定理 6.1.22 的 (iv), 从 而 由 定理 6.1.22 得 证 . 设 (E buen 
是 空间 X 的 递减 闭 集 序列 , 满足 Oey Fn = 8. FA (iii) 存在 X 的 Gs 集 的 序列 
{Gn}nen ÍË Fn C Gn (n € N) E (e Gn = Ø. X} n € N, B Gn = yen Gu, Gng 
是 开 集 ; 再 置 


Un = Gi; :1<i,j<n}. 


显然 ，U EFR, Fa C Un (n € N) AO, ey Un = 9. 这 满足 定理 6.1.22 的 (iv). 
证 完 . 
综 上 所 述 , 关于 可 数 履 盖 性 质 有 如 图 6.4 Prag S AR. 


完备 正规 一 一 > 可 数 仿 紧 ”一 一 > 可 数 meso 紧 


完备 一 一 > 可 数 次 仿 紧 ”一 一 > 可 数 弱 仿 紧 -> 可 数 ent 


图 6.4 
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例 6.1.1039 [0, w1) x [0, w] 不 是 可 数 次 仿 紧 空间 . 
对 X= [0, w1) x [0, wi], 令 


H = {(a,wı) EX:a<wı}, K={(a,a)EX:a <w}, 


WW H, K 是 X 中 不 相交 的 闭 集 . 如 果 X 是 可 数 次 仿 紧 空间 , 由 定理 6.1.20, 则 X 
的 开 覆 盖 (X — H, X- K} up pns 多 . 记 


(Fee: PAHS oS {Hhen, {F€ F : FOH=o}= (Ghia: 


对 每 一 n EN Ra < w, 点 (aw) ¢ Gn, 存在 Anjo < Wi 使 得 a < ma H 
(4o) x (nawi) N Gn = 9. S 4, = suplyna : n E N}, BA a < ya < wi, 于 是 
Gn N {(a, V) EX: Va «y o1) — 9. 

这 时 , 存在 m € N 满足 : 对 于 任意 的 a < wi, 存在 b, y< wi fifa cB cy 
HÄ (6,7) e Hm. 事实 上 , 否则 , 对 于 每 一 n € N, 存在 an < wi 使 得 当 an < 6 < 
y «uy BI, 点 (8,7) € An. & ao = supfan : n € N}, 那么 ao < wi, 所 以 可 取 定 点 
Yo E (Yao w1), 则 点 (ao, Yo) € Unen(An U Gn) =X, 矛盾 . 

4 Y = (0;wi) x [,w1) n. Am. 由 上 述 关 于 Hm 的 性 质 , 对 于 每 一 n€ N 
可 选取 点 (Gnin) € Y 满足 In X Bnti < nti. & DB = sup{Bn : n € Nj, Bi 
于 B. <n € Bus, 于 是 在 (0,01) 中 序列 {8n} 和 fon} 都 收敛 于 86， 从 而 点 
(8,8) € Hm OK, X5 KOH, = e FE. 

因为 [0, 01) x [0,01] 是 可 数 紧 空 间 (习题 3.23), 所 以 例 6.1.1 表明 完全 正则 的 
可 数 紧 空间 未 必 是 可 数 次 仿 紧 空间 . 由 推论 5.6.1, 定理 5.6.2, 6.1.22, 6.1.23, 正规 的 
可 数 9 加 细 空 间 是 可 数 仿 紧 空间 和 可 数 次 仿 紧 空间 . 
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下 面 叙述 6.1 节 中 介绍 的 一 些 履 盖 性 质 的 映射 性 质 . 本 节 中 的 映射 都 是 连续 满 
映射 . 

自从 Micheal2sol 开创 以 闭 包 保 持 闭 加 细 覆 六 刻画 正则 仿 紧 性 (定理 5.1.4), 从 
而 得 到 闭 映射 保持 To 仿 紧 性 (定理 5.2.1) 后 , 学 者 们 对 其 他 覆盖 性 质 有 目的 地 做 
类 似 的 刻画 企图 获得 相应 的 映射 性 质 .， 下面 关 于 次 仿 紧 、 弱 仿 紧 及 0 加 细 空 间 的 
映射 定理 就 是 这 样 得 到 的 . 

定理 6.2.1 (Burke 定理 [60% 61) 次 仿 紧 空间 在 闭 映射 下 的 像 是 次 仿 紧 空间 . 

证 明 ”由 定理 6.1.1 的 (iii), 仿 定理 5.2.1 的 证 法 即 得 证 . 证 完 . 

定理 6.2.2 (Worrell 定理 14) 弱 仿 紧 空 间 在 闭 映射 下 的 像 是 弱 仿 紧 空间 . 

WEBB ”由 定理 6.1.2 的 (ii), 仿 定 理 5.2.1 的 证 法 即 得 证 . 证 完 . 
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定理 6.2.3 (Junnila 定理 217) 6 加 细 空 间 在 闭 映射 下 的 像 是 O 加 细 空 间 . 

WEBB ”由 定理 6.1.4 的 (ii), 仿 定 理 5.2.1 的 证 法 即 得 证 . 证 完 . 

关于 meso 紧 空 间 的 映射 定理 , 定理 6.1.3 的 (ii) 也 是 有 目的 地 安排 的 , 但 没有 
前 面 定 理 6.1.1 的 (i). EF 6.1.2 的 (ii) 和 定理 6.1.4 的 Gi) 那样 明确 , 相应 的 映 
射 定理 也 有 所 不 同 . 

定理 6.2.4047] Meso 紧 空 间 在 闭 的 紧 履 盖 映 射 下 的 像 是 meso 紧 空 间 . 

证 明 i X 是 meso 紧 空 间 , f: X — Y AMM AB RAW (定义 5.5.1). 设 
Y = (Valaep 是 空间 Y 的 定 癌 开 和 覆盖, WY ={f(Ve)}ecn 是 空间 X 的 定向 开 
‘ido. 由 定理 6.1.3 (Gi), Y 具有 闭 包 保持 闭 加 细 和 覆盖 F = {Pataca H FAX 
中 所 有 紧 集 组 成 的 集 族 所 加 细 . 因 f 是 闭 映射 , (F(F.)) aea 是 空间 Y 的 闭 包 保持 
HESS, 加 细 Y^. Al f EKREN, {f(F)}aea AY 中 所 有 紧 集 组 成 的 集 族 所 加 
细 . 由 定理 6.1.3 的 (ii), 知 Y 是 meso 紧 空 间 . 证 完 . 

定理 6.2.5147 Meso 紧 空 间 在 完备 映射 下 的 像 是 meso 紧 空 间 . 

WEBB “” 因 完备 映射 是 闭 的 紧 履 盖 映 射 ( 见 定义 5.5.1). 证 完 . 

至 于 闭 映射 能 否 保持 meso KE, 我 们 回忆 在 前 面 定理 5.2.2 证 明了 “ 双 商 闭 
映射 保持 (不 加 分 离 公理 的 ) 仿 紧 性 ”后 , 曾 同 样 提 出 闭 映射 能 否 保 持 这 样 的 仿 紧 
性 , 并 指出 答案 是 否定 的 , 有 反例 存在 . 下 面 的 例 6.2.1 正 是 这 样 的 例 , 而 反例 6.2.2 
否定 了 meso 紧 性 情况 . 

例 6.2.1249. FE T, 强 仿 紧 空间 在 某 闭 映射 下 的 像 不 是 可 数 仿 紧 空 间 . 

Hy X = (NU {0}) x (NU {0}) — ((0,0)), 这 里 N 是 正 整数 集 . 对 min, ke N, E 
V(n,m) = ((n,k): k > m). 在 X 上 导入 如 下 拓扑 : 

(i) 5& (n,m) EN x N 的 邻 域 基 为 {{(n,m)}}; 

(ii) 点 (n, 0) 的 邻 域 基 为 (V (n, m) U ((n,0)] sen: 

(iii) 点 (0,0) 的 邻 域 基 为 {V (n,m) U{(0,n)}}imnsn- 

易 知 X 是 Ti 空间 . 可 以 证 明 X 是 强 仿 紧 空间 . 
将 X 的 子 集 {0} x N 粘 合 成 一 点 0* 所 成 的 商 空 间 记 为 


Y = (N x (NU {0})) U {0*}. 


由 于 {0} x N Æ X 的 闭 子 集 , 故 商 映射 f 是 闭 映射 . 可 以 证 明 Y 不 是 可 数 仿 紧 空 
间 . 这 例 说 明 Ti 仿 紧 性 不 能 为 闭 映 射 保持 . 
例 6.2.2241 存在 To 强 仿 紧 空间 在 某 闭 映射 下 的 像 不 是 可 数 meso 紧 空 间 . 
仍 取 例 6.2.1 中 的 集 X, 在 导入 拓扑 时 , (i), (ii) 相同 ; Gii) 修改 为 : 点 (0,0) 的 
邻 域 基 由 单元 族 {V(n,m) U {(0,n)}} 形成 . 由 于 点 (0,m) 的 邻 域 总 包含 着 点 (n,n), 
这 空间 是 To 空间 , 类 似 地 可 证 明 是 强 仿 紧 空间 . 
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同样 , 把 闭 集 {0} x N 粘 成 一 点 0* 的 商 空间 记 为 了, 商 映 射 了 仍 是 闭 映 射 . 同 
FERE Y 不 是 可 数 仿 紧 空 间 ， 按 商 拓 扑 的 定义 , Y 的 点 0* 的 邻 域 基 由 单元 素 族 
{{(n,m):m>n>0}U {0*}} 形成 . 所 以 了 满足 第 一 可 数 公理 .由 于 第 一 可 数 空 
间 的 紧 有 限 集 族 是 局 部 有 限 的 (习题 6.11), 知 Y 不 是 可 数 meso 紧 空 间 . 例 6.2.2 
说 明 To 的 meso 紧 性 不 能 为 闭 映 射 保持 . 

例 6.2.2 说 明 闭 映射 不 能 保持 meso 紧 性 , 但 是 可 以 证 明 闭 映射 能 保持 正规 
meso 紧 性 . 不 知 在 T» 或 正则 空间 类 中 , 闭 映射 能 否 保持 meso 紧 性 ? 

定理 6.2.6 147]. 正规 meso 紧 空 间 在 闭 映 射 下 的 像 是 正规 meso 紧 空 间 . 

WEBB ” 见 定理 6.6.9 的 注 记 . 

在 弱 0 加 细 空 间 的 刻画 (定理 6.1.5) 中 , 没有 借助 于 闭 包 保 持 闭 加 细 覆 盖 的 某 
种 形式 .这 说 明 这 种 类 型 的 刻画 对 弱 0 加 细 空 间 来 说 有 一 定 的 困难 (但 未 必 不 可 
能 , 读者 可 以 尝试 ). 因此 , AFI 0 加 细 空 间 的 映射 定理 不 能 像 前 面 那 些 空间 情况 
容易 得 到 . 下 面 的 结果 是 Burke 得 到 的 , 证 明 难 度 较 大 , 读者 可 见 文献 [70], 证 明 从 
略 . 

定理 6.2.71 $5 9 加 细 空 间 在 完备 映射 下 的 像 是 弱 9 加 细 空 间 . 

问题 l66, 369 ” 闭 映 射 能 否 保持 弱 0 加 细 性 ? 

KFI 0 加 细 空 间 , 情况 更 困难 . 在 文献 中 没有 看 到 关于 这 类 空间 的 有 效 刻 画 ， 
连 类 似 于 弱 9 加 细 空 间 的 刻画 (定理 6.1.5) 都 难得 到 (而 在 上 述 定理 证 明 中 主要 利 
用 定理 6.1.5 的 (ii). 

问题 B69] 闭 映 射 或 完备 映射 能 否 保持 弱 6 加 细 性 ? 

关于 ortho 紧 空 间 ， Gruenhagel!®4] 构造 反例 说 明 闭 映射 不 能 保持 ortho 紧 性 . 
接着 Burke!) 构造 反例 说 明 完备 映射 也 不 能 保持 ortho 紧 性 . 

问题 69 有 限 对 一 闭 映 射 能 否 保持 ortho 紧 性 ? 

关于 强 仿 紧 空间 , 它 的 映射 性 质 较 差 . PonomarevB339 曾 证 明 “ 每 一 仿 紧 空间 
是 某 一 强 仿 紧 空间 在 完备 映射 下 的 像 ”, 这 说 明 完 备 映射 未 必 保 持 强 仿 紧 性 ( 见 例 
6.2.3). 

例 6.2.3 (有 限 对 一 闭 映射 不 保持 强 仿 紧 性 ) ”存在 度量 空间 X 可 以 表示 为 两 个 
强 仿 紧 闭 子 空间 F, P) 的 并 , 但 X 不 是 强 仿 紧 空 间 [ 见 文献 [114] 中 练习 5.3.F(e)]. 
E F = F @ Fy (不 相交 拓扑 和 ), 显然 映射 f: FX 是 至 多 二 对 一 的 闭 映 射 . 容 
易 验 证 , 强 仿 紧 性 关于 拓扑 和 保持 的 (习题 6.14). 如 果 强 仿 紧 性 关于 有 限 对 一 闭 映 
射 也 保持 的 话 , 则 由 定理 5.5.3 将 得 到 X 是 强 仿 紧 空间 .由 此 矛盾 可 知 , 有 限 对 一 
闭 映射 不 能 保持 强 仿 紧 性 . 

关于 图 6.2 (定义 6.1.7 后 ) 中 的 覆盖 性 质 的 映射 定理 ， 有 下 述 Burke 关于 仿 
Lindelóf 空间 的 结果 . 

定理 6.2.81 仿 Lindelöf 空间 在 闭 Lindelöf 映射 下 的 像 是 仿 Lindelof 空间 . 
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证 明 设 X 是 仿 Lindelöf 空间 , f : X — Y 是 闭 Lindelöf 映射 . 设 是 空间 
Y KAREM, 则 广 !(Y) = {f-1(V) : V ev} 是 空间 X WIR. 存在 X 的 局 部 
MANEA Y WMA SA. BY) ={fv):vE Y}, BR SY) BY, 加 
AY. 下 证 f(Y) 是 局 部 可 数 的 . 

对 每 一 ye Y, f (y) Æ Lindelöf 的 , 而 Y 是 局 部 可 数 的 , AM f(y) 仅 与 
U 中 可 数 个 元 相交 (习题 5.4). 记 此 可 数 个 元 的 并 为 Uy, f^ (y) C Uy. BN f 是 闭 
映射 , 由 推论 1.5.1, FERR Gy IE f^ (y) C Gy C Uy, Gy=f 1(f(Gy)) B. f(G,) 
是 Y 中 的 开 集 . Ale, MS 多 中 可 数 个 元 相交 , 所 以 f(G,) MS f(27) 中 可 数 个 
元 相交 . 从 而 f(27) 是 局 部 可 数 的 . 

此 外 ， 每 一 y €Y, 


y € f(Gy) CULf(U) :U € V, y € f(U)) = st(y, f(7Z)). 


f (Gy) 是 开 集 , 所 以 y € Int(st(y, /(27))). 由 定理 6.1.12 知 Y 是 仿 Lindelöf $ 
间 . 证 完 . 

注 记 = Burke] 曾 给 出 一 正规 ( 非 集 态 正规 ) W Lindelöf 空间 在 某 一 闭 映 
射 下 的 像 不 是 仿 Lindelof 空间 . 

上 面倒 述 怎样 的 闭 映射 保持 某 些 覆 盖 性 质 , 下 面 叙 述 逆 保持 情况 . 图 6.1 和 
6.2 中 的 所 有 和 覆盖 性 质 ( 除 meso AVE. ortho AYES) 以 及 强 仿 紧 性 都 能 为 闭 
Lindelöf 映射 的 逆 像 所 保持 (其 中 有 些 情况 要 对 映射 的 定义 域 附 加 “正则 ”条 件 , BR 
前 面 仿 紧 情况 的 定理 5.2.3 一 样 ). 

定理 6.2.9 W /和 一 了 是 正则 空间 x 到 空间 了 上 的 闭 Lindelöf BRAY, Y 
是 强 仿 紧 、 弱 仿 紧 、 次 仿 紧 、0 加 细 、 弱 5 加 细 空 间 , 则 x 分 别 是 强 仿 紧 、 弱 仿 紧 、 
次 仿 紧 、0 加 细 、 弱 0 加 细 空 间 . 

证 明 ”仿照 定理 5.2.3 ( 仿 紧 空间 情况 ) 的 证 法 , 引用 定理 6.1.1 (次 仿 紧 性 的 刻 
mi) 的 (ii) 可 证 明 次 仿 紧 空间 情况 ; 如 改 用 定理 6.1.13 ( 强 仿 紧 性 的 刻画 ) 可 证 明 强 
仿 紧 空 间 情况 . 

至 于 其 他 情况 可 参考 下 面 证 明 弱 仿 紧 空 间 情况 予以 适当 改变 (利用 下 面 证 明 
中 {Wy n}nen 的 点 有 限 性 ). 

X Y= {Usa}aea 是 正则 空间 X UFER. 由 正则 性 存在 开 履 盖 Y 使 TY : 
VeVv} MAY. 对 每 一 yeY, f^! (y) 具有 Lindelöf 性 质 , f(y) 为 中 可 数 个 
元 {Wijhien Bite. 选取 Ui 6 V E V,; Cc Uys (ie N). & 


Wya = Uya n (V). 
icN 


Wan = (Us - Vs) n (Us) n» linen), 


i<n icN 
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则 {Wy ntnen 是 空间 X 的 点 有 限 开 集 族 , 覆盖 f (y). Wy =Unen Wyn 是 包含 
£y) 的 开 集 , 因 f£ 是 闭 映 射 , 由 推论 1.5.1, FERR Wi 使 fiy) CW) c Wy, 
AR Wy = FW) B. f(W;) 是 Y 中 的 开 集 . {f(Wy)}yey 是 了 的 开 履 盖 . B Y 
是 弱 仿 紧 空 间 , 存在 点 有 限 的 开 加 细 和 覆盖 , 不 失 一 般 性 , 可 设 为 {五 ,}yey, 使 对 每 一 
y CY, Hy c f(W)9. 于 是 f! (Hj) c W} C Wy = Unen Won 置 


W ={Wyn Nf !(H):neN, ye Yt. 


显然 , y 是 空间 X AB, 加 细 V7. 下 面 证 明 WY 是 点 有 限 的 . 设 zx e X. 由 
T f(x) € A, SAMS z € f-! (Hy), 所 以 x 仅 属于 有 限 个 SHE) (y € Y), BA 
£O (Hy) s £O Uy). 对 每 一 正 整数 Lk, 因为 {Wnjren 是 点 有 限 的 , 所 以 
2 MBF {Wyn f-(Hy))lseu 中 的 有 限 个 元 , 于 是 r 仅 属 于 V 中 的 有 限 个 元 . 
从 而 W 是 点 有 限 的 . 证 完 . 

问题 = Meso 紧 空 间 关 于 闭 Lindelöf 映射 的 正则 逆 像 是 否 meso 紧 空 间 ? 

葛 英 059 证 明了 当 像 空间 是 正则 空间 时 上 述 问题 的 回答 是 肯定 的 . 

关于 拟 仿 紧 性 等 的 映射 性 质 , 文献 中 不 多 见 . 蒋 继 光 、 张 树 果 212 证 明了 正则 
拟 仿 紧 性 在 有 限 对 一 闭 映 射 下 逆 像 的 保持 性 , 这 里 从 略 . 至 于 下 面 定 理 6.2.10 的 一 
些 空 间 在 闭 Lindelöf 映射 下 逆 像 的 保持 性 可 以 不 要 求 定义 域 空 间 的 正则 性 ( 见 文 
献 [442] 和 [156]). 

定理 6.2.10 Kf:X 一 了 是 空间 x 到 空间 Y 上 的 闭 Lindelöf 映射 . 47 Y 
是 弱 0 加 细 、 仿 Lindelsf、meta-Lindelaf、50 加 细 、 弱 50 加 细 及 弱 o0 加 细 空 间 , 则 
X 分 别 是 相应 的 空间 . 

证 明 ”仿照 定理 5.2.3 的 证 法 , 证 明 是 直接 的 , 留 给 读者 . 

定理 6.2.9 和 定理 6.2.10 中 除 弱 0 加 细 空 间 0591. 95 50 加 细 空 间 056] 外 在 D. 
K. Burke!) 的 综述 报告 中 均 有 论述 . 

定理 6.2.11 设 f: 久 一 Y 是 空间 XX 到 空间 Y 上 的 完备 映射 . AY 具有 定 
理 6.2.9, meso 紧 性 272) 及 定理 6.2.10 中 的 某 一 覆盖 性 质 , 则 X. 也 具有 这 一 覆盖 
性 质 (对 次 仿 紧 空 间 X BER Ta 分 离 性 ). 

WEB] AZARI — BH] Lindelöf 映射 , 而 在 完备 映射 情况 , 定理 6.2.9 中 的 正 
则 性 可 以 去 掉 . 这 里 关于 次 仿 紧 性 的 条 件 与 证 明 有 些 不 同 , 要 假设 X 是 Te 空间 ， 
下 面 给 出 完整 的 证 明 591. 

先 证 明 一 个 引 理 . 回忆 定理 2.1.1 后 引入 的 记号 : 对 拓扑 空间 X 及 子 空间 O, 
E ACO, WR AEO 的 闭 包 为 Clo(4). 

D 这 种 具有 相同 指标 集 的 加 细 覆 盖 , 通常 称 为 精确 的 (precise) 加 细 覆 盖 ( 见 定义 5.1.3). WRAN 


U 具有 点 有 限 、 局 部 有 限 、 紧 有 限 的 开 加 细 和 覆盖 , 则 也 分 别 具 有 点 有 限 、 局 部 有 限 、 紧 有 限 的 精确 的 开 加 细 
i. 证 明 同 定理 5.6.1 的 (i) — (ii). 
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引 理 6.2.1 WR T. 空间 X 的 开 集 族 YU iussis K, 则 存在 开 集 O 使 
KcO HJ (UnO:U e EO PHASE AA ik. 

证 明 FE 多 的 有 限 集 (QU Hu K. 对 x € K, 存在 ile) < n, 使 
r € Uj, ib Fe = K — Uia W Fe Æ X WRPRA v d Fe BEM 3.14, 
存在 开 集 Vr, Wa, ÎE x € Ve, Fy C We H Vn W, = Ø, Mi Ven We = Ø. 
& G= W,U Ui(a); MAG, ZARA K c Gs. RK HARE {tj }j<m, 使 
Ke a 


j&m 


o-((1e;)n(Uv.)a (Uo). 
j&m j<m in 

则 O 是 开 集 且 K C O. 对 正 整 数 j < m, X P; = Clo(V;; nO). BA P; HOW 

MISE, O = Ujem Pi H. 


Bue Ui(s;) Œ (Gz, = Uis) N Clx (Vz, ) c Wz, N Clx (Vz, ) =f, 


因而 P; C Uie 于 是 {Pj}jcm 是 集 族 {UNO:U e Y} 在 O 中 的 闭 加 细 覆 盖 . 
引 理 证 完 . 

定理 6.2.11 关于 次 仿 紧 性 时 的 证 明 eX 是 To 空间 ,Y 是 次 仿 紧 空间 , 要 
证 明 X 也 是 次 仿 紧 空间 . 

RUY 是 空间 Ox 的 开 和 覆盖 . 对 每 一 ye Y, fly) 是 X WAR, 由 引 理 6.2.1, 
存在 X 的 开 集 O 使 fy) cO, 且 在 子 空间 O, 中 (Un O,:U e Y AAR 
的 闭 加 细 覆 盖 . 因为 f 是 闭 映 射 , 由 定理 1.5.4, 存在 Y 中 的 开 集 Hy iE yeH H 
f(y) € Oy, 那么 在 f (H,) P (Un fE): U e 2 ) 有 有 限 的 闭 加 细 覆 盖 
Fy 让 Æ = {H ye Y). BS Y 是 次 仿 紧 空间 , 26 AMAETH Un s 其 中 
W, = {Wi :y EY} 是 离散 的 闭 集 族 且 W,cH,(ieN;yeY). 对 每 一 ie N, 置 
P; (f (Wy)nF:yeY, Fe Fy}. WE 2 = Uen Zi Æ V Ho 离散 的 闭 
WAAR. 显然 , 2 EY WIAA. 对 每 一 TEN, 因为 TA) 是 离散 的 且 对 
y € Y, Fy ARH, 于 是 A, 是 o 离散 的 . 对 每 一 ye Y 和 每 一 Fe.7, WR 
rEX—-(f-1i(Wiy) 咯 也 ), E 


L2 | X —f- (Wa), LE X—f (Wy), 
fo(Hy)-F, xef (Wig)-F. 


那么 L.JésdkEXWIFSPARE Len (fW) N F) = e, 于 是 f Wy) n F 是 闭 
的 . d X 是 次 仿 紧 空 间 . 证 完 . 

定理 6.1.1 的 注 记 中 指出 存在 非 次 仿 紧 的 Ti 紧 空 间 X， 对 于 自然 映射 f: 
X > X/X, 则 f 是 完备 映射 , 商 空间 Y = X/X 是 次 仿 紧 空间 , 但 x 不 是 次 仿 紧 
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空间 . 所 以 定理 6.2.11 中 对 于 次 仿 紧 性 要 求 T 分 离 公理 的 假设 是 重要 的 . 下 面 的 
例 说 明定 理 6.2.9 中 映射 的 定义 域 X 的 正则 性 不 能 去 掉 . 

例 6.2.4099. i X = (0,1), 定义 {[0,t):0<t< 1 Ufa}: x Æ [0,1) 中 的 无 
理 点 } 为 X 上 的 拓扑 的 基 . 下 面 证 明 X 不 是 弱 0 加 细 空 间 . 

XQ 是 [0,1) 中 的 所 有 有 理 点 所 成 的 子 空 间 . Q 是 闭 的 . 由 弱 9 加 细 空 间 是 闭 
遗传 的 ( 见 定理 6.3.1), 所 以 只 要 证 明 闭 子 空间 Q 不 是 弱 6 加 细 的 . 

对 空间 X 的 子 集 族 多 , 如 未 特别 说 明 , 常 记 Y* —U(U:U e v). 

BW {rn} 是 Q 中 严格 递增 趋 于 1 的 序列 , 则 多 = {[0,rn) Q:ne Ny 是 @ 的 
FBR. 设 = UL In EW 的 任 一 弱 0 MBA. 下 面 证 明 {y* :ne N} 不 是 
点 有 限 的 . 注意 , Y 中 的 每 一 元 都 形 如 [0,0) n Q, 这 里 te (0,1). 取 s; € Q, WH 
在 n; € N, fii 0 < ord(s1,%,) < oo, 不 妨 记 作 ord(s1,%,) = mi. BC so € Q, fi 
s2 > max{t: sı € [,t) n Q € may, WHE no EN, fii 0 < ord(s2,%,) < oo, 不 妨 
WHE ord(s2, a) = ma. 这 里 的 M, 必 不 同 于 Ys, (ni z n2), 因为 不 然 的 话 , 由 于 
81 < 52, 将 有 ord(s1,%,) = mi + ma, 矛盾 . 从 而 可 选 出 {spjkeN C Q 及 {ng}ren 
使 对 每 一 EN, 0«ord(si, a) «oo, HP 0 < s1 «soc «sp «c <1, H 
当 ki X ko IN, ng, Æ npg. 由 此 可 推 得 , 对 每 一 RCN, sE Vix. 所 以 {Yr jn 不 
是 点 有 限 的 . 从 而 Xx 不 是 弱 9 加 细 空 间 . 

记 的 商 空间 X/Q Y. 由 商 拓 扑 知 Y 是 紧 空 间 (在 Y PEA {Q} 的 惟一 
FEE Y), 而 商 映 射 f: X 一 了 是 可 数 对 一 的 闭 映 射 . 这 说 明 如 果 去 掉 定理 6.2.8 
中 的 正则 性 , 则 定理 6.2.8 中 的 所 有 空间 (以 及 定理 5.2.3 中 的 仿 紧 空间 ) 都 不 能 六 
可 数 对 一 的 闭 映 射 的 逆 像 所 保持 , 更 不 能 为 闭 Lindelöf 映射 的 逆 像 所 保持 . 

龙 冰 69] 给 出 了 具有 上 述 性 质 的 一 个 简单 的 例子 . 设 X = N, 赋予 拓扑 2 = 
(e, XyU {{1,2,…,n} : n e N}, W (X, 7) 是 第 二 可 数 空间 . 用 上 述 类 似 的 方法 可 
证 明 它 不 是 弱 O 加 细 空 间 . 这 时 商 映 射 g : X — X/X 是 可 数 对 一 的 闭 映 射 ， 商 空 
|] X/X 是 单 点 空间 . 

遗憾 的 是 这 两 例 中 的 空间 X 只 是 To BU. 如 能 构造 相应 的 To 空间 则 更 好 . 如 
SJH Bennett 和 Lutzeria5l 的 例 (见习 题 6.4). 这 例 的 空间 X 是 T BU, 不 是 9 加 
细 的 (甚至 不 是 可 数 9 加 细 的 59), 但 是 弱 6 加 细 的 . 把 X 中 有 理 点 等 同 于 一 点 
得 到 的 商 空间 是 To 强 仿 紧 的 . PERI f 是 可 数 对 一 的 闭 映射 . 此 例 说 明定 理 5.2.3 
及 定理 6.2.9 的 正则 性 ( 除 弱 6 加 细 空 间 外 ) 不 能 减弱 为 Ta. 

例 6.2.5 49 存在 ortho 紧 空 间 在 某 完备 映射 下 的 逆 像 不 是 ortho 紧 空 间 . 

取 投 影 映射 p : [0,wi) x [0,01] — [0,w1). 因 [0,01] 是 紧 空 间 , 所 以 投影 p 是 完 
备 上 映射. 下 面 要 证 明 [0,wi) 是 ortho 紧 的 及 [0,w1) x [0,01] 不 是 ortho 紧 的 . 为 此 
引入 下 面 两 个 引 理 ， 其 中 引 理 6.2.2 是 著名 的 pressing down lemma. 

引 理 6.2.2 we f : (0,01) 一 (0,01) 满足 对 充分 大 的 x € [0,wi) 都 有 
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f(a) < v, 则 存在 c € (0,01) 使 对 每 一 ze [0,wi), FE y 2 x tE f(y) < c 

证 明 ”如果 结论 不 成 立 , 则 对 任何 d E (0,w1), 在 [0,w1) 中 存在 某 一 与 相 
应 的 a! 对 所 有 yy > z 都 有 f(y) > c. 

今 设 当 v > a 时 有 f(x) < x. Mar > a 作为 d, WEES vs 相应 的 z 使 
对 所 有 的 y > za, 有 f(y) >on. 以 za Wc, WEES z 相应 的 zs 使 对 所 有 
HJ y 2 za 有 f(y) 2 xz2， 依 此 类 推 , 取 zj, Wc, WEES v, 相应 的 enyi 使 
对 所 有 的 y > anp, 有 fly) > xn， 这样 继续 下 去 设 6 是 {zn} 的 上 确 界 . 
B > tayi (n E€ N), 故 对 所 有 的 y > p, A f(y) > zn (DEN). 由 6 的 确 界 性 质 , 又 
当 y >6 时 ,有 f(y) > 8. 特别 取 y = p, WA F) > B. 然 因 6 >z1>a, 由 假设 
应 有 f(8) < B, 这 是 矛盾 的 . 证 完 . 

51 6.2.3 8 V ={Uahaca 是 空间 [0,wi) ABR, WEE ce (0,wi) 使 
st(c, 47) D [cwi). 

证 明 ”这 里 的 U。 可 假定 为 基本 开 集 , 即 具有 形式 {0} 或 (as,2] 者 , 其 中 
az < v « us. 置 f(z) = o5, 0<z<w 由 引 理 6.2.2 知 存在 ce (0,wi) 使 对 
每 一 x € [0,01), FRE y 2 x f£ o, « c. PU ce m «wi >r, c € layl 从 而 
st(c, Y) D [c, 1). 证 完 . 

我 们 接着 证 明 空间 [0,wi) 是 ortho BW. HY 是 [0,wi) 的 开 覆 盖 (Ua 的 假 
定 同 前 )， 由 引 理 6.2.3, 存在 c € (0,01) IE stla V) 2 [cu 由 于 [0, c] 是 紧 空间 
( 见 定义 3.1.1 后 的 说 明 ), 为 &% 中 有 限 个 开 集 履 盖 , 这 有 限 覆 盖 记 为 v’. E 


V —4/U(Us4n(cew):ceUs e v). 


容易 验证 Y^ EAR TR n HAE. Y. 证 完 . 
下 面 再 证 [0,w1) x [0, w] 不 是 ortho 紧 空 间 . 取 这 积 空 间 的 开 禾 盖 为 


U = {[0,a] x (a,wı] : a € [0,w1)} U {[0, w1) x [0,w1)}. 


WUR Y 是 多 WEF te, 用 引 理 6.2.3 于 子 空间 (0,22) x {wi} (Y. 作 
为 这 子 空间 的 覆盖 )， 则 存在 c € (0,01) 使 st((cwi),Y) D [e,wi) x {wi}. Mi 
MV € Y : (cw) € VM C [0, w1) x {ar}. 所 以 不 能 是 内 核 保 持 的 . 

到 此 证 明了 [0,wi) 是 ortho 紧 的 , 而 作为 它 在 完备 映射 下 的 道 像 [0, w1) x [0, w1] 
不 是 ortho 紧 的 . 完成 了 例 6.2.5 的 论断 . 此 外 , 例 6.2.5 也 说 明 ortho 紧 空 间 与 紧 
空间 的 积 可 以 不 是 ortho 紧 的 , 这 不 同 于 其 他 覆盖 性 质 ( 见 定理 6.4.1). 

这 里 附带 地 考察 空间 [0,wi) 的 一 些 拓扑 属性 , 因为 这 空间 在 构 作 反例 时 很 有 
用 处 . 空间 [0,wi) 不 仅 是 正规 (习题 3.11), 而 且 是 集 态 正规 空间 (习题 6.17), 满足 
很 强 的 分 离 公理 , 但 [0,wi) 不 是 仿 紧 空间 (利用 定理 3.5.10). 下 面 利 用 引 理 6.2.3 
做 简单 的 证 明 . 取 空 间 (0,01) 的 由 形 如 {x : x < a} (o € [0,01)) 的 开 集 组 成 的 覆盖 
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U. KUY 的 任何 开 加 细 覆 盖 Y/, 由 引 理 6.2.3 存在 c € (0,wi) 使 st(c, Y^) 5 [e,w1). 
这 st(c, 7^) 不 能 包含 在 任何 {x : x < a} AW, 所 以 [0,wi) 不 是 满 正 规 空间 (定义 
5.1.1). 由 Stone 定理 (定理 5.1.3) 知 [0,wi) 不 是 仿 紧 空间 . 更 由 前 面 的 定理 6.1.10 
和 定理 6.1.18 知 [0,wi) 不 是 次 仿 紧 、 弱 仿 紧 、9 加 细 、 弱 6 加 细 及 拟 仿 紧 空间 . 其 
实 后 面 将 看 到 [0,wi) 甚至 不 是 弱 69 加 细 空 间 (定理 6.6.1 的 注 记 ). 此 外 , [0,wi) E 
然 不 是 紧 空 间 但 是 局 部 紧 的 (习题 3.10), 也 容易 直接 证 明 [0,wi) 是 可 数 紧 的 (或 由 
习题 3.10 得 到 ). 

关于 覆盖 性 质 的 映射 , 在 前 面 (包括 第 5 章 ) 只 提 到 与 闭 映 射 相 关 的 映射 . 这 
里 统一 谈 谈 开 映 射 的 情况 . WX, Y 是 拓扑 空间 , 映射 f: X Y 称 为 开 紧 映射 
(open compact mapping?4), WR f 是 开 映 射 且 对 每 一 y eY, Ftu) BAW ( 紧 
映射 , 见 引 理 4.4.8 前 的 定义 ). 前 面 所 涉及 的 许多 覆盖 性 质 都 不 能 为 开 紧 映射 所 保 
持 , 更 不 要 说 是 开 映 射 了 . 和 覆盖 性 质 关 于 开 紧 映射 的 一 个 较 好 结果 是 仿 紧 空 间 的 开 
紧 映 像 是 弱 仿 紧 空 间 [19, 后 加 强 为 meso 紧 空 间 的 伪 开 、 紧 映像 是 弱 仿 紧 空 间 ( 习 
题 6.10)47), 同时 存在 弱 仿 紧 空 间 不 是 任 一 仿 紧 空间 的 开 紧 映像 2601, 如 更 加 强 为 
有 限 对 一 开 映 射 , 目前 只 知道 弱 仿 紧 (meta 紧 )、0 加 细 、ortho ŽK meta-Lindelóf 
空间 能 为 有 限 对 一 开 映 射 所 保持 ( 见 定理 6.2.12 和 定理 6.2.13). 

定理 6.2.12 984; X. 0 DNA. meta-Lindelof 空间 在 有 限 对 一 开 映 射 下 的 像 
分 别 是 弱 仿 紧 、0 MA. meta-Lindelof 空间 . 

证 明 “关于 弱 仿 暴 、meta-Lindelaf 空间 证 明 是 平凡 的 , 读者 可 以 自己 完成 . 关 
T 0 加 细 空 间 的 证 明 并 不 平凡 . 下 面 的 证 明 属 于 林 寿 . 

Xt x 是 0 加 细 空 间 , f: X — Y 是 有 限 对 一 开 映 射 . 设 VY 是 空间 Y RE 
m, WY={fV):VeVv} 是 X 的 开 和 覆盖 . 由 定理 6.1.4 的 (i), 存在 开 加 细 
覆盖 序列 {W, jen WMA Y, 使 对 每 一 z 6€ X, FE n eN KARRY c v, 
rcW eo, WW 包含 在 vw 的 某 些 元 内 . 取 Quen 中 任意 有 限 个 覆盖 的 交 . 
这 些 有 限 交 形成 的 族 仍 是 可 数 的 , 设 为 {Wi tren. 这 里 每 一 W! 具有 形式 : 


W, = Was NS No N Pans 
仍 是 X WI, 加 细 多 . 因 上 是 开 映 射 , 对 每 一 上 EN, 
G = {f(W'):W' eH} 


是 空间 Y HFE, 加 细 Y^. 所 以 (V) ew 是 空间 Y REAY. 对 每 一 ye Y, 
f 是 有 限 对 一 的 , 设 fly) = {fzt za Xm}. 对 每 一 zi (i = 1,2,…,m), 存在 
ni € N RART V! CU, W v; EW E Wn, WW EBRE UY KWEEK. 从 
而 对 任 一 z; (i= 1,2, -, m), W zi; € W' E W! = Wa, NO, NN Wan W W EL 
RE Ur, 的 某 些 元 内 . 所 以 对 每 一 ye Y, FE k € N KARRI CY, 这 里 
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VW={VEV:frVEUZ ZI, U y E f(W) E Gr, W AW) 包含 在 YW' 的 某 
些 元 内 . 由 定理 6.1.4 的 (iii), 4 Y 是 0 加 细 空 间 . 证 完 . 

注 记 “利用 更 为 深入 的 刻画 , Junnila 证 明了 有 限 对 一 的 伪 开 映射 分 别 保持 弱 
仿 紧 性 P191 和 o 加 细 性 P1. 

Gittingsl162] 提出 ortho 紧 性 能 为 怎样 的 开 上 映射 所 保持 ? Kofner 4l 给 出 例子 
说 明 meta 紧 空 间 (从 而 ortho 紧 空 间 ) 的 开 紧 映像 未 必 是 ortho 紧 空 间 . 至 于 有 限 
对 一 开 映射 , Scott 及 张建平 5 互相 独立 地 解决 了 这 问题 . 下 面 定理 的 证 明 采 
用 张建平 的 证 法 , 比较 简捷 . 

定理 6.2.13 B51, 435] Ortho 紧 空 间 在 有 限 对 一 开 映 射 下 的 像 是 ortho 紧 空 间 . 

证 明 设 X 是 ortho 紧 空间 , f :XX 一 Y 是 有 限 对 一 开 映 射 . 设 多 是 空间 Y 
H3JF2 s, 则 {f-1(V) : V e Y 是 空间 X 的 开 和 覆盖 . Al X 是 ortho AM, 存在 内 
FREIE Y = {Us}aea 加 细 {f-1(V) :Ve Y). A f EFKA, {F (Uo)}aea 
是 空间 Y 的 开 覆 盖 , 加 细 Y^. 以 下 证 明 {f(Ua)}oca 是 内 核 保持 的 . 

对 任意 A’ C A, 如 果 门 ,sf(U06) 关 8, 取 任意 ye Naca f(Ua), Mit FEHN 
Un # Ø (a € A’). f 是 有 限 对 一 的 , 设 fly) = {x1,29,---,a,}. BAL = 
{a:a € A’, ti € Ua}(i = 1,2,---,k). 不 失 一 般 性 , 可 作为 每 一 AL 不 空 . 易 知 
4 = UE, AL. 对 每 一 zi 人 =12 k) zi € Naca; Uo; 从 而 ys f(Plue ar Uo) C 
Naca: f(UVa), Mf i=1,2,---,k 成 立 . 所 以 


k k 
wef (| vo eT n «e)»- f Fe). 
i=1 ac A; i—l acA; ac A’ 
{Ua}ae4 是 内 核 保持 的 , Maca Ua 是 空间 X 的 开 集 . f BIB, AE, 
f(Qaeat Ue) 是 空间 Y 的 开 集 . 上 述 关 系 式 说 明 y 是 Naca f (Uo) 的 内 点 . H y 的 
任意 性 知 Dacar F(Ua) ERR. 所 以 {f(Ua): a e A} 是 内 核 保持 的 , te Y 是 ortho 
紧 空间 . 证 完 . 
问题 ”有限 对 一 开 映 射 能 否 保持 弱 9 加 细 性 、 弱 0 加 细 性 、50 加 细 性 、 弱 50 
加 细 性 、 弱 50 加 细 性 ? 
关于 有 限 对 一 开 映 射 的 逆 像 保持 问题 . 本 章 所 涉及 的 所 有 覆盖 性 质 都 不 能 为 有 
限 对 一 开 映 射 的 逆 像 保持 ( 见 文献 [162] 和 [248]). 
关于 可 数 覆 盖 性 质 的 映射 性 质 见 文献 162] 和 [248], 基本 上 类 似 于 相应 的 覆盖 
性 质 的 映射 性 质 . 


6.3 it fe 性 
本 章 所 涉及 的 覆盖 性 质 和 仿 紧 空间 一 样 (定理 3.5.7 和 命题 5.3.1) 都 具有 闭 遗 
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传 性 , 且 开 遗传 性 蕴含 遗传 性 . 

对 4CX'CX, 集 4 关于 子 空间 X" 的 内 核 记 为 Ptx'4. 

定理 63.1 Wt X 具有 图 6.1 和 图 6.2 中 的 某 一 覆盖 性 质 ( 仿 紧 性 要 加 T 分 
离 公理 , meso 紧 性 、 仿 Lindelöf 性 要 加 正规 性 ), 则 X 的 E, 子 空间 也 具有 相应 的 
性 质 ( 即 空 间 X 具有 F, 遗传 性 ). 

WEBB ” 先 证 弱 仿 紧 性 情况 . 其 余 涉及 点 有 限 、 点 可 数 情 况 的 覆盖 性 质 的 证 明 
类 似 . 然后 证 meso 紧 性 与 仿 Lindelof 性 情况 . 

Xt x 是 弱 仿 紧 空间 , X 是 X 的 F, TE. X 可 以 表示 为 X = Unen Fn, 每 
一 Fn 是 闭 集 . 设 4 是 空间 x 的 开 集 族 , 覆盖 X. 对 每 一 ne N, BY ={Ue 
U: UNF, £2}, WX WAH DY UX — F1 具有 点 有 限 开 加 细 有 覆盖 fa. 置 


WM ={GNX :GEG, GNF, Æ Ø}, 


*,-(anx' - (UR):Ge%, GAR 4e) (n>1). 
i<n 
容易 验证 , nen Gn 是 X" 的 点 有 限 开 履 盖 , 加 细 V. 
设 X 是 正规 meso 紧 空 间 (或 正规 仿 Lindelöf 空间 ). X Æ X 的 F, TE. 由 于 
正规 空间 的 E, 子 集 是 正规 的 (习题 2.11), 正规 子 空间 X" 可 表 为 X' = Unen Fo; Fa 
是 闭 集 且 


Fy C Inty: Fic Fa (n € N), 


这 里 ntx Fuga 表示 关于 子 空间 X 的 集 FQ 的 内 核 (习题 2.16)， 对 每 一 n € 
N, 用 上 述 方法 得 到 的 €, 是 紧 有 限 的 , 从 而 每 一 六 也 是 紧 有 限 的 . 由 于 Xx! = 
Unen Intx’ Fr, 而 Intx Fy C ntx Fangi (n € N), 子 空间 X" 的 紧 集 C 必 包 含 在 某 
htx F, A, 所 以 C 与 Wn (m > n) 中 任何 元 不 交 . Uncen Gn 是 X' 的 紧 有 限 开 
‘ita, 加 细 Z. 

在 仿 Lindelöf 情况 . 每 一 Y, 是 局 部 可 数 的 ,从 而 每 一 ; 也 是 局 部 可 数 的 . 
每 一 点 ZEX'zE 某 Itx Fy. mty F, 作为 点 x 的 开 邻 域 (关于 子 空间 X) 与 
Wm (m > n) 中 任何 元 不 交 . 故 存在 点 x 的 开 邻 域 与 UN On 中 至 多 可 数 个 元 相 
交 , Unen Yn 是 X' 的 局 部 可 数 开 覆 盖 , 加 细 多 . 证 完 . 

推论 6.3.1 ”定理 6.3.1 中 的 覆盖 性 质 附加 完备 性 后 都 具有 遗传 性 . 

定理 6.3.1 和 推论 6.3.1 中 除 meso 紧 空 间 、 弱 0 加 细 空 间 060 、 弱 50 加 细 空 
间 外 在 Burke!) 的 综述 报告 中 均 有 论述 . 

例 6.3.1 强 仿 紧 空 间 的 Fo 子 空间 未 必 是 强 仿 紧 的 . 广义 贝尔 零 维 空间 N (A) 
( 例 4.1.2), 当 A 是 不 可 数 集 时 , 是 强 仿 紧 的 (习题 6.3). N(A) 与 [0,1] 的 积 N(A) x 
[0,1] 也 是 强 仿 紧 的 (定理 6.4.1). 但 是 作为 强 仿 紧 空间 N(A) x [0,1] B. EF, TÆ 
N(A) x (0,1) 不 是 强 仿 紧 的 (习题 6.3). 
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类 似 于 仿 紧 空间 的 遗传 性 情况 (定理 5.3.2), 下 面 给 出 正则 次 仿 紧 空间 是 遗传 
次 仿 紧 的 必要 与 充分 条 件 . 

定理 6.3.2198 WX 是 正则 次 仿 紧 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 遗传 次 仿 紧 空间 ; 


(ii) X 的 每 一 开 集 G 是 一 族 闭 集 的 并 , HARRE G 中 是 o 局 部 有 限 的 ; 
(iii) X 的 每 一 开 集 G 是 一 族 FL 集 的 并 , 且 这 集 族 在 G 中 是 o 遗传 闭 包 保 


WERA (i) => (iii) 是 显然 的 . ME (i) > (ii) 5 (iii) (i). 

(i) > (i). Al X EM, 对 开 集 G 的 每 一 点 r, 存在 x KARER U(x) 使 U(x) C 
G. U = (U(x)] sea 是 遗传 次 仿 紧 空 间 的 开 子 空间 G HAER. 从 而 存在 由 G 中 
的 闭 集 组 成 的 在 G 中 o 局 部 有 限 的 闭 加 细 覆 盖 Y^ = Unen Yn, 每 一 TE G 中 局 
部 有 限 . 由 于 中 每 一 闭 于 G 的 集 V 包含 在 某 U(zx) 内 , 而 U(x) CU(x) c G, 所 
以 V 是 空间 X 中 的 闭 集 . 满足 (ii). 

(ui) > (i). RG 是 次 仿 紧 空间 X 的 任 一 开 集 . 只 要 证 明子 空间 G 是 次 仿 紧 
的 . 

由 (iii), G 可 以 表示 为 G = Ujen(Ua,c4, Xa) 这 里 每 一 Xu 是 X 中 的 Fo 
集 , 对 每 一 ie N， {Xos}asea; 在 G 中 是 遗传 闭 包 保持 的 . 设 Xo, = Ujen Fads 对 
每 一 je N,， fw,; EX PHAR. KRY 是 G 的 开 履 盖 . 置 


Uai j = {UN FP :U € U Y (j € N; Qi E Aj). 


Un, 覆盖 Fa, j Fag 是 次 仿 紧 空间 的 闭 集 ， 从 而 是 次 仿 紧 的 (定理 6.3.1). F 
在 Vag 的 在 Fa, P o WERE AMAA Ma = Uren ange H ke 
N, Vaje TE Faj PHERI. Al Ff,; 是 闭 集 , nge 也 在 X. PRR, 从 而 
在 G 中 闭 包 保持 . 


Varik = U{V :Ve Yo jk} E Farg C pom 


而 (Xo Jaca, 在 G 中 遗传 闭 包 保持 ,容易 证 明 Us ca, Yj 在 G 中 闭 包 保持 . 


所 以 
y= U (U Fajn) 
ij,kEN "ei;€A; 
是 G 的 o 闭 包 保持 闭 履 盖 , 加 细 多 . 故 子 空间 G 是 次 仿 紧 的 . 证 完 . 
对 于 遗传 覆盖 性 质 的 进一步 研究 , Junnila 等 224 于 1986 年 引入 了 散射 分 解 
(scattered partition) 的 概念 , 证 明了 一 个 拓扑 空间 是 遗传 弱 仿 紧 的 当 且 仅 当 它 的 每 
一 个 散射 分 解 有 一 个 点 有 限 的 开 扩张 . 其 后 , 朱 培 勇 °°) 证 明了 一 个 拓扑 空间 是 遗 
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传 9 加 细 空 间 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 散射 分 解 有 一 个 0 开 扩 张 序列 . 然而 , 对 于 仿 紧 
HE. meso 紧 性 不 具有 类 似 的 刻画 (50. 4251. 


6.4 可 积 性 


履 盖 性 质 的 可 积 性 都 是 很 差 的 (和 仿 紧 性 类 似 )， 要 使 两 个 具有 相同 履 盖 性 质 
的 空间 的 积 保持 这 一 覆盖 性 质 必 须 对 其 中 一 个 空间 附加 条 件 . 

仿 紧 空间 与 紧 空间 的 积 是 仿 紧 的 (定理 5.4.1). 这 定理 的 证 明 是 利用 完备 映射 
逆 保 持 仿 紧 性 . 定理 6.2.11 指出 图 6.1 ( 除 ortho 紧 性 外 )、 图 6.2 的 每 一 覆盖 性 质 
以 及 强 仿 紧 性 都 能 为 完备 映射 之 逆 所 保持 . 我 们 立 得 下 述 定 理 . 

定理 6.4.1 WZ X 具有 图 6.1 (ortho RUBS, 次 仿 紧 性 要 求 T» 分离 
TE). Al 6.2 某 一 覆盖 性 质 或 具有 强 仿 紧 性 , Y 是 紧 空 间 , 则 积 空间 X x Y RAH 

WEBB ”证 法 与 定理 5.4.1 相同 . 

再 考察 关于 仿 紧 空间 积 的 定理 5.4.2: “To 仿 紧 空间 与 正则 o 紧 空 间 的 积 是 仿 
紧 的 ”. 证 明 除 利用 仿 紧 空间 与 紧 空间 的 积 是 仿 紧 的 (定理 5.4.1) 外 , 还 用 Ts 仿 紧 
空间 的 Fo 遗传 性 (定理 5.3.1). 我 们 利用 与 之 相当 的 定理 6.4.1 及 定理 6.3.1 有 下 

定理 6.4.2 WT. 空间 X 具有 图 6.1 ( 除 ortho 紧 性 外 )、 图 6.2 的 某 一 覆盖 
性 质 (meso APE. Ti Lindelöf 性 要 加 正规 性 ), Y 是 正则 o 紧 空 间 , 则 积 空间 X xY 
具有 相应 的 覆盖 性 质 . 

WEBB ”证 法 与 定理 5.4.2 相同 . 

Ortho 紧 性 不 满足 定理 6.4.1. 例 6.2.5 曾 证 明 [0,wi) 是 ortho 紧 的 , 而 [0, ww1) 
与 紧 空间 [0,wi] 的 积 [0, 01) x [0,01] 不 是 ortho 紧 的 , 所 以 ortho 紧 性 不 满足 定理 
6.4.1, 当然 也 不 满足 定理 6.4.2. 强 仿 紧 性 能 满足 定理 6.4.1, 但 不 满足 定理 6.4.2, 见 
例 6.4.1. 

例 6.4.1 取 例 6.3.1 中 的 广义 贝尔 零 维 空间 NCA) ( 例 4.1.2), 当 A 是 不 可 数 
集 时 , 是 强 仿 紧 空间 (习题 6.3), 而 N(A) 5 o 紧 空 间 (0,1) 的 积 N(A) x (0,1) 不 
是 强 仿 紧 的 ( 见 例 6.3.1 和 习题 6.3). 


6.5 和 定 理 


容易 验证 , 本 章 所 涉及 的 履 盖 性 质 都 关于 拓扑 和 保持 . 下 面 就 图 6.1. 图 6.2 的 
覆盖 性 质 及 强 仿 紧 性 考察 它们 所 满足 的 和 定理 ， 先 直接 证 明 弱 仿 紧 性 满足 局 部 有 
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限 闭 和 定理 作为 范例 , 然后 利用 映射 通过 一 般 性 定理 (5.5 节 ) 间接 得 出 结果 , 以 资 
比较 . 

定理 6.5.1099. 设 F = {fa}aea 是 空间 X HERA RAE m, 每 一 闭 集 
Fa (a € 4) 是 X 的 弱 仿 紧 子 空 间 , W x 是 弱 仿 紧 空 间 . 

证 明 ”把 多 的 指标 集 A 良 序 化 , 记 多 = { :0< a <7} (这 里 o, n 是 序 
数 ). 设 Y —(V;:o e B) 是 空间 x 的 开 和 覆盖 . 由 于 多 的 局 部 有 限 性 , 可 以 设 Y 
的 每 一 元 仅 与 有 限 个 Fa 相交 . 下面 用 超 限 归 纳 法 构造 Y^ RA RT JR AR PR i. 

对 每 一 序数 a (0 < a <n), 构造 如 下 覆盖 Yu. 首先 构造 Yo. 取 中 每 一 元 
V. 与 闭 集 Fo 的 交 , 得 关于 Fo WARAH (Vo Fo:o € B). 因而 是 弱 仿 紧 的 , 存 
在 点 有 限 的 (关于 Fo Hy) FPA {U :oe B) f£ Us C Von Fo (c € B). E 


V? = V; N (X — (Fo — Uo)), H% = {V} :e € B}. 


不 难 验证 Yo 具有 下 列 性 质 : 
(i) % Æ X BFE M; 
(ii) V? C Vs, o € B; 
(iii) 如 z € Fo, 则 ord(x,%) < w; 
(iv) W £ € V, — Fo, WJ x € V2. 
设 a 是 某 固 定 序数 (1 < a « 9). 设 对 8 < o 已 构造 Ya = (VP :o € B) 满足 : 
(D % Æ X WFP H; 
(II) 对 每 一 go€ B, Wy « 8, MVE c V3; 
(III) 如 ze U,eg Fy, W ord(z, %) < w; 
(IV) 4 z € (], 5 V — Fo, Wl] x € V8. 
现 构 造 集 族 Y, = (Ve : o € B) 使 满足 (D~(IV). 对 每 一 ce B, E 


w$ = N VE R Wa ={W2: 0 € B}. 
B<a 

下 证 WV 是 X Wm. 对 每 一 zeX, 置 6 =max{y<a:rceF,} (AF 
局 部 有 限 ， 从 而 点 有 限 . 如 对 每 一 y < a, x 4 FQ 则 置 6 = 0). E O, % 是 开 
Win, ze 某 VE. 由 (ID, ze Nys? x ¢ Fes, 由 (IV), x € VHI, 从 而 
x € Vf (8B). 所 以 zx e We, FEW 是 x 的 覆盖 . 下 证 We Jr. E 
B = max(y < a: V, N F z e) (AV 中 每 一 元 仅 与 有 限 个 Fa FA. 如 对 每 一 
y<a, V,n F, — e, WE 5 —0). ER, VOIR = e, U v9 = V1. 依 此 类 推 ， 
可 知 V2, VJ, VE, 中 只 有 有 限 个 是 不 同 的 . HWE = Naca VP 是 开 集 . 到 此 
证 明了 % EFEM. 由 WW 构造 vu 的 过 程 完全 与 由 构造 % 的 过 程 相 同 . 这 
样 得 到 的 A 不 难 验 证 满足 (D~(IV). 到 此 完成 了 超 限 归 纳 法 . 
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最 后 , 置 
Ws = (| Ve RW ={W,:0€ B}. 


a<n 
关于 W 是 开 履 盖 的 证 明 与 证 YW 情况 相同 . 显然 , W Nv, 且 由 (II), W 是 点 
有 限 的 , 所 以 X 是 弱 仿 紧 空 间 . 证 完 . 
上 述 定理 可 简 述 为 “ 弱 仿 紧 性 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 >. 下 面 通过 映射 和 一 般 
性 定理 所 得 的 一 系列 结果 也 用 此 简 述 形式 . 
定理 6.5.25) 弱 仿 紧 性 、 次 仿 紧 性 及 9 加 细 性 都 满足 遗传 闭 包 保持 闭 和 


定理 


证 明 “” 因 弱 仿 紧 性 、 次 仿 紧 性 及 9 加 细 性 都 关于 连续 的 闭 映射 保持 (定理 
6.2.1、 定 理 6.2.2 及 定理 6.2.3), 由 一 般 性 定理 5.5.5 得 证 . 证 完 . 

比较 定理 6.5.1 与 定理 6.5.2 的 弱 仿 紧 性 情况 , 显然 后 者 强 于 前 者 且 证 明 简 捷 . 
这 依赖 于 Worrell 的 精致 的 映射 定理 . 同样 , 次 仿 紧 性 及 9 加 细 性 情况 分 别 依赖 于 
Burke 及 Junnila 的 精致 结果 . 以 下 定理 的 情况 相同 . 

定理 6.5.3 Meso 紧 性 、 弱 9 加 细 性 都 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 . 

证 明 meso 紧 性 、 弱 0 加 细 性 都 关于 完备 映射 保持 (定理 6.2.5 和 定理 
6.2.7), 由 一 般 性 定理 5.5.3 得 证 . 证 完 . 

定理 6.5.4790] T4, meso 紧 性 满足 遗传 闭 包 保 持 闭 和 定理 . 

证 了 明 Tı, meso 紧 性 关于 连续 的 闭 、 紧 覆盖 映射 保持 (定理 6.2.4), 由 一 般 
性 定理 5.5.9 (这 定理 要 求 Ti 分 离 公 理 ) 得 证 . 证 完 . 

定理 6.5.5139 ij Lindelöf 性 满足 点 可 数 遗 传 闭 包 保持 闭 和 定理 . 

WEBB BÙ Lindelöf 性 关于 连续 的 闭 Lindelöf 映射 保持 (定理 6.2.8), 由 一 般 
性 定理 5.5.7 得 证 . 证 完 . 

定理 6.5.2~ 定理 6.5.5 都 是 借助 于 映射 与 一 般 性 定理 得 到 的 . 这 方法 起 一 定 
作用 .但 如 ortho 紧 性 能 否 关 于 有 限 对 一 的 连续 闭 映 射 保持 , 目前 尚未 解决 ( 见 
定理 6.2.7 后 的 问题 ), 无 法 引用 上 述 一 般 性 定理 , 下面 关于 ortho 紧 性 的 和 定理 是 
Scott[849] 直接 证 明 的 . 证 明 的 高 度 技 巧 性 远 远 超过 定理 6.5.1 的 证 明 , 这 里 不 予 转 
载 , 读者 可 读 所 引 Scott 的 论文 . 

定理 6.5.64] Ortho 紧 性 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 . 

至 于 强 仿 紧 性 , 两 个 强 仿 紧 闭 子 空间 的 并 可 以 不 是 强 仿 紧 的 ( 例 6.2.3), 不 满足 
上 述 任何 闭 和 定理 . 

6.1、 图 6.2 的 覆盖 性 质 中 , 目前 尚未 能 解决 其 能 否 满足 何 种 闭 和 定理 的 有 : 
55 0 加 细 性 、meta-Lindel5f TE. 60 加 细 性 、 弱 50 加 细 性 及 弱 60 加 细 性 . 
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6.6 Iso 紧 性 与 不 可 约 性 


在 本 节 中 介绍 与 前 面 履 盖 性 质 有 关 的 两 种 性 质 : iso 紧 性 和 不 可 约 性 . 

定义 6.6.1909 拓扑 空间 X 称 为 iso 紧 空间 (iso-compact space), 如 果 此 空间 
的 每 一 可 数 紧 的 闭 子 集 是 紧 的 . 

在 6.1 节 中 图 6.1. 图 6.2 和 图 6.3 的 覆盖 性 质 (R ortho 紧 性 外 ) 及 强 仿 紧 性 
都 是 iso 紧 的 . 关于 这 些 覆 盖 性 质 的 iso 紧 性 的 证 明 : 仿 紧 性 属于 Dieudonné, 
次 仿 紧 性 属于 Burkel60, 911. 弱 仿 紧 性 属于 Arens 和 Dugundji!?!, meta-Lindelóf 性 
属于 Aquarol!U, 6 加 细 性 属于 Worrell 和 Wickel*!9, 66 加 细 性 属于 Aull, 弱 0 
加 细 性 、 弱 60 加 细 性 属于 Wicke 和 Worrell, 拟 仿 紧 性 属于 刘 应 明 255), 由 于 
6.1. K 6.2 和 图 6.3 中 给 出 的 蕴含 关系 , 下 面 只 要 证 明 弱 00 加 细 性 的 iso ETE. 

引 理 6.6.1 ” 设 拓 扑 空 间 x 的 开 集 族 DY BESTA S, 则 存在 集 MCS 
EU 中 没有 一 个 集 包 含 M 的 两 个 点 , AS CUUEY:UNM ZB}. 

WEB] ERS 良 序 化 . 下 面 构造 超 限 序 列 {z。}。<; 满足 每 一 


£y ES —st({ta:a<y},%). 
先 取 S 的 首 元 素 作为 (x4) 的 首 项 ro. RM a c y, za CRE. E 
E, = S—st({tq:a<y},%). 


di E, = e, 则 完成 归纳 ; 否则 , 取 E, 的 首 元 素 作 为 zy， 得 所 要 求 的 超 限 序列 
{tatacn, É M = (zo :o < n), W M 满足 引 理 的 要 求 . 证 完 . 

定理 6.6.14 95 60 加 细 空 间 是 iso AN. 

证 明 ”由 于 弱 50 加 细 空 间 是 闭 遗 传 的 , 由 定义 6.6.1 只 要 证 明 弱 50 加 细 的 可 
数 紧 空间 是 紧 空间 . 

设 X 是 弱 00 加 细 的 可 数 紧 空间 , à x WB, 存在 开 加 细 覆 盖 = 
Unen a 满足 对 每 一 zeX, FE n © N 使 0< ord(a,%) Sw. E 


C, = {x E€ X :0« ord(z, 5) € w}. 


显然 , X = Unen Cn. 用 FIY) 表示 X 的 所 有 能 为 Y 的 可 数 子 族 覆 盖 的 闭 子 集 所 
成 集 族 . 要 证 明 X < F(Z). 从 而 由 X 的 可 数 紧 性 得 证 . 

用 反 证 法 . W x g F(X), WYRE Cm d F(X). Wt no 是 最 小 正 整数 m 使 
Cm € F(U). BMH HY 的 可 数 子 族 且 覆盖 所 有 的 Cm (m < no), & Eo = X- 97. 
如 果 C, £ F(Y), 则 取 Eo = X. 这 里 Bo 是 X BIBIT E, Eon C, =Ø (m < no). 
WkeN WIA 0xj«k, 都 有 
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(i) E; Æ X 的 闭 子 集 ; 

(ii) nj 是 最 小 正 整 数 m 使 E; C, d F(Y); 

(iii) Ej,1 C Ej (如 Ejyp 有 定义 ); 

(iv) Ej;N Cm = Ø (m < nj). 
置 B= Ep- Vk, W B 是 闭 集 下 证 B ¢ F(Y). WERA, 存在 UY 的 可 数 
子 族 44 覆盖 B， 由 假设 ez (Er O Cn) Yë C ,根据 引 理 6.6.1, 存在 
M C (Ex NCn,) — Yr, fE& (Ex N Crp) -YU CULV E€ Mm, : VAM Z Ø} BH Y, 


中 没有 一 个 元 包含 M 中 的 两 个 点 . X MC Bi 一 Ur CV B. Er- US 是 可 数 紧 
的 子 集 , 所 以 M 无 w BER, 于 是 M 是 有 限 集 . XH EN Cnr, € FY), FE. 所 


U B é F(X), 从 而 必 有 某 些 Cr, 使 BNC €F(Y). Bore 是 最 小 的 正 整 数 m 
使 BNC% E F(U). X Ya Æ UY 的 可 数 子 族 , 覆盖 所 有 BNC% (M< np) E 
Epy = B 一 Wii, 则 (~(iv) X j= k+ RA. 

由 归纳 法 , 存在 序列 (Ej) jew; {njen WE (i)~(iv). 由 (iv), Njen E; = 2. 这 
与 X 的 可 数 紧 性 矛盾 故 知 X € F(X). 定理 得 证 ,证 完 

注 记 ”Ortho 紧 空 间 不 必 是 iso 紧 的 . 在 引 理 6.2.3 后 对 空间 (0,01) 的 讨论 中 
指出 [0,w1) 是 ortho 紧 的 , 而 [0, wi) 是 可 数 紧 的 但 不 是 紧 的 . 由 定义 6.6.1 知 ortho 
紧 空 间 不 必 是 iso 紧 的 . 另外 , 由 定理 6.6.1 ^H [0,wi) 不 是 弱 00 加 细 的 . 事实 上 ， 
[0, 01) 不 具有 下 述 许 多 弱 于 弱 60 加 细 而 是 iso 紧 的 性 质 . 

下 列 学 者 们 所 引入 的 都 是 更 弱 的 iso 紧 空间 : Worrell 和 Wicket"! 引入 弱 
[w1, oo)” 加 细 空 间 (weakly [wi, co)”-refinable space) 作为 弱 60 空间 的 自然 推广 ; 
MAAR, Davis!?? 引入 具有 OL MER (9L-property) 的 空间 , Arhangelskii??! 
引入 pure 空间 (pure space) 都 作为 弱 50 空间 的 推广 . Sakai?^" 引入 neat 空间 
(neat space) 作为 上 述 三 类 空间 的 共同 推广 . 

由 于 iso 紧 性 的 引入 , 人 们 关注 怎样 的 伪 紧 空间 是 紧 空间 . 存在 伪 紧 、meta 紧 
的 Lindelöf 空间 而 不 是 紧 空 间 ( 见 文献 [372] 中 例 60). Scott 和 Watsonl407 各 
自 独 立地 证 明了 完全 正则 的 伪 紧 、 弱 仿 紧 空 间 是 紧 空 间 . Burke 和 Davis"?! 证 明了 
完全 正则 的 伪 紧 、 仿 Lindelöf 空间 是 紧 空间 . 然而 , Watsons 构造 了 非 紧 的 完全 
正则 、 fA. meta-Lindelóf 空间 . 

下 面倒 述 iso 紧 空 间 的 性 质 . 

由 定义 6.6.1 容易 验证 iso 紧 空 间 是 闭 遗 传 的 .下 证 iso 紧 空 间 也 是 F 遗传 


ff. 


定理 6.6.2099! Iso 紧 空 间 的 F, 子 空间 是 iso 紧 的 . 

证 明 EB & iso 紧 空 间 X WF, FR. W E= Unen Pn, 每 一 闭 集 Fn (nE 
N) 是 iso AW. dx M 是 子 空间 E 的 可 数 紧 的 闭 子 集 . 设 w 是 空间 X 的 开 集 族 
Jiu: M. 对 每 一 ne N, MOF, 是 E, 的 可 数 紧 的 闭 子 集 , 从 而 是 紧 的 , AY 的 有 
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限 子 族 履 盖 . 所 以 M 为 wy 的 可 数 子 族 覆 盖 . 因 M 是 可 数 紧 的 , 故 为 多 WART 
em, M 是 紧 的 . 所 以 E 是 iso 紧 的 . 证 完 . 

映射 f:X— Y FRA k 映射 (quasi-k-mapping), 如 果 对 空间 Y 中 的 每 一 
可 数 紧 的 子 集 K, fK) 是 空间 X 中 的 可 数 紧 的 子 集 . 

回忆 定义 5.5.1 中 的 映射 及 定义 5.2.1 中 的 拟 完备 映射 . 

定理 6.6.3 设 f:X 一 Y 是 iso ATA X 到 空间 Y 上 连续 的 拟 k 映射 , 则 
Y 是 iso 紧 空 间 . 

证 明 设 天 是 空间 Y 的 可 数 紧 的 闭 子 集 , 则 K) 是 空间 X 的 可 数 紧 的 
闭 子 集 , 从 而 是 紧 的 , 所 以 K 是 Y 中 紧 集 . 证 完 . 

由 于 拟 完备 映射 f:xoY EY 中 的 可 数 紧 集 的 首 像 为 XX 中 的 可 数 紧 集 , BI 
拟 完备 映射 — 拟 映射 (见习 题 3.31), 故 有 下 述 推论 . 

推论 6.6.1099 拟 完备 映射 保持 iso 紧 性 . 

定理 6.6.4B9 设 f:X 一 Y 是 空间 XX Bl iso ZZW Y 上 的 完备 映射 , 则 六 
是 iso XC. 

证 明 设 M 是 空间 X 的 可 数 紧 闭 子 集 , W f(M) 是 空间 Y 的 可 数 紧 闭 子 
R, 从 而 是 紧 的 . 由 于 完备 映射 是 k 映射 (习题 3.30), f-1(f(M)) BAW. M 是 
[n 的 闭 子 集 , M 是 紧 的 . 证 完 . 

定理 6.6.5093 Wf: xX oY 是 空间 六 Bi iso AT, 空间 Y 上 的 连续 闭 映 
射 , 且 对 每 一 y € Y, f-!(y) 是 iso AN, Wl) X 是 iso 紧 空间 . 

WEBB x M 是 空间 X 的 可 数 紧 闭 子 集 , 则 f(M) 是 空间 Y 的 可 数 紧 闭 子 集 ， 
从 而 f(M) 是 紧 集 . 考察 f 在 M 上 的 限制 flu: M 一 f(M), flac 是 闭 映射 . 对 每 
— y € f(M), fld (y) 是 M 的 闭 子 集 , 从 而 是 可 数 紧 的 . 此 外 , fia (y) 也 是 fy) 
的 闭 子 集 , 从 而 是 iso 紧 的 . 所 以 flan (y) 是 紧 的 , flar 是 完备 映射 . 因 f(M) EXE 
的 , M. 是 紧 的 (习题 3.30). 所 以 X 是 iso 紧 空 间 . 证 完 . 

上 述 结 果 很 有 趣 ， 因 为 对 一 般 的 覆盖 性 质 (如 仿 紧 性 ), 类似 的 结果 不 能 成 立 
(见习 题 5.14 和 习题 5.15). 

定理 6.6.6 99 Iso 紧 空间 与 紧 空 间 的 积 是 iso 紧 的 . 

证 明 ”由 定理 6.6.4 和 定理 3.3.1 得 证 . 证 完 . 

定理 6.6.7[39 可 数 个 iso 紧 闭 子 集 的 并 是 iso 紧 的 . 

WEBB ”证 明 包 含 在 定理 6.6.2 的 证 明 中 . 证 完 . 

定理 6.6.8 W {Fo}aea 是 T, 空间 X 的 遗传 闭 包 保 持 闭 覆盖 , 每 一 闭 集 
Fa (a € A) Æ iso BAY, Wl]. X 是 iso AM. 

证 明 设 M 是 Ti 空间 X 的 可 数 紧 闭 子 集 . 由 引 理 5.5.1, M 为 有 限 个 Fa 
覆盖 . 设 M CU, Foar 由 定理 6.6.7, Ul, Fo, Æ iso BN. 从 而 M 是 紧 的 , X 是 
iso 紧 的 . 证 完 . 
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下 面 利 用 iso 紧 性 叙述 两 个 连续 映射 间 的 转换 定理 (定理 6.6.9 和 定理 6.6.10). 

引 理 6.6.2 ”正规 iso 紧 空 间 到 可 数 紧 空间 上 的 连续 闭 映射 是 边缘 紧 映 射 . 

证 明 ”由 iso 紧 性 的 定义 6.6.1, 只 要 证 明 对 每 一 ye Y, f-1(y) 的 边缘 0f (y) 
( 闭 集 ) 是 可 数 紧 的 . 证 明 仿照 “正规 伪 紧 空间 是 可 数 紧 的 ”( 定 理 3.5.6) 的 证 法 , 把 
引 理 4.4.7 的 结果 (参见 引 理 4.4.7 的 注 记 ) 代替 那里 的 伪 紧 性 . 证 完 . 

定理 6.6.9140 正规 iso 紧 空 间 X 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映 射 是 紧 履 盖 映 射 . 

证 明 ” 设 K 是 空间 Y WAR. AX 是 正规 的 , f 是 连续 的 闭 映 射 , 所 以 Y 
是 T WW. ZÆ K BET Y. Am fK) AF X. f 在 闭 集 f-1(K) 上 的 限制 
g= fla 仍 是 闭 的 . 由 于 正规 性 、iso 紧 性 都 是 闭 遗 传 的 , 所 以 9 是 正规 的 iso 
紧 空 间 到 紧 空 间 K 上 的 连续 闭 映射 . 由 引 理 6.6.2, 9 是 边缘 紧 的 . 由 引 理 4.4.8, 存 
在 闭 集 Cc fK) 使 g 在 C 上 的 限制 h= glo 是 C 到 紧 集 KK 上 的 完备 映射 . 所 
以 C 是 紧 集 (定理 3.3.3). 由 于 C C IHK) c X, 所 以 f(C) =9(C) =h(C) = K. 
证 完 . 

注 记 ”作为 定理 6.6.9 的 应 用 , 可 以 用 来 证 明 前 面 的 定理 6.2.6 (连续 的 闭 映 射 
保持 正规 meso 紧 性 ). 由 于 连续 的 闭 、 紧 覆盖 映射 保持 meso ESTE (定理 6.2.4), 而 
meso 紧 性 是 iso 紧 的 (定理 6.6.1), 故 定理 6.2.6 得 证 . 

推论 6.6.2059] Ts 仿 紧 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映 射 是 紧 覆 盖 映 射 . 

引 理 6.6.3 1^9 设 了 是 正规 空间 XX 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映 射 , {yn} Æ Y — 
{yo} 中 收敛 于 yo 的 点 列 , 则 f- (yo) n Use Fon) 是 可 数 紧 的 . 

证 明 K = f(y) Wen fn). 首先 , 由 于 了 是 闭 映射 


a f-1(yn) ) D {yn : n E N} = (yoyitas secs) 
mEN 
所 以 闭 集 K A o. 
用 反 证 法 . 如 果 闭 集 K 不 是 可 数 紧 的 , 则 存在 点 列 (zb CK FE K 中 无 聚 点 . 
从 而 集 (x, : n e N} 的 任何 子 集 是 闭 的 , 所 以 {fon Vnen 是 离散 闭 集 族 .由 习题 
2.29 和 习题 2.30, 存在 离散 开 集 族 {Gi,}wen 使 zw € Gn (n € N). 由 于 


tn € K Cf (yo) Rf (yo) N ( U £7) = ©, 


ncN 


而 对 每 一 n € N, Ur, f (yi) EAR, 从 而 可 取 G 使 满足 (必要 时 , 可 以 Gy 一 
gun f(yi) 代 Gn) 


GaN ( U F) -g (6.6.1). 
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对 每 一 me N, 由 于 om € Unen f= Yn), 故 Gm N (Unen f-1(yn)) 关 2. 取 
zm € Gm N ( U fun); 


ncN 


确定 i(m) CN, 使 zm € fI (yim). 由 (6.6.1), 有 i(m) > m (m EN). 从 而 可 以 选 
HUN 中 两 个 严格 递增 的 序列 {nj} 和 {iln} 使 zn, € Gn, AF (i) G EN). 由 
F zn, E€ Gn; (J E N), 所 以 {{en, } :3 E N) 是 离散 闭 集 族 , 从 而 可 数 集 {zw : j EN} 
是 闭 的 . 因为 是 闭 映射 ， 所 以 作为 它 的 像 , 也 就 是 集 fyw : 7 € N} 是 闭 的 . 但 
是 (sien 是 Gra uen 的 子 序列 应 以 yo HRA. 这 一 矛盾 证 明 天 是 可 数 紧 集 
证 完 . 

回忆 第 2 章 介绍 的 Fréchet 空间 、 序 列 型 空间 的 概念 (定理 2.3.1 的 注 记 ). 拓 
扑 空 间 X 称 为 Fréchet 空间 , 如 果 对 每 一 A c X, 每 一 x € A, 存在 A 中 的 序列 
fan} WF a; 称 为 序列 型 空间 , WRI A C X, BA 是 X 的 开 集 当 且 仅 当 收敛 
于 4 中 某 一 点 的 序列 都 终 留 于 A. 显然 , 第 一 可 数 空间 => Fréchet 空间 = 序列 型 
空间 . 

设 X,Y 都 是 拓扑 空间 . 映射 f: X Y 称 为 不 可 约 的 (irreduciblel?40), 如 果 
不 存在 X 的 闭 的 真子 集 所 使 f(F)=Y. 

定理 6.6.1049. yz f 是 正规 iso 紧 空 间 到 序列 型 空间 Y 上 的 连续 闭 映 射 ， 
则 存在 闭 集 X COX fü f Æ X BY 上 的 不 可 约 映 射 . 

WEBB ”对 空间 YY 的 每 一 孤立 点 y, FER x, € f). 置 


Xo = {zy : y Æ Y 的 孤立 点 }U (ULF (y): y DÆ Y 的 孤立 点 }). (6.6.2) 


对 每 一 x é Xo, cER Sy), y Æ Y 中 的 孤立 点 . 从 而 f^ (y) 是 开 集 , 而 {xy} 
是 闭 集 , 故 点 x 的 开 邻 域 f71(y) — (xy) 与 Xo PE, Xo HMR. 于 是 g = flx 是 
Xo 到 Y 上 的 连续 闭 映射 如果 9 是 不 可 约 的 , 则 已 得 证 . 如 若 不 然 , 则 必 存 在 子 
空间 Xo 的 不 空 开 集 Uo 使 g(Xo — Uo) =Y. 下 面 利用 Zorn 引 理 完成 证 明 . 

X UV = {Ua : Ua 是 Xo 的 不 空 开 集 , g(Xo — Ua) = Y). 规定 V 中 元 
BNF “<: Ua < Uy KHENA US 是 Uw 的 真子 集 ， 任 取 链 V CY, R 
U'={Ua: a < P}, B 是 一 序数 ,下 证 链 V ALF. 

(i) 当 8 不 是 极限 序数 时 , 如 gx, cu, 不 是 不 可 约 的 , 则 存在 Xo 的 不 空 开 集 
U C Xo —Up-1 18 g((Xo — Ug-1) -U) =Y. & Ug = Ug-1UU, ER Ug < Ug H. 
g(Xo — Ug) ^ Y. 所 以 Ug 是 链 27" 的 上 界 . 

(i) 当 8 是 极限 序数 时 , 令 Us = UacgUa 下 证 g(Xo — Ug) = Y. RAR, 
存在 yo € Y — g(Xo — Ug) fi g-! (yo) C Ug, 1H g^!(yo) Z Ua (a < 8). FH (6.6.2) 
A g 的 定义 , 知 yo 不 是 空间 Y 的 孤立 点 (如 yo 是 孤立 点 , 则 giyo) = {£y}. 
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Tyo € Us = ace Ua > zy, € J& Uo, X g(Xo — Ua) = Y AIS). 从 而 {yo} 不 是 
Y 的 开 集 , 因 Y 是 序列 型 空间 , 存在 Y 中 收敛 于 点 yo 的 一 序列 不 终 留 于 集 {yo}, 
于 是 存在 点 列 {yn} C Y — {yo} 使 {yn} 收敛 于 yo. E 


H= |] (v), K =g") NF. 
nEN 

由 于 正规 性 iso 紧 性 都 是 闭 遗 传 的 , 由 引 理 6.6.3, K 是 可 数 紧 的 , 由 Xo 的 iso B 
PES K 是 紧 集 . d K C g (yo) C Us, 因 K 是 紧 集 , 存在 w< pIE KCU. F 
证 H -Ua 是 闭 集 . ALY 是 Ta 的 , RÆ {yn}nen U {yo} HAR, 从 而 g^! (yo) U H 
是 闭 集 . 由 于 glyo) NH = 2, HMA K —g (yo) (H — H). Bl g (yo) UH f 
AN, H C gy) UH, H—H C g-!(yo). FRU K — H — H, Aii H-H C Ua. 
H —U, = (HU (H — H)) -Ua = H — Ua. MU H -Uas 是 闭 集 . 因 9 是 闭 映 射 , 闭 
Æ g(H — Ua) C (ya : n € N}. 按 {yn} KAF yo, AAR g(H — Ua) 只 能 是 有 限 集 . 
从 而 存在 m € N, fi n > m 时 , glyn) C Us. 这 与 g(Xo 一 Us) =Y 矛盾 . 这 一 了 予 
盾 证 明了 g(Xo — Ug) — Y. 所 以 Ug 是 这 链 2Y' 的 上 界 . 
由 Zorn 引 理 , Zr 中 有 极 大 元 U. 从 而 glx,-u 是 不 可 约 的 . BX’ = Xo 一 U. 
flx 是 X' 到 Y 上 的 不 可 约 映 射 . 证 完 . 

高 国士 M 所 述 的 定理 条 件 是 Fréchet 空间 而 不 是 序列 型 空间 , 我 们 将 条 件 减 
弱 后 套用 原来 的 证 明 未 遇 到 任何 困难 . 1998 年 , G. Gruenhagel169 构造 例子 说 明 : 存 
在 正则 Lindelöf 空间 X 满足 , 对 任何 连续 闭 映 射 f: X — Y, 不 存在 闭 集 X’ CX 
使 月 x 是 X' $80 Y 上 的 不 可 约 映 射 从 而 定理 6.6.10 中 空间 Y 是 序列 型 空间 的 
假设 不 可 省 略 . 

推论 6.6.3P40 yx f E To DAZE X 到 Fréchet 空间 Y 上 的 连续 闭 映 射 ， 
则 存在 闭 子 集 x'c XX 使 flx' 是 X 到 了 上 的 不 可 约 映射 . 

下 面倒 述 本 节 的 第 二 个 内 容 一 一 不 可 约 空间 . 

定义 6.6.2 ”拓扑 空间 X KREM 称 为 最 小 的 (minimal), 如 果 不 存在 V 
的 真子 族 覆 盖 X. 空间 X 称 为 不 可 约 (irreducible), 如 果 X 的 每 一 开 和 覆盖 具有 
最 小 的 开 加 细 和 覆盖 . 

Arens 和 Dugundjinal 在 证 明 弱 仿 紧 空间 是 iso 紧 时 得 到 弱 仿 紧 空 间 是 不 可 约 


的 . 

定理 6.6.1103]. 任 一 空间 的 每 一 点 有 限 开 覆 盖 具 有 最 小 子 覆 盖 . 

WEB] — Xt 7 = {Unhoca 是 空间 X WAAR Am. 考察 在 V 中 去 掉 某 些 
U。 后 形成 的 47. 的 子 履 盖 全 体 , WE 9. 5 中 的 元 可 以 看 作 由 指标 集 A 到 d Ute) 
上 的 映射 满足: 

(i) f(a) = Ua, È f(a) = 2; 
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(ii) Uaca F(a) = X. 

对 每 一 fe 6. E Aj = {a:ae A, f(a) 2 e). ER 0 LEN “<: f < f! 4 
HAUS Ap c Ap. © 形成 偏 序 集 . FER © 的 全 序 子 集 Do, 下 证 99 AER. 

H fola) =O peo f(a) (a € A). 考察 由 此 形成 的 映射 fo. 下 证 fo € So. fo 显 
然 满足 (1). 对 每 一 x € X, x 属于 有 限 个 Us. As, ={a:a€A, fo(a) =o}. 这 
有 限 个 足 标 a 中 如 有 一 个 a d An M fo 显然 满足 (ii), 从 而 o ALR. 如 这 有 
限 个 a 都 属于 Ag, 下 证 这 是 不 可 能 的 . 这 时 必 有 一 f € Oy 使 这 有 限 个 a 包含 在 
Ay A, 从 而 f 不 满足 (ii), 5 f € Go 矛盾 . 

由 Zorn 引 理 , 6 中 有 极 大 元 f*. {Ua}aca-A 形成 2 = (Us]aca 的 最 小 子 

推论 6.6.45) 弱 仿 紧 空 间 是 不 可 约 的 . 

证 明 ”由 定义 6.6.2 及 定理 6.6.11 得 证 . 证 完 . 

1965 年 ，Worrell 和 Wickel416] 宣告 9 加 细 空 间 是 不 可 约 的 , 但 未 给 出 证 明 . 
1972 年 ，Christianl92; 931 证 明了 次 仿 紧 空间 是 不 可 约 的 .1975 年 , Boonels1 给 出 
了 9 加 细 空 间 是 不 可 约 的 证 明 , 并 提出 弱 9 加 细 空 间 是 否 不 可 约 ? 1977 Æ, van 
Douwen 和 Wickel0 构造 了 一 个 正则 、 弱 0 加 细 而 非 不 可 约 的 空间 , 否定 地 回答 
了 上 述 问 题 . 弱 6 加 细 空 间 是 否 不 可 约 引 起 学 者 们 的 兴趣 .1976 Æ, Boone?! 和 
Smithl367] 分 别 用 不 同方 法 证 明了 弱 6 加 细 空 间 是 不 可 约 的 . 他 们 的 证 明 技 巧 性 很 
强 , 都 很 元 繁 . 1984 年 , MashburnP"7 证 明了 T, 的 60 加 细 空 间 及 Ti MUSS 55 加 细 
空间 都 是 不 可 约 的 . 他 的 证 明 技巧 性 更 强 , 因为 前 面 关 于 点 有 限 的 一 些 方法 不 适 于 
点 可 数 的 情况 . 证 明 很 元 繁 , 不 予 引 载 , 读者 可 阅 所 引文 献 . 此 外 , 1991 年 朱俊 (0491 
证 明了 Ti 的 拟 仿 紧 空 间 也 是 不 可 约 空间 . 上 述 关 于 Ti 的 假设 不 能 去 掉 , 容易 构 
造 不 是 Ti 的 非 不 可 约 的 Lindelöf 空间 (习题 6.22). 关于 不 可 约 空间 的 综合 介绍 见 
高 国士 145. 145), 下 面 是 不 可 约 空 间 的 刻画 . 

定理 6.6.1251 空间 X 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 对 x 的 每 一 开 履 盖 ZU = 
{Ua taca 存在 离散 不 空 闭 集 族 {Fs}ges, 使 Bc A, Fa C Us (8 € B) H (Ug)gen 
fai X. 

证 明 ”必要 性 . 设 Y = {Us}aea 是 不 可 约 空间 X NAB. We (Valoen 是 
X 的 最 小 开 和 覆盖 , H BC A, Va C Ua (o € B). 对 每 一 be B, 置 


Fg =X — U{Va :a E€ B, az p}, 


由 覆盖 的 最 小 性 知 每 一 Fe zoo. 则 得 离散 不 空 闭 集 族 {Fsjece 使 Bc A, Fec 
Us (Be B) H {Ug: 8 c B) Bik x. 
充分 性 ， 设 YU = {Us}aes 是 空间 X WH. 由 假设 , 存在 离散 闭 集 族 
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Us)aen, fi B C A, Fs C Us (B E€ B) H {Up}ses Bit X. 对 每 一 eB, 置 
Va = Ug — U{ Fa : a € B, a # B), 


WW {Va}ses 是 X Bip JP SS, 加 细 多 . 证 完 . 

定理 6.6.13 ”在 不 可 约 空 间 : 

(i) 可 数 紧 性 与 紧 性 等 价 ; 

(ii) Ni 紧 性 (每 一 不 可 数 子 集 有 聚 点 ) 5 Lindelöf 性 质 等 价 . 

证 明 RA, 紧 性 > 可 数 紧 性 , Lindelo 性 质 > Ni KE ( 见 定理 4.1.7 的 注 
id). 另 一 方面 , WY = {Us}aea 是 不 可 约 空 间 X WIPE. 由 定理 6.6.12, 存在 
离散 不 空 闭 集 族 (Falaen 满足 定理 6.6.12 HER, 易 知 在 可 数 紧 (Ni EE) 空间 中 
每 一 离散 集 族 是 有 限 的 (可 数 的 ), 故 多 RAAR (可 数 ) TER. 证 完 . 

注 记 1 可 数 紧 (Ni XS) 空间 X 中 的 每 一 局 部 有 限 集 族 是 有 限 的 (可 数 的 ). 
事实 上 , 设 Y = {Us}aea 是 可 数 紧 (Ni 紧 ) 空间 X 中 的 局 部 有 限 的 非 空 集 族 , E 
U 不 是 有 限 的 (可 数 的 ), 即 4 是 无 限 集 (不 可 数 集 ). 对 每 一 a € A, BOE zu € As. 
4 F = U{{za} : a € A}, M F RRE- TRER (推论 3.5.2), 从 而 FE 
离散 闭 集 . AA X 是 可 数 紧 (Ni XE) 空间 , 所 以 F 是 有 限 集 (可 数 集 ), 不 妨 设 当 
a,b € A Hf, {za} = (xg), W Y 在 点 zu (ae A) 不 是 局 部 有 限 的 . 这 一 矛盾 说 明 
集 族 YU 是 有 限 的 (可 数 的 ). 

注 记 2 空间 [0,wi) 是 可 数 紧 而 不 是 紧 的 , 由 定理 6.6.13 的 (i) AH [0,wi) 不 
是 不 可 约 空间 . 由 于 [0,w1) 是 ortho 紧 的 , 故 ortho 紧 空间 不 是 不 可 约 的 ( 见 定理 
6.6.1 的 注 记 ). 定理 6.6.13 给 出 的 不 可 约 空 间 的 性 质 (i) 与 iso 紧 的 定义 (定义 6.6.1) 
有 些 类 似 . 可 能 会 想到 不 可 约 性 能 蕴含 iso 紧 , 事实 不 然 , 见 下 面 的 定理 及 说 明 . 

定理 6.6.14105 每 一 空间 可 以 作为 一 闭 子 集 浸没 于 某 一 不 可 约 空 间 . 

证 明 ”对 任 一 空间 X 作 积 空间 X x [0,w]. HE X x [0,w) 中 的 点 都 取 为 孤立 点 ， 
由 此 而 得 的 空间 记 作 p(X). 显然 , X IET. oX) PHATE X x {w} WY Æ 
p(X) WE- FEH. 对 每 一 x € X 选取 n, € [0,w) 及 Us FF X 使 UU x [nsu] 
包含 在 YU 中 的 某 开 集 内 . > 


Vz = (Uz x [nz + 1,w]) U {(£, nz). 
V. 仍 包含 在 Y 中 的 某 开 集 内 . 对 每 一 ne [0,w), X A, (€ X:n, =n}. E 


Wo = {Vrz : x E Ao}; 


Wa = [v. :£ E€ An H (xo) eUre} (n € N); 


i=0 
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% = secco - Uv 


n<w 
BMW =O) Wr Æ X IBI, 加 细 V. p(X) 是 不 可 约 的 . 证 完 . 

1976 年 , van Douwen 宣告 “每 一 空间 可 以 作为 一 闭 子 集 浸没 于 某 一 不 可 约 空 
间 ”, 未 见 其 构造 . 上 面 的 构造 是 1979 Æ Davis 和 Smith!) 给 出 的 . 这 定理 说 明 : 

(i) 不 可 约 性 不 是 闭 遗 传 的 . 可 取 X 为 任 一 非 不 可 约 空间 . X 的 同 胚 像 六 x {w} 
是 不 可 约 空间 p(X) 的 闭 子 集 . 

(ii) 不 可 约 性 z iso 紧 性 . 可 取 X 为 任 一 非 iso 紧 的 空间 , 相应 的 不 可 约 空间 
p(X) 必 非 iso 紧 的 . 不 然 的 话 , 由 于 iso 紧 性 是 闭 遗 传 的 , X 也 将 是 iso 紧 的 . F 
盾 . 

关于 不 可 约 空间 性 质 的 研究 是 很 不 够 的 ,有 许多 问题 没有 解决 ( 见 文献 [143] 和 
[145]). 1975 年 , Boone] 提出 :“ 不 可 约 空间 的 映射 性 质 怎 样 ? 特别 地 , Arhangel’skii 
的 MOBI 类 的 每 一 空间 是 否 都 是 不 可 约 的 ?” 下 面 是 朱俊 9 的 一 些 结果 . 

定理 6.6.15 49]. 设 空间 X 是 不 可 约 的 , 闭 集 A C X, 则 商 空间 X/A 是 不 可 
约 的 . 

证 明 R € Æ XA EFEN. 存在 Uoc ER ACU. FY’ = 
{U - {4}: U € V}U {Uo}. f Æ X 8I X/A EA. h X/A 上 的 商 拓扑 ， 
X/A 中 的 单 点 集 {4} 是 闭 的 . 所 以 Y' 是 X/4 BOTE, 加 细 多 . 从 而 £71 (2) 
是 X 的 开 和 覆盖 . 于 是 有 加 细 £7 (077) 的 x 的 最 小 开 和 覆盖 Y. 


y cq VER: Veg wo 934 


由 于 flx-4: X -A> XJA- {A} 是 同 胚 映射 , 所 以 fA) 是 加 细 27 的 关于 
XJA- f (97) 的 最 小 开 集 族 . 因 AC Y, SOZ) Æ X/A 中 包含 点 4 的 开 集 . 又 因 
每 一 Ve h, VNA z Ø, PRU V BEF f (Uo). 从 而 *7 C f (Uo), (Iž) C Uo. 
所 以 FAULO) 是 X/A Wee) ae, 加 细 多 . X/A 是 不 可 约 的 . 证 完 . 

例 6.6.1 49] 二 对 一 的 连续 开 映 射 不 能 保持 不 可 约 性 . 

设 X 是 任 一 非 不 可 约 空间 ,  Z = X x {0,1}. 对 (x,0) € Z, 规定 


{Vz x (0) : V, Æ x Æ XPE, 
为 (2,0) 的 邻 域 基 . 对 (x,1) € Z, 规定 
(V, x (01U {(a,1)} : V, 是 zz 在 XX 中 的 邻 域 } 


为 (z,1) 的 邻 域 基 . 定义 f: ZX HW fei) = x (6 =0,1), 则 了 是 连续 的 开 映 
射 . 下 证 2 是 不 可 约 的 . A 2 的 每 一 开 和 覆盖 都 有 形 如 {Vi x {0}U{(z,1)} : € X] 
fn d ss, 这 开 和 覆盖 是 最 小 的 . 证 完 . 
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由 上 述 定理 6.6.15 及 例 6.6.1, 提 如 下 问题 . 

问题 543 不 可 约 空间 能 否 为 连续 的 闭 映射 (或 完备 映射 ) 所 保持 ? 

1966 年 , Arhangel'skii?!! 定义 MOBI 类 作为 所 有 满足 下 列 二 条 件 的 拓扑 空间 
类 的 交 ( 即 最 小 类 ): 

(i) 每 一 度量 空间 属于 这 类 ; 

(ii) 这 类 的 每 一 空间 在 连续 的 开 紧 映射 下 的 像 属 于 这 类 . 
1970 4E, Bennett? 给 出 如 下 刻画 : “空间 Y 是 MOBI 类 中 的 元 当 且 仅 当 存 在 一 度 
量 空 间 M 及 有 限 个 连续 的 开 紧 映射 91,92,… On, TÉ (610020: 0 pn) (M) = Y". 
1990 年 , Bennett 和 Chaberl 构造 了 一 个 正则 的 弱 0 加 细 空 间 不 属于 MOBI 类 . 
Boone! 提出 MOBI 类 的 每 一 元 是 否 都 是 不 可 约 的 . 

定理 6.6.16 84 Arhangel'skii 的 MOBI 类 中 的 每 一 T 空间 都 是 不 可 约 


dj 


证 明 从 略 , 参见 推论 7.6.2. 

上 述 定理 的 有 趣 在 于 二 对 一 的 连续 开 上 映射 尚 不 能 保持 不 可 约 空间 , 而 由 度量 空 
间 经 任意 有 限 回 的 连续 开 紧 映射 复合 形成 的 MOBI 类 中 的 Ti 空间 子 类 的 每 一 元 
却 是 不 可 约 空间 . 


>] 题 6 

6.179 证明 正则 空间 X 是 仿 紧 的 当 且 仅 当 X 的 每 一 开 和 覆盖 WV 具有 紧 有 限 的 闭 加 细 
覆盖 ; 正规 大 空间 X 是 仿 紧 的 当 且 仅 当 X 是 meso 紧 的 . 

6.2[49] ”证明 弱 仿 紧 空间 是 点 态 集 态 正规 的 . Sorgenfrey 平面 是 次 仿 紧 的 , 不 是 弱 仿 紧 , 从 
而 不 是 点 态 集 态 正规 的 (定理 6.1.11). 点 态 集 态 正规 性 是 Fo 遗传 的 , 为 连续 闭 映射 所 保持 . 

6.3 证 明 广义 贝尔 零 维 空间 N(A) ( 例 4.1.2) 当 A 是 不 可 数 集 时 是 强 仿 紧 空间 A, 证 
明 N(A) x (0,1) 当 A 是 不 可 数 集 时 不 是 强 仿 紧 空 间 , 这 里 (0,1) 是 数 直线 上 的 开 区 间 (3161. 

6.4/9 在 实数 集 及 上 赋 以 如 下 拓扑 : 无 理 点 是 孤立 点 ; AREA x 的 邻 域 基 为 
{G(z,n)}nen, 这 里 G(a,n) = (x) U {y : y 是 无 理 点 且 |y — «| < 1/n}. 试 证 明 X 是 T» 
弱 0 加 细 空 间 而 不 是 0 加 细 空 间 . 

6.5.94 空间 X 称 为 点 星 ortho 紧 的 (pointwise star-orthocompact), 如 果 对 X 的 开 
Jus U FEAR it {Ve}ocx 使 对 每 一 x € X, 满足 x eV, C ste, Y) 证 明 点 星 
ortho 紧 性 为 连续 闭 映射 保持 . 

6.6018] 空间 X 称 为 离散 ortho 紧 的 (discretely orthocompact), 如 果 对 X 的 任 一 离 
散 闭 集 族 {Fa}aca 及 任 一 开 集 族 {Vajuea4 使 Fa C Us, a € A, FE X 的 内 核 保 持 开 集 族 
{Va jaca WE Fa C Va C Ua(a € A). 证 明 离散 ortho 紧 性 为 连续 闭 映 射 保持 . 

6.7.40) 空间 X 称 为 局 部 有 限 ortho X (locally finitely orthocompact), 如 果 把 上 题 
中 的 闭 集 族 {fa}aea 的 “离散 ” 改 为 “局 部 有 限 ”. 证 明 : 

(i) 局 部 有 限 ortho 紧 性 为 连续 闭 映射 保持 ; 
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(ii) A ortho X > 局 部 有 限 ortho 紧 , 从 而 ortho 紧 > 点 星 ortho 紧 > 局 部 有 限 
ortho 紧 — 离散 ortho 紧 ; 

(iii) [0, w1) x [0,wi] 不 是 点 星 ortho 紧 的 而 是 局 部 有 限 ortho AM. 

6.8191] 空间 x 称 为 *Lindelaf 空间 (*Lindelóf space), 如 果 对 X WE- FEH V FF 
在 可 数 开 覆盖 VY 加 细 (st(, 4 ))sex. 证 明 : 

(i) X Æ *Lindelof 空间 的 充 要 条 件 是 对 X 的 任 一 开 和 覆盖 YU 存在 可 数 子 集 {znjne 使 
Unen St(an, V) = X, 从 而 *Lindelóf 空间 是 Lindelöf 空间 与 可 分 空间 的 共同 推广 ; 

(ii) *Lindelöf 空间 为 连续 映射 保持 ; 

(iii) X Æ Lindelöf 空间 当 且 仅 当 X. 是 *Lindelóf 空间 及 meta-Lindelóf 空间 . 

6.9197] 给 出 反例 说 明 弱 仿 紧 空间 在 连续 的 开 、 紧 映射 下 的 像 未 必 是 弱 仿 紧 的 . 

6.10!'47] 证 明 meso 紧 空 间 在 连续 的 伪 开 、 紧 映射 下 的 像 是 弱 仿 紧 空间 . 这 结果 回答 了 
Arhangel’skii!??) 的 问题 : “ 仿 紧 空 间 在 连续 的 伪 开 、 紧 映射 下 的 像 是 弱 仿 紧 空 间 否 ?” 

6.1145) 证 明 在 第 一 可 数 空间 , 每 一 紧 有 限 的 集 族 是 局 部 有 限 的 . 

6.12037] yt x 是 强 仿 紧 空 间 且 可 分 解 为 至 多 可 数 个 连通 区 (成 分 ) 的 并 , JUI X Æ Lindelöf 
空间 . 从 而 连通 的 强 仿 紧 空 间 是 Lindelöf 空间 . 

6.13 Ut A 是 不 可 数 集 . 对 每 一 a € A, Ia 同 胚 于 单位 区 间 了 = [0, 1). 在 并 Ua Do 中 
把 所 有 的 0 BAA ABS SCA). 定义 度量 


= 


Iz—y, zyET AEA, 
p(z, y i 


z +y, x Ia, y Ig, a B, 


W S(A) 是 度量 空间 中 试 证 明 SCA) 不 是 强 仿 紧 空间 . 

6.14 证 明 强 仿 紧 性 关于 拓扑 和 保持 . 

6.15 开 、 完 备 映 射 保持 强 仿 紧 性 836]. 连续 的 开 、 闭 映射 保持 To 强 仿 紧 性 [53]. 

6.16327 yr 了 是 正则 空间 x 到 强 仿 紧 空间 Y 上 的 连续 闭 映射 , 上 且 对 每 一 ye Y, f^! (y) 
是 连通 的 强 仿 紧 子 空间 , 则 X 是 强 仿 紧 空间 . 

6.17774) ”证 明 线性 序 空间 ( 例 1.2.3) 是 集 态 正规 的 . 

6.1849) 线性 序 空间 X 是 仿 紧 空间 当 且 仅 当 X 是 弱 0 加 细 空 间 . 

6.19142) 连续 的 伪 开 、 紧 映射 的 任意 积 是 连续 的 伪 开 、 紧 映射 咏 ， 有 限 个 连续 的 有 限 对 
一 、 伪 开 映 射 的 积 是 连续 的 有 限 对 一 、 伪 开 上 映射. 证 明 连 续 的 有 限 对 一 、 伪 开 映射 保持 : 完备 性 、 
可 数 9 加 细 性 、 点 态 集 态 正规 性 及 第 一 可 数 性 . 

6.20 证 明 iso 紧 空间 与 遗传 iso 紧 空间 的 积 是 iso 紧 的 86]. 存在 iso 紧 的 Tychonoff 空 
间 与 它 自身 的 积 不 是 iso 紧 的 1091. 

6.21029] 可 数 紧 空 间 的 每 一 点 有 限 开 覆盖 具有 有 限 子 履 盖 . 从 而 证 明 弱 仿 紧 空间 是 iso 紧 


T 


的 . 


D S(A) 称 为 刺 独 空 间 (hedgehog space), 首次 出 现 于 1927 年 Urysohn 发 表 的 论文 中 1141. 

D 设 {fa}aca 是 一 族 映射 ， 这 里 映射 fo : Xa > Ya (a € A)， 映 射 族 {fa}aea 的 积 f = 
Iaca fa : Iaca Xa > Iaca Yo 定义 为 对 每 一 x = {ta} € Tleca Xe; f(t) = Tacs fa) ({%a}) = 
{fo(ta)} € IIoeA Yo. 见 引 理 7.2.5. 
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6.222651 构造 不 是 Ti 的 , 非 不 可 约 的 满足 第 二 可 数 公理 的 空间 . 


6.23113 利用 定理 6.6.11 证 明 弱 仿 紧 空 间 是 iso 紧 的 . 

6.244419] 构造 一 个 完备 的 非 不 可 约 空间 . 证 明 完 备 的 不 可 约 空间 是 开 遗 传 不 可 约 的 , 不 是 
闭 遗 传 不 可 约 的 . 

6.25.49) 证 明 Ti 拟 仿 紧 空间 在 连续 闭 映 射 下 的 像 是 不 可 约 的 . 从 而 Ti 拟 仿 紧 空间 是 
不 可 约 的 . 

6.26145] 证 明 完 备 的 弱 o0 加 细 空 间 是 50 加 细 的 . 从 而 T. 完备 的 弱 50 加 细 空 间 是 遗 
传 不 可 约 的 . 


6.27433] 空间 X 称 为 具有 性 质 B (property B), 如 果 对 每 一 良 序 的 递减 闭 集 族 {F boca 
满足 Naca Fo = D, 存在 递减 开 集 族 {Go}oca f Fa C Ga (a € A) B Naca Ga = Ø. iE 
明 : 

(i) 仿 紧 性 — 性 质 B > 可 数 仿 紧 性 ; 
(ii) 具有 性 质 B 的 空间 与 紧 空 间 的 积 具 有 性 质 B; 

(ii) 具有 性 质 B 的 T» 空间 是 正则 的 ; 
(iv) 在 具有 性 质 B. 的 正则 空间 , 可 数 紧 性 与 紧 性 等 价 , Ni 紧 性 与 Lindelöf 性 质 等 价 . 

6.28426] 可 数 仿 紧 的 仿 Lindelaf 空间 具有 性 质 B. 

6.291393] ”满足 可 数 链条 件 (习题 2.21) 且 具 有 性 质 B 的 空间 是 Lindelöf 空间 . 

6.30155] ”连续 的 双 商 、 闭 映射 保持 性 质 B. 完备 映射 着 保持 性 质 B. 

6.31[369] ”把 狭义 拟 仿 紧 空间 的 定义 (定义 6.1.9) 中 的 “离散 ” 换 为 “局 部 有 限 ” 得 到 
Chaber 意义 下 的 性 质 bi (property bi). 显然 , 狭义 拟 仿 紧 > 性 质 bi. 证 明 : 性 质 bl > 不 
可 约 . 

6.32719] sd pup REED bi. 

6.33154] 连续 的 闭 Lindelöf 映射 逆 保 持 性 质 bi. 


第 7 章 ”广义 度量 空间 (上 ) 


广义 度量 空间 (generalized metric space 或 generalized metrizable space) 顾 名 
思 义 是 指 度量 空间 的 推广 . 仿 紧 空间 以 及 第 6 章 里 借助 于 各 种 不 同性 质 的 覆盖 所 
定义 的 空间 ( 除 强 仿 紧 空间 外 ) 都 是 度量 空间 的 推广 , 但 是 这 类 空间 已 按 其 定义 的 
独特 方式 (覆盖 ) 称 为 覆盖 性 质 , 不 属于 本 章 的 广义 度量 空间 的 范畴 . 覆盖 性 质 与 广 
义 度 量 空间 有 密切 联系 . 

推广 度量 空间 可 以 减弱 度量 公理 . 例如, 4.1 节 把 度量 公理 (定义 4.1.1) 中 的 
(M1) (p(z,y) = 0 当 且 仅 当 z = y) 减弱 为 (M1) (plz, y) = 0 当 x = y), 从 而 得 到 
伪 度 量 空间 . 也 可 以 把 度量 公理 中 的 (M3) (三 角 不 等 式 ) 去 掉 , 另外 补充 其 他 各 种 
条 件 , 得 到 各 种 广义 度量 空间 . 

推广 度量 空间 的 主要 方法 是 从 度量 化 定理 出 发 , 用 各 种 方式 减弱 其 条 件 . 例如 ， 
由 Alexandroff-Urysohn 度量 化 定理 (定理 4.5.10) WR, 去 掉 其 条 件 (i), 那 就 得 到 
可 展 空 间 (定义 4.4.1). 正则 可 展 空间 称 为 Moore 空间 . 也 可 以 保持 (i) 而 减弱 (ii) 
而 得 M 空间 ( 见 定义 7.2.2). Moore 空间 与 M 空间 都 是 重要 的 广义 度量 空间 . 如 
由 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 4.3.6 和 定理 4.3.7) 出 发 , 从 各 方面 减弱 
其 条 件 可 得 更 多 、 更 重要 的 广义 度量 空间 . 


7.1 Moore 空间 , 可 展 、 拟 可 展 空 间 与 Gs 对 角 线 


回忆 Alexandroff-Urysohn 度量 化 定理 (定理 4.5.10): 拓扑 空间 X 可 度量 化 当 
AMS X 是 To 的 且 存在 开 履 盖 列 (27, jneN 满足 : 

(i) Uni 星 加 细 %,(n €N); 

(i) (st(z, Za) }nen 形成 点 a e X 的 邻 域 基 

按 存在 上 述 定理 中 的 覆盖 序列 {Zp brew 且 满 足 (ii) 的 空间 就 是 可 展 空 间 的 定 
X (定义 4.4.1), 而 把 覆盖 序列 (2, jn 称 为 这 空间 的 展开 .正则 可 展 空间 称 为 
Moore 空间 (Moore spaceP289]). 

定理 7.1.1 ”可 展 空间 是 次 仿 紧 空间 169. sem ae 4, 

WEB] ”比较 可 展 空间 的 定义 与 次 仿 紧 空间 的 刻画 [定理 6.1.1 的 (v)], 即 知 可 
展 空间 是 次 仿 紧 的 ， 关 于 完备 性 , 容易 证 明 对 任 一 闭 集 F, A F= 站 ,wst(F 24) 
(习题 7.2). 证 完 . 
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在 定理 4.5.6 后 , 曾 称 积 集 X x X 的 子 集 A = {(z,x) :ZX EX} A XxX 的 对 
角 线 . 

定义 7.1.15) 空间 X 称 为 具有 Gs 对 角 线 (Gs-diagonal), 如 果 X x X 的 对 
faz A 是 积 空间 X? 中 的 Gs 集 . 

下 面 是 Gs 对 角 线 的 有 效 刻 画 , 由 此 可 与 其 他 性 质 联系 . 

EH 7.1.2001. 空间 X 具有 Gs 对 角 线 当 且 仅 当 存在 X 的 开 覆 盖 列 (45, ) sen 
使 对 任意 zy € X, x fy, 存在 n € N, f y 4 st(z, Ya) (等 价 地 , 对 每 一 x € X, 
{=} = (en 8t(z, Z)). 

证 明 dE X RA Gs WHA A = ey Va Vn PF X. 对 每 一 zeX 及 
n € N, BU, (ax) 是 z FPA BU Un (x) x Unle) C Vn, E 44, = {Un(x): £ E X). 如 
R {x,y} Cc nen stl, Va), cA y, 则 对 每 一 ne N, 选取 zn € X f (x, y] C Un(Zn), 
那么 (x,y) € Un(Zn) x Un(zn) C Va, 从 而 (,y) € nen Vn. 矛盾 . 

B {A jnen 满足 定理 条 件 , BV, = U{U x U:U € MR}, WA CA en Vn: 如 
R (x,y) € nen Vn» 则 对 每 一 n€ N, 存在 Un € Yn, BE (x,y) € Un x Un, 从 而 
y € Nnenst(t, Ya) = (x), Bl y = x. 所 以 A = Mren Va. 证 完 . 

满足 上 述 定理 7.1.2 的 覆盖 序列 称 为 关于 X 的 Gs 对 角 线 序列 (G;-diagonal 
sequence!®l), EA, T, 可 展 空间 具有 Gs WHR, 具有 Gs 对 角 线 的 空间 是 Ti 
空间 . 

定理 7.1.3070 具有 Gs 对 角 线 的 To 紧 空 间 可 度量 化 . 

证 明 ” 设 X 满足 定理 条 件 , 由 定理 7.1.2, PEPER (4, nen, 使 对 每 一 
ZEX 门 cnst(z;, Yn) = {1}. HF X 是 紧 且 正则 的 , 存在 有 限 开 履 盖 序 列 {%}wen 
fi Y, —(V:V e Y.) MAM, H. Yr1 MAY. 从 而 


(ste Zn) © (] ste Yan) = {2} 


ncN ncN 


E 
BAS ies mc ey k,n €N}, 


则 多 是 可 数 开 集 族 , 下 证 A 是 空间 X 的 基 . 

考察 ro € X 及 xo MAAK U. 由 定理 3.1.3, FE n CN, fi st(x0, Mn) CU. 
因为 % 是 X 的 覆盖 , 对 每 一 x CX —U, 存在 Vr € 使 ze Ve. 易 知 zo ¢ Ve 
(MA, 将 有 reU, FE). 由 于 XU EKR, ARA Vous Vi Bite X —U, 则 
X — (V4, U UVa) € 2, m 


zo € X — (V4, U UVa) CU. 


所 以 Z dà X 的 可 数 基 , 由 Urysohn 度量 化 定理 (定理 4.3.1) 得 证 . 证 完 . 


7.1 Moore 空间 , 可 展 、 拟 可 展 空间 与 Gs 对 角 线 - 201 . 


定理 7.1.4 (Bing 度量 化 准则 661) 集 态 正规 的 可 展 空间 可 度量 化 . 

证 明 ”由 引 理 4.4.6 及 Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 4.3.6) 知 可 展 的 T» 
仿 紧 空间 可 度量 化 . 再 由 定理 7.1.1 及 定理 6.1.8 得 证 . 证 完 . 

上 述 定理 是 Bingfa6l 为 了 解决 1937 年 JonesP15 提出 的 正规 Moore 空间 猜 
测 (正规 Moore 空间 是 可 度量 化 空间 ) 而 获得 的 . 这 一 著名 的 猜测 已 被 证 明 在 常用 
的 公理 体系 ZFC (Zermelo-Fraenkel 集 论 公理 + 选择 公理 ) 中 是 不 可 判定 的 . 

作为 可 展 空间 的 推广 有 拟 可 展 空间 . 

定义 7.1.2093]. 空间 XX 称 为 拟 可 展 空间 (quasi-developable space), 如 果 存 在 
开 集 族 序列 (scu, 使 对 于 x € X 及 包含 x 的 开 集 U, 存在 neEN 使 ze 
st(z; Ya) CU. 上述 开 集 族 序列 称 为 X 的 拟 展开 (quasi-development). 

定理 7.1.5) 空间 X 是 可 展 空间 当 且 仅 当 X 是 拟 可 展 的 完备 空间 . 

证 明 ”必要 性 见 定义 7.1.2 和 定理 7.1.1. 下 证 充分 性 . WE X 是 拟 可 展 的 完备 
空间 ， 存在 开 集 族 序列 {Z,jns 满足 定义 7.1.2, id €; = U(U : U E€ Ya}, 那么 
U, 是 开 集 , AX 是 完备 的 , BU = Umen Fus Fam 是 闭 集 . BE 


Vam = Un UCX — Frm} (n, m € N). 


显然 , Vim ENBE. PUE {Yambnmen 是 X 的 展开 . 对 x € X RAG cB 
R U, 存在 neN 使 ze st(z,%) CD 于 是 ze v; = Umen Fn,m, 从 而 ze 某 
Frm > x 4 Æ X — Fam, IEEE n,m EN fi st(z, mm) = st(x, Yr) CU. 证 完 . 
定理 7.1.61) 拟 可 展 空间 是 遗传 弱 0 加 细 空 间 . 
证 明 DA, 拟 可 展 空 间 具 有 遗传 性 ， 只 要 证 明 拟 可 展 空 间 是 弱 0 加 细 的 . 
X {Gr}nen 是 空间 X 的 一 个 拟 展 开 . 设 是 X WA, HY 良 序 化 , id 
Y= {Ua :a < A}, RB A 是 某 序数 . 对 每 一 a < 4,neNN, 置 


P(o,n) = {x € X:x € Ua -U(Ug:8 <a} H x € st(£, 4&,) C Ua}, 
Py = (P(a,n) : a < A}, 


则 P= U{ :neN} 覆盖 XX AMMA 多. 考察 X 的 子 空间 ud.» ce uP, 
取 最 小 的 a 使 x € Plan), AF st(x,G) 是 c 的 邻 域 正 好 与 2 中 一 个 元 ( 即 
P(a,n)) 相交 , 所 以 22, 关于 子 空间 OF, 是 离散 的 , 由 定理 6.1.5 的 (iii) HX 是 
弱 0 加 细 的 . 证 完 . 

定义 7.1.3 419 空间 x 称 为 具有 0 基 (0-base) Z, 如 果 Z 的 每 一 元 是 x 的 
FR, 多 = UZBn : n E N) EDU X 的 每 一 开 集 U 及 点 Ze U, FE n, EN 使 
ord(z, ,.) < oo HAH B e Zn, Here Bc. 

显然 , 具有 0 基 的 空间 是 遗传 弱 0 加 细 的 , 但 未 必 是 9 加 细 的 (见习 题 6.4 和 
习题 7.4 Bennett 和 Lutzer 的 例 ). 
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定理 7.1.7 9| FE X 是 拟 可 展 空间 当 且 仅 当 x 具有 0 基 . 

证 明 设 X 是 拟 可 展 空间 , {anen 是 X 的 拟 展开 . 由 定理 7.1.6, X. 是 遗传 
弱 0 加 细 的 , 所 以 X 的 子 空间 UY, (n EN) 是 弱 0 加 细 的 , 于 是 开 集 族 Y, (覆盖 
UG,) BASS 0 加 细 {Frm}men, W Bam 是 X 的 开 集 族 . 下 证 {2r m}n meN 是 
X Bj o X. 

Xj X 的 开 集 U Re € U, A {Ajen 是 X 的 拟 展开 , FE n € N fi x € 
st(z, Pa) CU. Bl {Brm}men Æ Gr 的 弱 9 加 细 , FE m € N E 1 < ord(z, Bam) < 
oo, 而 st(z, Brym) C st(z, a) CU. 所 以 {Bn da nen 是 空间 X 的 0 基 . 

ux AA OH B=UZA, :neN}. Xn, KEN, & 


X(n,k) 2 (x € X : ord(z, By) = k}, 
G(r,n,k)—- n(Be€4,:xc€B) xe X(n,k), 
Fak = (G(z,n,k):x€ X(n,k)), 


则 Grae 中 的 元 G(z,n, k) 是 包含 x 的 开 集 . 下 证 (£i) aen 是 X 的 一 个 拟 展开 . 
WX WRU Rc € U, ABHOR, FE n € N f orde, 22,) < oo, A 

43 Bc ZB, Wx © B cU, od(z, Za) = k, Bl x € X(n,k). TER, 开 集 族 

Gr 中 只 有 一 个 集 G(x, n, k) 包含 点 x, 所 以 st(z, 4.) = G(z,n,k) C BCU, fk 

{Grbn.pen Æ X 的 拟 展开 . 证 完 . 

由 定理 7.1.5 得 下 述 推论 . 

推论 7.1.19 空间 X 是 可 展 空 间 当 且 仅 当 X 是 具有 0 基 的 完备 空间 . 


7.2 w 空间 、M 空间 与 p 空间 


作为 可 展 空间 的 另 一 个 推广 有 wa 空间 . 

FEM 7.2.15 空间 X PKA wA 空间 (wA-space), 如 果 存 在 X HAFA HY 
列 {Z sew WE: 如 果 对 某 ze X, ma € st(z, Ya) (n € N), 则 序列 {x%} ARA. 
上 述 序列 {Z4 ses 称 为 wA 序列 (wA-sequence). 

注 记 “上述 定义 中 的 聚 点 未 必 就 是 z, 如 果 要 求 这 聚 点 就 是 z, 则 容易 验证 
{st(£, Ya) jnen 形成 点 z 的 邻 域 基 (习题 7.5). 这 样 又 得 到 可 展 空间 (定义 4.4.1), 
所 以 可 展 空间 是 wA 空间 . 此 外 , 易 知 可 数 紧 空间 也 是 wA 空间 . 

Morita) 引入 M 空间 . 

定义 7.2.2009 空间 X 称 为 M 空间 (M-space), 如 果 存 在 X 的 开 覆 盖 序 列 
sen 满足 下 列 条 件 : 

(i) Uni 星 加 细 %,(n €N); 

(ii) WRI £ € X, £n € st(x,%) (n € N), 则 序列 {cn} ARA. 
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上 述 序列 {Z0 jn 称 为 M 序列 (M-sequence). 

可 数 紧 空间 是 M 空间 (可 让 每 一 Yn = {X}). 按 上 述 定义 中 的 (ii) 就 是 WA 空 
间 的 定义 (定义 7.2.1), 所 以 M 空间 是 wA 空间 . 把 M 空间 的 条 件 与 Alexandroff- 
Urysohn 度量 化 定理 的 条 件 比较 , 它们 的 差别 正 是 wa 空间 与 可 展 空间 的 差别 . 形 
如 M 空间 或 wA 空间 以 适当 的 序列 存在 聚 点 的 方式 定义 的 空间 类 常 统称 为 广义 可 


198]). 


数 紧 空 间 (generalized countably compact spacel 
引 理 7.2.1 (Frink 引 理 29) BR d: X x X — R* ( 非 负 实数 集 ) 满足 : 


对 每 一 € > 0, 如果 d(x,y) <e, d(y,z) « e, WW d(x,z) < 2e. (7.2.1) 


则 存在 映射 po: Xx X — R* 使 对 所 有 x,y,z E€ X, 有 
(i) p(x, z) < p(x, y) + ply, z); 
(ii) d(x, y)/4 € p(z, y) < d(x,y). 

如 果 要 求 d 是 对 称 的 (EN d(x, y) = d(y, x)), 则 o 也 是 对 称 的 . 
证 明 ”定义 p 如 下 : 


n—1 
p(a, b) = inf{ b» d(xi, Ti+1) : n EN, z; € X, zo = a, Ln = b}. 
i=0 
显然 , p 满足 (i) E ple, y) < d(x,y). 
为 了 完成 证 明 , 只 要 证 对 每 一 组 a,b, x1,… ,zn € X, XX (7.2.2) RA: 


n—1 
d(a,b) < 2d(a, 21) + AV ^ d(zi, vi41) + 2d(an,b). (7.2.2) 


i=1 
Æ n —1 Bf, $ max(d(a,z1), d(x1,b)} =e. EH (7.2.1), 


d(a,b) < 2d(a, x1) EX d(a,b) < 2d(z1, 0), 


所 以 (7.2.2) 式 成 立 . 下 用 归纳 法 证 . We (7.2.2) 式 对 所 有 小 于 n 的 正 整数 成 立 . 设 
a,b,21,:-:, 2, € X, EH (7.2.1) 对 任 一 A d(a,b) < 2d(a,x;) BK d(a,b) < 2d(x;,b). 
不 妨 设 k 是 最 小 正 整 数 使 d(a,b) < 2d(a, vx). 24 k= 1 时 , (7.2.2) RERE. 当 
k>1 IN, 这 时 d(a,b) € 2d(a, zi 1), 从 而 d(a,b) < 2d(zy 1, 0), BOA 


d(a,b) < d(a, £k) + d(zi—1, 6). 


分 别 用 归纳 法 假设 于 dla, k) 及 d(xp_1,b), BV (7.2.2) 式 . 证 完 . 
引 理 7.2.2 [69 设 空间 X FEME zs FF 29] {Ur aen 使 U1 星 加 细 ZA (n € 
N), 则 X 上 存在 伪 度 量 p 满足 : 
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(i) p(z, y) =0 SAMS y € Nhe sti, Mn); 

(i) U 是 由 伪 度 量 p 导出 拓扑 中 的 开 集 当 且 仪 当 对 每 一 zx e U 存在 neEN 使 
st(z, Yan) CU. 

WA HEX LEM d: Xx XR, E 


1/2”, n= mn(i E N: y ¢ st(z, 47;)). 
ix d(x,y) < 1/2", d(y, z) < 1/2"+1, Wl] y € st(z, Wasi), z € st(y, Masi). 从 而 
ze st(st(x, Uapi), Un+1) [GE st(z, Un), 


所 以 d(x,z) < 1/2", d 满足 引 理 7.2.1 的 (7.2.1). 从 而 存在 X 上 的 伪 度 量 p, H d 
的 定义 及 引 理 7.2.1 的 (ii) 得 到 这 里 的 (i). 此 外 , 由 引 理 7.2.1 的 (ii), 对 每 一 ze X, 


st(x, Un+2) 一 S5 ansa (x) Cx S1/2n42 (x) E S1 jan (x) 一 st(a, Un), (7.2.3) 


这 里 Se(z) = (y € X : p(a,y) < e}, Six) = {y € X : d(x,y) < e). 这 说 明 , 由 p 
导出 的 拓扑 正 是 以 {st(z;, 27,)) sen 为 点 z 的 邻 域 基 形成 的 拓扑 . 到 此 证 明了 这 里 的 
(ii). 证 完 . 

引 理 7.2.8 R {2%,}jwen 是 空间 X 的 M 序列 , 对 6€ X, 4 C = (uen 
st(£, Yn), 则 C 是 X 的 闭 可 数 紧 子 集 , A (st(z, 2)}nsN 是 C 在 X 中 的 邻 域 基 
( 即 对 开 集 U 2 C, PER n eN 使 UD st(a,%)). 

证 明 ”由 于 st(x, Yayi) C st(st(z, 44,41), Yagi) C st(z, Yn), 所 以 st(z; Ynga) 
C st(t,%), 从 而 C = (leu st(z, Ya) = Dren stx, Ya) 是 X WAR. 由 定义 7.2.2 
的 (ii), C 中 的 每 一 序列 有 聚 点 . 再 由 定理 3.5.2, C 是 可 数 紧 的 . 如 果 引 理 不 能 成 
AL, 存在 开 集 站 D C. 及 点 tn € st(z, 44,) — V(n EN). 姑 设 序列 (x, ARA x', 由 
F x' €st(a,%)(n e N), FÆ a’ < Mren Sto. Za) = Men St(m, Yn) C V, 这 不 可 
能 . 所 以 {an} 无 聚 点 , 这 与 M 空间 的 定义 矛盾 . 证 完 . 

注意 , 引 理 7.2.2 中 的 p 只 能 是 伪 度 量 , 因为 门 ,nst(z, Wn) 未 必 是 单 点 集 . 如 
果 我 们 引入 等 价 关系 RR 使 集 门 ,nst(z, Mr) 等 同 于 一 点 [x]. 所 得 到 的 商 空间 Y 将 
是 度量 空间 . 此 外 , 比较 引 理 7.2.3 的 结果 与 Alexandroff-Urysohn 度量 化 定理 的 条 


定理 7.2.1 (Morita 定理 Bl) 空间 X 是 M 空间 当 且 仅 当 存 在 度量 空间 Y 
RE XAY 上 的 拟 完备 映射 f. 

证 明 设 X 是 M 空间,{ZjnsN Æ M 序列 . 由 引 理 7.2.2 FE X 上 的 伪 度 
量 p 满足 : 

(i) p(z, y) =0 当 且 仅 当 ye 门 ,en st(z, Yn); 
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(ii) U 是 由 伪 度 量 p 导出 拓扑 中 的 开 集 当 且 仅 当 对 每 一 ze 存在 ne N, 使 
st(r, Yan) CU. 

在 X 上 定义 等 价 关 系 R 如 下 : cRy SAMS p(x,y) = 0. BAR Y = X/R 
及 自然 映射 f:X oY, 定义 ps: Y xY — R+, B p(x], [y]) = plz, y), 这 里 [z] 是 
对 应 着 z 的 商 集 Y 中 的 点 . 容易 验证 , p' 的 定义 与 代表 元 的 选取 无 关 且 p RY 
上 的 度量 . 先 证 明 Y 上 的 商 拓扑 Jp 与 度量 拓扑 7' 是 一 致 的 . 

ii X 上 的 拓扑 为 9. 对 于 每 一 ze 和 X 及 =>0, 记 


Se(x) = (y € X : p(z,y) < €}, Se([a]) = {ly] € Y : p" (Ix), [y]) < £}, 


因为 fS) = Sele) € F, 所 以 S([r) € Zu, 于 是 7' C Ir. BRV € Zn, 
那么 fV) e Z, MFR [r] eV, Æ X FA [x] C f (V), B (i) 和 引 理 7.2.3， 
[x] = Mren st. Ya) 是 (X, 7) 的 可 数 紧 的 闭 子 集 , HFE n EN 使 得 st(z, Yn) C 
£V), 从 而 S1,52(z) C f^ (V) [5] 38 7.2.2 BY (7.2.3) XX], BE S1 ponsa([a]) C V, 
所 以 Ve Z'. 因此 Za. = 7’. 

现 证 商 映 射 f: X — Y 是 拟 完备 的 . 对 于 每 一 [z] € Y, 


f^ (lm) = {y € X : p(w, y) = 0} = [s] 


是 可 数 紧 的 ， 下 证 f 是 闭 的 . Wt Hoc X RAR, 由 于 f 是 商 映 射 , 只 要 证 明 
f£ (D) 是 闭 集 . Wr g fI (n), W £1 (f())n H = e, Bl Den st(2,%) N 
H = 9. 由 引 理 7.2.3, 存在 m € N 使 st(z,44,) OH = Ø. 下 证 st(z, 25,41) 
f£ (fn) = e, 从 而 f-1(f(H)) 是 闭 集 得 证 . 对 每 一 € st(x, Ymp), st(a Wn41) 
C st(st(z, 24,41), 44,43) C st(z, Ym), W st(x , Ur)NEH = 9. 从 而 Open st(2", Yn) 
NH = Ø, BN f-(f()nHse-s. Wa d FHF). PIU st(z,2,4)n 
JHE) = 2. 到 此 证 明了 f 是 拟 完备 映射 . 

反之 , 设 是 空间 x 到 度量 空间 Y 上 的 拟 完备 映射 . 由 Alexandroff-Urysohn 
度量 化 定理 , 空间 Y 存在 一 展开 {Va}nen, 使 Mri BMA Y (ne N). & % = 
{fU): UE Va}, 容易 验证 Sari 星 加 细 Sa. 设 对 某 ze X, v. € st(r, 4,)(n € 
N), 要 证 {en} ARA, 从 而 X 是 M 空间 . 

由 an € st(z, Zn) 知 f(zn) € st(f(z), Ya), 因为 {jren Æ Y 的 展开 , 所 以 在 
Y P f(z,) 5 f(z). & C 2 {f(z)}Uff(en):n EN}, WCHY WATE, 从 而 是 
可 数 紧 子 集 , 由 于 f 是 拟 完备 映射 ,于 是 广 !(C) 是 x 的 可 数 紧 子 集 ( 拟 完备 映射 逆 
保持 可 数 紧 性 , 习题 3.31, 参考 定理 5.6.6 的 证 明 ). 因为 每 一 zw € fC) (n € N), 
所 以 fan} ARA. W X Æ MEN. 证 完 . 

推论 7.2.1 FE X 是 iso 紧 的 M 空间 当 且 仅 当 存在 度量 空间 Y 及 由 X 到 
Y 上 的 完备 映射 . 
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WEBB ”由 于 iso 紧 性 使 可 数 紧 闭 子 集成 为 紧 集 (定义 6.6.1), 而 完备 映射 逆 保 
持 iso 紧 性 (定理 6.6.4), 由 定理 7.2.1 得 证 . 证 完 . 

由 推论 7.2.1 EA FRAR. 

推论 7.2.2009 空间 X 是 仿 紧 M 空间 当 且 仅 当 存 在 度量 空间 站 及 由 X 到 
上 的 完备 映射 . 

WEBB ” 仿 紧 空间 是 iso 紧 的 且 完 备 映射 逆 保持 仿 紧 性 (推论 5.2.4). 证 完 . 

注 记 “由 上 述 两 推论 知 , iso AM M 空间 是 仿 紧 空 间 . 

定理 7.2.1 和 推论 7.2.2 分 别 用 度量 空间 在 拟 完备 、 完 备 映 射 的 逆 像 刻画 M 空 
间 、 仿 紧 M 空间 是 M 空间 的 重要 结果 . 另 一 重要 结果 是 下 面 的 定理 7.2.2, 是 关于 
可 数 积 方面 的 , 其 实 定理 7.2.2 也 是 定理 7.2.1 的 推论 . 

5 7.2.4 设 有 一 族 空间 {Xs}ses, A. 是 X。 WATER, W 是 积 空间 
Tes Xs 中 的 开 集 , EW 5 [Les As, 则 存在 开 集 Us C Xs, 使 Us A X, 仅 对 有 限 
个 s 成 立 , H [Jes As C Iles Us cW. 

证 明 ”这 是 习题 3.32 在 任意 多 个 空间 的 积 的 情况 的 推广 . 设 


A- [[4.cwc II x« 


ses scS 


则 A 是 积 空间 Ies X. 的 紧 集 . 对 每 一 点 ae A, 取 积 空间 的 基 中 的 元 Mes We 
使 we [eg We c W (这 里 W, IARA s, W, z X). 因 4 是 紧 集 , A 为 有 限 
个 这 种 元 素 所 覆盖 . 记 作 


Ac [[wiou[[w2u---u][w? cw. 
scS ses scS 
存在 有 限 集 So = {51,52,---, si) C S fH Wi = X,(0 = 1,2,---,k) Hse S — So JX 
立 . 设 


k 


wm=U (I vw) w= ID x 


i=1  s€So sES— So 
则 有 
II 4: x ( II As) CW; x We C W. 


sESo sES—So 


由 习题 3.32 (有 限 积 情况 ), 存在 开 集 Us C Xs (se So) 使 


II 4.c I[ V cw. 


sE So sE So 


XI s € S -— So, W Us = Xs, WA ILes As = [Les Us C W. 证 完 . 
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设 有 两 族 空间 (X.).es, {Ys}ses 及 一 族 映 射 {fs}ses 使 fo: Xs > Yo. 称 映 
Hf: Iles Xs ^ Ies Ys 是 映射 {fs}ses 的 积 (product of mapping family, 记 作 
f ^ ILes fs), WR f f£ [Tes Xs 中 的 点 {zs}ses 对 应 [Les Ys 中 的 点 {fs(zs)}ses. 

引 理 7.2.5077. 一 族 完备 映射 {fs}ses 的 积 f — Iles fs 是 完备 映射 . 

证 明 R fs: Xs 一 Ys (s e S) 是 完备 映射 .对 每 一 y = {yshses € 
Tes ¥o fy) = Ies i0) 显然 是 紧 的 ， 利 用 积 空间 中 基 的 构成 ， 易 验 证 
f 是 连续 的 . 还 要 证 f 是 闭 映 射 . 

对 每 一 y = lys]ses € Ises Ys R [ses X, 中 开 集 


U»5f (y = 1 4 0s), 
ses 
由 引 理 7.2.4, 存在 开 集 Us C X, 使 Us AX, DON S 的 有 限 子 集 So 中 的 元 s RA, 
AYE U 5 Tes Us 2 Mees fo (ys). W So = {81, sa ,sp 对 每 一 i < ,由 于 
fo, 是 闭 映 射 , Us, D fil (ys), 由 推论 1.5.1, 存在 开 集 UL 使 


matar mh Wd UD EUIS Y 


从 而 TIses Us > seg US > Mees fe (ys), 这 里 对 se S- So MUL = X, E 
U' = J] es UL W U F, 


UDU fy), U= fU’) ALU) FF Y. 


由 推论 1.5.1 知 , f 是 闭 映射 . 证 完 . 

定理 7.2.2 B05] Wt {Xijien 是 一 列 仿 紧 M 空间 , 则 积 空间 [Ley X; 是 仿 紧 
M 空间 . 

证 明 ”对 每 一 X, (i € N), 由 推论 7.2.2, 存在 度量 空间 Y; 及 由 x; Ay, 上 的 
完备 映射 fi WIW 7.2.5, Ten fi: Iien Xi 一 Tien Yi 是 完备 映射 , 而 Iien Y; 
是 度量 空间 (定理 4.1.10), 再 由 推论 7.2.2 得 证 . 证 完 . 

按 两 个 仿 紧 空间 的 积 未 必 是 仿 紧 空间 ( 例 2.3.3 和 例 2.3.4), Isiwatal? 给 出 两 
个 完全 正则 的 M 空间 的 积 不 是 M 空间 , 所 以 定理 7.2.2 显得 非常 奇妙 . 

关于 仿 紧 空间 的 可 数 积 的 保持 问题 的 研究 是 由 履 盖 性 质 导 向 广义 度量 空间 的 
一 个 途径 . 这 一 问题 可 归结 为 找 出 这 样 的 拓扑 空间 类 A ( 尽 可 能 广泛 些 ), f s 中 
仿 紧 元 素 序列 的 积 是 仿 紧 的 . 对 类 2 来 说 也 要 求 关 于 通常 的 拓扑 运算 是 封闭 的 . 

1960 F, Frolik? 成 功 地 把 类 2 取 为 所 有 Cech 完全 空间 (Cech-complete 
space[r9)， 完 全 正则 空间 X PKA Cech 完全 空间 , 如 X 是 它 的 Stone-Cech 紧 化 
BX 中 的 Gs R. 按 Cech 完全 空间 类 关于 可 数 积 是 封闭 的 (习题 7.9)，1963 年 ， 
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Arhangel'skii!5 推广 了 Frolik 的 结果 , 把 A 取 为 所 有 p 空间 , 这 p 空间 类 也 关于 
可 数 积 是 封闭 的 (定理 7.2.3). 

EX 7.2.38 完全 正则 空间 X 称 为 p 空间 (p-space), 如 果 存 在 BX 中 的 开 
集 族 序列 {Un }nen 满足 : 

(i) 每 一 4, 覆盖 X; 

(ii) 对 每 一 z € X, Ney st(x, 2.) C X; 
如 果 还 满足 : 

(ili) Men st(z, Ya) = nen st(r, Ya), 
则 称 X 为 严格 p 空间 (strict p-space). 

按 T» 局 部 紧 空 间 X 是 它 的 Stone-Cech 紧 化 BX 中 的 开 集 ( 引 理 3.6.1), BR, 
Ts。 局 部 紧 空 间 是 Cech 完全 空间 , 而 Cech 完全 空间 是 p 空间 , 这 是 因为 Cech 完 
全 空间 X = (eg Un, Un FF 8X, 定义 7.2.3 中 的 Yn 可 取 为 单元 素 集 族 {Uy}. 

注 记 1 定义 7.2.3 中 的 Stone-Cech Att 8X 可 用 任 一 紧 化 ox RẸ, 因为 
如 果 {2 uen 满足 定义 7.2.3 关于 aX 情况 下 的 所 有 条 件 , 由 定理 3.6.4, 存在 映射 
f :BX 一 aX, 使 f|x 是 恒 等 映射 . 容易 验证 fUn) ={f 1(U) :Ue Ya} 满足 
定义 7.2.3 关于 8X 情况 的 相同 条 件 . 由 此 可 使 下 述 定理 7.2.3 容易 得 证 . 

注 记 2 WK M+. WAY (n EN), 因为 可 用 AA--- AU, REM, (符号 
“UNV”? 表示 集 族 U,V WAS, B 47 ^Y, ={UNV:UEY,VEY}). 

定理 7.2.3Ha 设 {Xijien 是 一 列 p 空间 , 则 积 空间 Tien Xs Æ p 空间 . 

证 明 ”对 每 一 Xj 设 {Uy hjen 是 0X; 中 的 开 集 族 序列 , 满足 定义 7.2.3 的 
(i), Gi). 下 面 对 积 空间 [Len X; 构造 [Lies 8X; 中 的 开 集 族 序列 : 


UV = [ui x [[ 2x: : U1 € Mah, 
i> 
Uz = [ui x U5 x [[ 2x: :U, € 4A 2, U2 € Ua}, 
i»2 
&, - LII [I 8X: : Ui e s. i<nh. 


isn i>n 


由 上 述 注 记 1, {Z jn 满足 定义 7.2.3 的 (1), (ii). 证 完 . 
下 面 定 理 7.2.4 是 严格 p 空间 的 有 效 刻画 . 
定理 7.2.41 完全 正则 空间 X 是 严格 p 空间 当 且 仅 当 存在 X BIET 
列 {Gr}men 满足 : 
(i) 对 每 一 x € X, Pr = (e stt, In) BRR: 
(ii) {st(a,Gr)}nen 是 P. 的 邻 域 基 . 
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证 明 i X 是 严格 p 空间 , 存在 BX 中 的 开 集 族 序列 (45, uen 满足 定义 
7.2.3 的 (D~, 由 这 定义 的 注 记 2, 可 设 为 Yayi 加 细 Yn (n EN). 


P, = (| st(a,%) = (^| sto Ya) 


mEN ncN 
是 紧 空 间 6X 的 闭 集 且 包 含 在 X 内 , 所 以 P © X WAR, E 
Ga ={UNX:UEY,}, 


显然 , Pr =Mnen sth, Sa). 下 证 (st(z, 4,)) neu 是 P; 的 邻 域 基 . 

设 X 中 的 开 集 UD 已 , WREE v, € st(x,G,) 2 U (n €N), 则 序列 {£n} Æ 
BX PFARA, CJ a, 那么 x! € C) cyst(z,M%) = Ps CU, 从 而 无 限 项 £n € U, F 
JB. 所 以 存在 ne N M st(z, 4,) CU, W {st(x,G)}nen 是 P, 的 邻 域 基 . 

反之 , B {多 ,jwen 是 空间 X 的 开 和 覆盖 序列 , 满足 本 定理 的 G) 及 (ii), E 


Un ={U:U 是 BX WJTAEH. Un X e &,), 


WW (Zen 是 BX 中 的 开 集 族 序列 . 显然 , {Z jn WEE X. 7.2.3 的 (i). 下 证 它 
满足 定义 7.2.3 的 (ii), (3), 从 而 X 是 严格 p 空间 . 

P, = (Aen st(z, n) 是 紧 集 , 从 而 是 BX 中 的 闭 集 . 对 任 一 ye BX — X, 由 于 
PCX, 所 以 6X — (y) 是 含 P, 的 开 集 . 因为 6X 的 正规 性 , 存在 BX 中 开 集 O 
使 


P,COCOC BX — {y}, (7.2.4) 


这 里 O 是 O 关于 BX WH. 由 (7.2.4), P CONX. 因为 OnX 是 X 中 的 开 
集 , 由 本 定理 的 (ii), 存在 m € N, 使 


B.cst(z, nm) CONAX CONAX, 


MEA] st(x,Gn) = st(£, Ym) N X, 所 以 st(x, Yn) AX C On X. 这 说 明 st(x, Ym) 中 
包含 于 X 中 的 部 分 包含 在 O 内 , 于 是 st(z, Y n)-0 C 8X — X. HF st(x, Yn)- O 
是 BX 中 开 集 , A BX 中 不 空 的 开 集 必 与 X 相交 , 所 以 sttz, Za) - O = e. 从 
而 st(z,24,) C O C BX — {y} (H (7.2.4)). BF y 是 8X — X 中 的 任意 点 , 从 而 
门 wen st(z, Ya) CX, 满足 定义 7.2.3 的 (ii). 此 外 , 对 于 每 一 ne N, 与 (7.2.4) 式 类 
似 , 存在 BX 中 开 集 O 和 meN 使 


P, C st(£, Ym) C O C O cst(z Yn), (7.2.5) 


MW st(z, Ym) C st(z; Yn). 从 而 Dren st(x, Zr) = (Meu stc, Yn), 满足 定义 7.2.3 的 
(iii). 证 完 . 
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推论 7.2.3 (a) 完全 正则 的 可 展 空间 是 严格 p 空间 [7. 

(b) 严格 p 空间 是 wA 空间 (621. 

WEB] (a) 在 Ti 可 展 空间 , P, = {2}, 显然 满足 定理 7.2.4 的 (i), (ii). 

(b) 如 对 某 x, £n € st(a,%n), 不 妨 设 Goi MAG, (n €N) (定义 7.2.3 的 注 记 
2), 则 TY St(£, Ga) emit. D {£n £n 由 于 Pes *X 
知 (zs) ARAB Pe 证 完 . 

引 理 7.2.6 7*9 i x 是 正则 空间 , Y CX 是 0 加 细 子 空间 , (27, nen EX 
中 的 开 集 族 序列 , 每 一 2, 覆盖 Y. 则 存在 空间 X 的 开 集 族 序列 {%,}wen, 使 每 一 
V, 覆盖 了 且 对 每 一 VEY， 


N st(y, Mr) = N st(y, Mn) C N st(y, Un). 
ncN ncN ncN 

证 明 W Y Æ X TERK, i VIY -(UnY:Ue) PRAY We 
加 细 性 及 x 的 正则 性 , 对 每 一 m CN, 归纳 地 定义 X 的 开 集 族 序列 {mn n}nen, 使 
每 一 Vn n 覆盖 Y 并 满足 下 述 (1), (i). 

4, 具有 关于 Y 的 9 加 细 序 列 {nY hnes (An 是 XX 中 的 开 集 族 覆盖 Y), 
使 Hn (n € N) 中 元 的 闭 包 包 含 在 y 的 某 元 中 . 

4 No, 具有 关于 YY 的 0 加 细 序 列 {%%,n|Y}nen (Van 是 X 中 的 开 集 族 履 盖 
Y), 使 Yon (n € N) 中 元 的 闭 包 包 含 在 A. 的 某 元 中 及 yV, M WITH. 

UW ^(N, ies Vij) 具有 关于 了 的 0 加 细 序 列 (75, |Y nen (Yan 是 关中 的 开 集 
Jus Y), Hn (n € N) 中 元 的 闭 包 包含 在 ,; (ij < 3) 的 某 元 中 及 和 (k < 3) 
的 某 元 中 . 

继续 下 去 , 可 得 到 

(i) {Yn,nl¥ jnen 是 每 一 ViglY (i,j <m) 及 每 一 UlY (k < m) Bj 0 加 细 序 列 ; 

(ii) 对 每 一 Ve Vann, TEW € Yj (i,j < m) 4E V CW 及 存在 Ui € 24 (k < 
m) f& V C Up. 

Ware Nigen sty, 765), 这 里 y e Y, Me i,j, 让 mm > max{i,j}, FE n € N 
使 y 仅 属于 nn 中 有 限 个 元 , 则 st(y, Yan) -U(V:y € V € Yos), M (ii), 


ULV :y EV E Imn} CU(W:y EW € Y,,) =st(y, V5). 


而 x € Njen st(y, Wj) > x € st(y, nn) C st(y, %3), 所 以 对 每 一 对 ij EN, A 
x € st(y, %5), BI æ € N; jenst(y, Vig). AT Ni sen ty 755) = Ni jen st(y, Vis): 

由 (ii), 显然 N jen st(y, 715) C Men st(y, Va), 把 可 数 个 集 族 {hijen 重新 
编号 为 {%,}wen, 则 引 理 得 证 . 证 完 . 

定理 7.2.52] ”对 完全 正则 的 9 加 细 空 间 X, 下 列 论断 等 价 : 
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(i) X 是 严格 p 空间 ; 

(i) X 是 p 空间 ; 

(ii) X 是 wA 空间 . 

证 明 ”只 要 证 明 (ii) > (i) A (iii) > (i). 现 证 (8) > (). HX Æ 0 加 细 的 
p 空间 , {jen 满足 定义 7.2.3 的 (i), (ii). ASHE 7.2.6 可 构造 X. 的 开 覆 盖 序 
列 {anen 使 对 每 一 x € X, Oren stt, 75) = (ew st(2, Mr) C Men sth, Ya), 则 
{jnen 满足 定义 7.2.3 的 (1) (0), X 是 严格 p 空间 . 

(ii) > ). 设 {Zahnen 是 0 加 细 空 间 X 的 wA 序列 , 同样 由 引 理 7.2.6 构造 
开 和 覆盖 序列 {anen WE, 由 引 理 7.2.3 的 证 明知 已 = 门 ,<Nst(z, 05) 是 可 数 紧 的 
闭 子 集 , B (Xue 满足 定理 7.2.4 的 (ii), 因 9 加 细 性 是 iso 紧 的 (定理 6.6.1), W 
P, 是 紧 集 , 满足 定理 7.2.4 的 (i), 故 X 是 严格 p 空间 . 证 完 . 

推论 7.2.4 ”下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 仿 紧 p 空间 ; 

(ii) X Æ T2 仿 紧 wA 空间 ; 

(iii) X 是 T» 仿 紧 M 空间 . 

证 明 ”只 需 证 明 (i) — (iii), 其 余 来 自 定理 7.2.5. 设 {A jneN 是 To 仿 紧 wA 
空间 X 的 wA 序列 , rh X 的 仿 紧 性 , 存在 X 的 开 履 盖 序列 {Xj}nen 使 每 一 Xo 
星 加 细 Y, ^ Ua (n EN), JU {(Ya}nen Æ X f M 序列 . 证 完 . 

由 推论 7.2.2 得 以 下 推论 . 

推论 7.2.508 T, 空间 X 是 仿 紧 p 空间 当 且 仅 当 X 是 某 一 度量 空间 在 某 
一 完备 映射 下 的 逆 像 . 


更 结合 定理 7.2.2 有 下 述 定理 . 
定理 7.2.603 设 {Xijhien 是 一 列 仿 紧 p 空间 , 则 积 空间 Plien Xi 是 仿 紧 p 
空间 . 


定理 7.2.5 证 明了 每 一 4 加 细 的 p 空间 是 严格 p 空间 . 是 否 每 一 严格 p 空间 
是 0 加 细 空 间 ? 这 是 著名 的 严格 p 空间 问题 (strict p-space problem), 这 一 问题 由 
Chaber 和 Junnilalssl 明确 提出 , 而 实质 上 Burkel63 于 1972 年 已 提出 了 . 此 问题 
的 答案 如 果 肯 定 的 话 , 严格 p 空间 可 得 一 漂亮 的 刻画 (推论 7.2.6). 不 仅 如 此 , 由 
Kullman 39] 证 明 的 “完全 正则 空间 X 是 可 展 的 当 且 仅 当 X 是 9 加 细 的 pb 空间 且 
具有 Gs 对 角 线 ”及 Worrell 证 明 的 ( 见 文献 [66] 的 表 1 或 文献 104] 的 定理 1.8) 
“完备 映射 保持 9 加 细 的 p 空间 ”, 分别 可 得 下 述 推论 7.2.7 及 推论 7.2.8. 所 以 此 
问题 的 解决 显得 非常 重要 , 特别 期 待 着 正面 的 答案 . 关于 此 问题 的 详细 叙述 见 文献 
[104]. 有 趣 的 是 , 正当 Davis 论文 发 表 时 , 此 问题 已 被 我 国学 者 江 守 礼 P13] 正面 解 
th. 这 是 20 世纪 后 25 年 我 国学 者 在 覆盖 性 质 与 广义 度量 空间 方面 的 最 好 结果 , 也 
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是 国际 上 这 方面 的 最 好 结果 之 一 ( 见 文献 [168], [222] 和 [71]). 限于 篇 幅 , 这 里 不 转 
录 江 守 礼 的 证 明 , 仅 叙述 结果 . 

定理 7.2.7( 江 守 礼 定理 PB) 严格 p 空间 是 9 加 细 空 间 . 

由 定理 7.2.5, 有 下 述 推论 . 

推论 7.2.6 ”空间 X 是 严格 p 空间 当 且 仅 当 X 是 9 加 细 的 p 空间 . 

由 上 述 KullmanP36 的 结果 , 有 下 述 推论 . 

推论 7.2.7 ”完全 正则 空间 X 是 可 展 空间 当 且 仅 当 X 是 严格 p 空间 且 具 有 
Gs 对 角 线 . 

由 上 述 Worrell 的 结果 , 有 下 述 推论 . 

推论 7.2.8 ”完备 映射 保持 严格 p 空间 . 

M 空间 与 p 空间 的 性 质 有 些 类 似 , 对 比如 下 : 


M 空间 p 空间 
为 拟 完 备 映 射 的 道 像 保持 [906] 为 完备 映射 的 逆 像 保持 |S) 
不 能 为 完备 映射 保持 [906] 不 能 为 完备 映射 保持 84 


附加 正规 性 能 为 拟 完备 映射 保持 POO 306] | 附加 9 加 细 性 能 为 完备 映射 保持 (00 
附加 正规 性 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 B81 | 附加 9 加 细 性 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 


M 空间 与 p 空间 是 由 不 同方 式 定义 的 , 两 者 之 间 没 有 任何 关系 . Neimytzki 半 
平面 ( 例 2.2.3) 是 p 空间 , 但 不 是 M 空间 . 关于 M 空间 不 是 p 空间 的 例 见 文献 
[166] 的 例 3.23. 有 趣 的 是 , 在 Ta 仿 紧 空间 情况 两 者 等 价 (推论 7.2.4). 两 者 对 仿 紧 
空间 的 可 数 积 保持 问题 得 到 了 相同 的 结论 (定理 7.2.2 和 定理 7.2.6). 前 面 曾 把 此 
问题 归结 为 找 空 间 类 儿 中 的 仿 紧 元 素 序 列 的 积 是 仿 紧 的 . 对 类 A 说 也 要 求 对 通 
常 的 拓扑 运算 封闭 . Morita 取 A A M 空间 类 , Arhangel’skii 取 7 A p 空间 类 . p 
空间 类 关于 可 数 积 封闭 , M 空间 类 不 然 . 

综 上 所 述 , 这 两 类 空间 的 性 质 (关于 通常 运算 封闭 ) 未 必 良 好 . 在 7.3 节 中 将 引 
入 具有 良好 性 质 的 空间 类 (o 空间 类 与 2 空间 类 ), 更 完善 地 解决 仿 紧 空间 的 可 积 
性 问题 . 


7.3 c 空间 与 E 空间 


7.1 节 和 7.2 节 中 的 广义 度量 空间 是 由 Alexandroff-Urysohn 度量 化 定理 引入 
的 . 下 面 将 由 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 引入 更 多 的 广义 度量 空间 . 首先 , 在 
AE AP 将 减弱 上 述 定理 中 的 基 的 概念 . 
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回忆 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 4.3.6 和 定理 4.3.7): 拓扑 空间 X 
可 度量 化 当 且 仅 当 X 是 正则 的 且 满 足下 列 条 件 之 一 : 

(i) 具有 o 局 部 有 限 基 ; 

( 具有 o 离散 基 . 

3.1 节 曾 引入 网 络 概念 (定义 3.1.2). 拓扑 空间 X 的 子 集 族 of 称 为 此 空间 的 
网 络 , 如 果 对 每 一 开 集 U I c € U, 存在 Ae o 使 ze AC U. 如 果 更 设 w 是 
离散 、o 局 部 有 限 、o 闭 包 保持 的 , 则 分 别称 X 具有 o 离散 网 络 、o 局 部 有 限 网 
络 、o 闭 包 保持 网 络 . 

定义 7.3.15 空间 X KJ o 空间 (o-space), WR X 具有 o 局 部 有 限 
网 络 . 

上 述 定 义 无 非 是 把 Nagata-Smirnov 定理 中 的 “ 基 ” 换 为 “网 络 ”. 基 的 元 素 要 
KENE, 网 络 没 有 这 一 要 求 . 当空 间 x 是 正则 时 , 则 网 络 的 元 素 可 以 设 定 为 闭 集 ， 
这 网 络 称 为 闭 网 络 (closed network). 具有 o 局 部 有 限 闭 网 络 的 空间 显然 是 次 仿 紧 
的 (定理 6.1.1), 且 容 易 验 证 这 空间 的 开 集 是 pF, E, 所 以 有 下 述 定理 . 

定理 7.3.1 EW o 空间 是 次 仿 紧 的 9, 且 是 完备 的 9241. 

不 同 于 前 面 的 M Ap. p 空间 , o 空间 具有 良好 的 拓扑 属性 . 

定理 7.3.2024 o 空间 的 任 一 子 空间 是 o 空间 ( 即 o 空间 具有 遗传 性 ). 

证 明 是 直接 的 , 留 给 读者 (习题 7.14). 

定理 7.3.3 324 DRS o 空间 的 积 是 o 空间 . 

WEBB X = [ey Xn, 每 一 Xn (n € N) Bo 空间 , 具有 o 局 部 有 限 
网 络 Umen Gn, RR cn 是 局 部 有 限 的 ， 不 失 一 般 性 , 可 设 对 每 一 n, m eN, 
AR Coen QUE 


a, - IA ID d eint 
i=l i»n 

容易 验证 , 每 一 v, 是 X 中 的 局 部 有 限 族 , Unen Ar 是 空间 X 的 o 局 部 有 限 网 络 ， 
所 以 X 是 o 空间 . 证 完 . 

定理 7.3.4B24 可 数 个 o 闭 子 空间 的 并 是 o 空间 . 

证 明 是 直接 的 , 留 给 读者 (习题 7.14). 

度量 空间 具有 遗传 性 且 可 数 个 度量 空间 的 积 是 度量 空间 (定理 4.1.10), 具有 相 
应 于 上 述 定理 7.3.2 及 定理 7.3.3 的 性 质 , 但 不 具有 相应 于 定理 7.3.4 的 性 质 , 见 例 
4.1.4, 但 有 下 述 推论 . 

推论 7.3.1 “可 数 个 可 度量 化 闭 子 空间 的 并 是 o 空间 . 

证 明 ” 因 度 量 空 间 是 o 空间 , 由 定理 7.3.4 得 证 . 证 完 . 

下 面 定 理 是 o 空间 的 重要 刻画 . 
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定理 7.3.5 (Siwiec-Nagata 定理 962) 对 正则 空间 X, 以 下 论断 等 价 : 

(i) X 具有 o 闭 包 保持 网 络 ; 

(ii) X Æ o 空间 (BU. X 具有 o 局 部 有 限 网 络 ); 

(iii) X 具有 o 离散 网 络 . 

WEBB ESR (iii) > (ii) > (i), ME (i) > (iii). RAW — Unen 是 X 的 网 
络 , 每 一 v, 是 闭 包 保持 的 , AX 是 正则 的 ,ezy 中 元 的 闭 包 形成 的 集 族 仍 是 X 的 
网 络 , 故 可 设 op 中 的 元 是 闭 集 . dd wv, ={A.:a€l,}, E 


Fam = ULA E€ Bn: AN Ag = 9) (AETn; MEN). (7.3.1) 


Fam 是 闭 集 . (Aa, Fam) 是 由 两 个 不 相交 闭 集 形成 的 集 族 , 作 这 些 集 族 的 交 , 记 其 
为 
Hn,m 3i A{{4a, Fam} :QE T. 


Hy om 中 的 元 H 可 以 记 作 
H(I") = (Mf Ag: aE DY) A (A Fam: 0 € In- Y, Pcr. (7.3.2) 


容易 验证 , Hrm 是 互 不 相交 的 闭 集 族 , 为 了 证 明 Hm 是 离散 的 , 只 要 证 明 Hrm 
是 闭 包 保持 的 (习题 5.6). 

任 取 {Ih : A € A}, HEI C Ta. W rg UH): A e 4}, 则 对 每 一 和 e A, 
x ¢ H(I). B (7.3.2), MA £ (As: € P1) RE x €EN{Fam:a€ In- T1). 
从 而 或 者 x 4 某 As, ox € Dt; RE rg KH Fam, au EIn- r. 置 


N={rEA:c ENA: oa € DT) 
A" [Ac A:zén Fou onc In- DI. 


显然 , AU A = A, 并 置 


Eyes D] Aans PS Fanm, 
AEA’ Lc A" 
则 Fi, Fo EMR, S V = X — (FP U FS), BA V 是 x 的 开 邻 域 与 UHI): AEA} 
不 交 , 故 H(I): A € A} 是 闭 集 . 26, 是 闭 包 保持 的 , 从 而 是 离散 的 . 
现在 证 明 7 = U, men “am 是 网 络 . 对 zeX 及 包含 x 的 开 集 U, Ao 是 
网 络 , FFE n CN, ao C In IË ze A4, CU. SI’ = {a€ In: 2 € Aa}, W 


r€n(As:a€I') c Ag CU. (7.3.3) 
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U{A E€ An: £ E A} = Ufa: a € D, — I") 是 不 包含 xz HAR, Mit X —U(A, : 
oa€ID,-—I' 是 包含 x WIS. 因 o 是 网 络 , 存在 m € N, a € Ds, 使 


x E Aa, CX- UfAa: aE In- I"). 


从 而 Aa, N (U{Aa : @ € I, — I") = Ø. FA (7.3.1), Aa, C Fam SATA o € D, — I" 
成 立 . 故 有 
x E€ Ag, CMFam: ae In- TIT}. 
结合 (7.3.3) 式 得 
x E€ (Aa: a@ET YS) (Nf Fam: a € In —T"}) C Aa, CU. 


由 (7.3.2), x € H(I") CU. Wt o EX 的 网 络 . 证 完 . 

注 记 “定理 7.3.5 的 证 明 表 明 , 具有 o 闭 包 保持 闭 网 络 的 空间 具有 o 离散 的 
闭 网 络 , 从 而 是 o 空间 . 

推论 7.3.2092. iz f 是 由 o 空间 x 到 空间 YY 上 的 连续 闭 映 射 . 若 X 或 工 
是 正则 空间 , W Y 是 o 空间 . 

WEB] 若 X 是 正则 空间 , 则 x 具有 o 闭 包 保持 的 闭 网 络 c^ 因 f 连续 闭 ， 
f(x) 是 空间 Y By o 闭 包 保 持 的 闭 网 络 , 由 定理 7.3.5 AEW, Y 是 o 空间 . Y 
是 正则 空间 , 让 of dà X By o 闭 包 保持 网 络 , DA f 连续 闭 , f(x) 是 Y 的 o 闭 包 保 
持 网 络 , DA] Y 是 正则 的 , 由 定理 7.3.5, Y 是 o 空间 . 证 完 . 

下 面 将 证 明 可 数 个 Ts WR o 空间 的 积 是 To WR o 空间 (定理 7.3.6). 为 此 
先 给 出 下 列 两 引 理 . 

51 7.3.1804 d X,Y 都 是 Ts 仿 紧 o mH, X x Y 是 To fi o 空间 ， 
从 而 是 完备 正规 空间 . 

证 明 ”由 定理 7.3.5, 设 Unen Mn 是 o 空间 X 的 o 离散 闭 网 络 , 每 一 Y, = 
[Valaem, 是 离散 闭 集 族 . Wt € = {Uahaca 是 积 空间 X x Y BSJPRGS. 对 每 一 
ncN, Bc B,, E 


P(n,8,o) 2 U(P : P Æ Y 中 的 开 集 使 Vs x P C US) (ae A), 
P(n, 8) = U(P(n, 8,0) : o € A}. 


{P(n,8,a)}oca 是 P(n,8) WIR. To 仿 紧 o 空间 Y 是 完备 正规 空间 , 是 遗 
传 仿 紧 的 (推论 5.3.1), 于 是 Phin, 0) BY PIF. Fo R, BRN. FEY 
中 局 部 有 限 的 (定理 5.3.1 的 注 记 ) 开 集 族 (Ho]aea 覆盖 P(n, 6) 且 精 确 地 加 细 
{P(n,B,a)}aea. 因为 (Valaen, 是 X 中 的 离散 集 族 , 所 以 (Va x Halaen, aca 是 
Xx Y 中 的 局 部 有 限 集 族 . 置 = (Va x Hahpes,nenacda, 下 证 2€ Bit X x Y. 
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X (v,y)eXxY,ffi&ocA1l(xy € Ux, 分 别 存在 X,Y 的 开 集 V,U 使 得 
(x,y) €VxU C Us, FETE n EN, GB € Bi 使 ze Va C V, MAT (z,y) eVaxU c 
Ua, FÆ U C P(n,B,a), PW (z, y) € Va x P(n, b,a) C Va x P(n, 8), Bl {Ha}aca 
覆盖 P(n, b), 存在 a € A fi (z, y) € Va x Ha € 2€, OW Tus X x Y. 

对 每 一 mn c N,, = (Va}oce, 是 离散 闭 集 族 ， 由 推论 5.1.2, 空间 X 是 集 态 
正规 的 , 存在 离散 开 集 族 {Wa}ses,, 使 对 每 一 6 € Br, Wa D Va. 从 而 (Wa x 
Ho)geB,ocA Æ X x Y 中 的 局 部 有 限 开 集 族 . 置 


X = {(We x Ha) NU a} 6eB,.nEN,ae A> 


WW 是 正则 空间 Xx Y 的 o 局 部 有 限 开 和 覆盖 , 加 细 {Us}aea, 所 以 X x Y 是 仿 
紧 空 间 (定理 5.1.1). e 空间 与 o 空间 的 积 是 o 空间 (定理 7.3.3), 于 是 XxY 是 
Ts HA o 空间 , 从 而 是 完备 正规 空间 . 证 完 . 

下 面 的 引 理 属于 K. Morita ( 据 文 献 [324]). 

引 理 7.3.2” 设 对 每 一 ne N, Xix.…xX Æ To WZ o ZA, JU] X — IT, X; 
是 Ts 仿 紧 o 空间 . 

WEBB BA X 是 正则 o 空间 (定理 7.3.3), 只 要 证 明 X 是 仿 紧 的 . 

dv eX WIE. FERWAR Unen 使 中 的 每 一 元 具有 形式 
Thien Vix Ilion Xi Vi 是 Xi; 中 的 开 集 . 对 每 一 ne N, X 中 的 开 集 族 FE Das Xi 
上 的 投影 Vi RMA [licn Xi RIL Gn. 由 于 [licn Xi 是 遗传 仿 紧 的 , G 是 
仿 紧 的 , 存在 G, WARA RFE YW/ 加 细 YW. ER 


,= Iw; x Ix: we»; 
in 

Wy 是 Gn X IL. Xi KURA RA Bite, 因 G,, x ILL, X; 是 X 中 的 开 集 ， 从 
而 是 P. fe. 故 上 述 局 部 有 限 性 可 作为 关于 空间 X 的 (定理 5.3.1 的 注 记 ). 从 而 
W = Unen 是 X 的 o 局 部 有 限 开 和 覆盖 ,加 细 Unen Ma, X 是 仿 紧 空 间 (定理 
5.1.1). 证 完 . 

定理 7.3.6024. X {Xijien 是 一 列 Ta 仿 紧 o 空间 , 则 积 空间 TT cy Xi 是 To 
仿 紧 o 空间 . 

证 明 ”由 引 理 7.3.1 及 归纳 法 , 对 neN, XxxX Æ To Ji o 空间 , 由 
FH 7.3.2 知 lien X; 是 T WZ o 空间 . 证 完 . 

XT M 空间 的 定理 7.2.2、 关 于 p 空间 的 定理 7.2.6 和 上 述 定理 7.3.6 都 围绕 
着 解决 可 数 个 仿 紧 空间 的 积 仿 紧 性 问题 . 从 上 述 可 以 看 到 o 空间 的 属性 远 比 M 空 
ll]. p 空间 好 . 但 也 有 个 别 不 足 之 处 , 它 不 同 于 MEE, p 空间 能 分 别 为 拟 完备 
映射 , 完备 映射 的 逆 像 保持 , o 空间 未 必 能 为 有 限 对 一 的 连续 闭 映射 道 像 保持 . 让 


E 
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Z 是 例 3.1.2 给 出 的 Alexandroff 双 线 空间 ， Y 是 2Z 的 子 空间 CA, 定义 f:Z~Y 
是 投影 映射 , 则 f 是 二 对 一 的 连续 闭 映 射 . 由 于 YY 是 度量 空间 , 所 以 Y 是 o 空间 . 
又 由 于 Z 是 To X. 不 可 度量 空间 , 所 以 2 不 是 o 空间 ( 见 定理 7.3.13). 

c 空间 与 M 空间 是 “截然 不 同 ” 的 两 类 空间 (不 同 于 M 空间 与 p 空间 ), 即使 
加 上 仿 紧 性 也 不 能 使 它们 有 所 “联系 ”, Nagamit 曾 给 出 这 样 的 例 : 仿 紧 M 空间 
不 是 c 空间 , 仿 紧 o 空间 不 是 M 空间 . 其 实 , 上 段 已 指出 Alexandroff 双 线 空间 
是 紧 空间 不 是 o 空间 , 从 而 它 是 仿 紧 M 空间 不 是 o 空间 ; 7.4 节 的 例 7.4.1 中 的 
Michael 空间 是 正则 的 可 数 空间 不 是 第 一 可 数 空间 , 于 是 它 是 仿 紧 o 空间 不 是 M 
空间 ( 见 定理 7.3.13). 

下 面 叙述 关于 o 空间 的 和 定理 . 由 o 空间 的 映射 定理 (推论 7.3.2) 可 得 o 空 
间 满 足 遗 传 闭 包 保 持 闭 和 定理 . 

EH 7.3.7 WE {fo}aea 是 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 闭 覆 盖 , 每 一 Ff (a € A) 
是 正则 o 空间 , 则 X 是 o 空间 . 

WEBB ”在 定理 5.5.5 PR 多 为 具有 o 闭 包 保持 的 闭 网 络 , 由 定理 7.3.5、 推论 
7.3.2 及 定理 5.5.5 得 证 . 证 完 . 

更 强 于 遗传 闭 包 保 持 闭 和 定理 的 是 控制 闭 和 定理 . 

EM 7.3.2 We F 是 空间 X 的 闭 集 族 , Ek X 为 多 所 控制 (dominated?™)), 
如 果 X 的 每 一 子 集 K 是 闭 的 当 且 仅 当 存在 子 集 族 F CF WES 覆盖 K, H 
对 任 一 Fe.Z', FOK BAR. 如 果 空 间 X NEWARE F = {Fa}aca 所 控制 ， 
HH Fa (a € A) 具有 拓扑 性 质 儿 , 则 x 也 具有 性 质 FA, 那么 称 P 满足 控制 闭 
和 定理 (dominated closed sum theorem 9971), 

显然 , 空间 X 为 它 的 遗传 闭 包 保持 (局 部 有 限 ) 闭 覆 盖 所 控制 . 

Okuyamal?9 曾 证 明 在 假设 空间 是 正规 的 情况 下 , co 空间 满足 控制 闭 和 定理 . 
Burke 和 Lutzer4 曾 提 出 能 否 去 掉 “正规 ”这 假设 , 直到 1991 年 为 林 寿 253] 所 解 
tk. 他 的 证 法 与 Okuyama 不 同 , 引入 了 新 的 概念 , 本 书 限 于 篇 幅 , 不 予 转载 . 

定理 7.3.8053]. 设 空间 x 为 它 的 闭 履 盖 {fo}aea 所 控制 , 每 一 Fy (a € A) 
是 正则 o 空间 , WU) X 是 o 空间 . 

下 面 介 绍 一 些 有 关 的 度量 化 定理 ， 首 先 改 进 上 述 Sneider 度量 化 定理 (定理 
7.1.3), 把 “ 紧 ” 减弱 为 “可 数 紧 ”. 

引 理 7.3.35) 具有 Gs 对 角 线 的 可 数 紧 空 间 是 紧 空间 . 

WEBB 设 X 是 可 数 紧 空 间 , {Zanen 是 X 的 Gs 对 角 线 序列 . AX 不 是 紧 
的 , 则 存在 x 的 开 覆 盖 PRANATAN. 取 zo € X, WEE no € N, 使 Y 
不 包含 可 数 子 族 履 盖 X — st(x0,Gn.). 不 然 的 话 , 对 每 一 n e N 都 可 找到 可 数 子 族 


HY 
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Un CU 覆盖 X —st(zo, Ga), 由 于 


U (X —st(zo, fn) = X — N st(z0, fn) = X — {xo}, 
mEN mEN 

所 以 Unen Un 将 是 X — (no): 的 可 数 子 覆盖 , 从 而 具有 可 数 子 族 覆 盖 X. 

对 每 一 a € wi, 可 以 归纳 地 选取 点 zw € X Rn € N, fi 

(i) ta € Uga st(zo, ng); 

(i) V 不 包含 可 数 子 族 覆 盖 X -Usca stro d). 
事实 上 , 由 上 段 所 证 , 不 妨 设 a 是 极限 序数 , 并 要 证 明 : 如 果 对 每 一 7 < oa 2 不 包含 
TATRAN Xs stg, Guy), 则 27 不 包含 可 数 子 族 覆 盖 X- Uren trate) 
不 然 的 话 , (st(va,4,,) : 8 < as UY BAAR TUS SS X (Al X 可 数 紧 ), 这 
有 限 子 族 必 包 含 st(ra,9,,) 型 的 开 集 ( 因 V 没有 有 限 子 族 履 盖 X). KART 
族 所 包含 st(ro,4,,) 型 集中 最 大 的 序数 6 是 >, WY ARAM TRE X- 
Use, st(z8, 多 1s), 与 论断 的 假设 矛盾 . 从 而 可 取 ze € X -Upea stro, Sag) 以 完成 
归纳 法 . 

综 上 所 述 , FER n € N 及 不 可 数 集 4 C wi 使 对 每 一 es 4 有 ng — n, W 
由 (i) WENEH V. 的 每 一 元 G 至 多 与 (ra: B € A} 中 一 个 元 相交 , 从 而 无 限 集 
{x8 :BE A) RA v RA, RH X 是 可 数 紧 空 间 矛 盾 (定理 3.5.2). 所 以 X 是 紧 
的 . 证 完 . 

定理 7.3.9 (Chaber 定理 B1) 具有 Gs 对 角 线 的 Ta 可 数 紧 空 间 是 紧 可 度量 
化 空间 . 

WEBB ”由 定理 7.1.3 及 引 理 7.3.3 得 证 . 证 完 . 
由 Gs 对 角 线 的 刻画 定理 7.1.2, 可 以 定义 较 强 于 Gs 对 角 线 的 G 对 角 线 . 

定义 7.3.3 ”空间 X 称 为 具有 Gt 对 角 线 (G;-diagonal?9), 如 果 存 在 X 的 
JH IPI (Az uen 使 对 任意 zy € X, x Z y, FEE n € N fi y d st(a,%) (等 
价 地 , 对 每 一 ze X, {a} = Mren stt, Yn). 上述 覆盖 序列 称 为 Gk 对 角 线 序列 
(G;-diagonal sequence). 

显然 , 具有 Gz 对 角 线 的 空间 是 Ts 空间 . 

注 记 ”由 引 理 7.2.6 MAA Gs 对 角 线 的 正则 9 加 细 空 间 具 有 G 对 角 线 . 然 
Tj, 存在 具有 Gs 对 角 线 的 To, 次 仿 紧 的 o 空间 不 必 具 有 G5 对 角 线 2601. 

定理 7.3.10 090. 具有 Gs 对 角 线 的 wa 空间 是 可 展 空间 . 

WEBB {Ahen {hen 分 别 是 空间 X 的 wA 序列 、G; 对 角 线 序列 . 置 


G ={G:G= (ur n Kj) Hi; € H, Ki € H, i&n) (n € N), 


i=1 


则 (9, sen 同时 是 wA 序列 及 G5 对 角 线 序列 , H. Gari 加 细 4, (n € N). 
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ware X Ran €st(x,GY,) (n E€ N), W {an} ARA p, 由 (st, 4,)) ex 递减 ， 
PE Mnenst(a,G). 因 {Gijnen 是 Gt 对 角 线 序列 , Maen ste, Mn) = {x}, HE p =z, 
从 而 x 是 可 展 空间 (习题 7.5 或 定义 7.2.1 的 注 记 ). 证 完 . 

注 记 ”具有 Gs 对 角 线 的 wA 空间 是 否 可 展 ?0186 这 问题 称 为 wA 空间 问题 
(wA-space problem). 1988 年 , Alster, Burke 和 Davis"?! 在 假设 CH 下 对 此 问题 给 
出 否定 的 回答 . 

下 面 把 定理 7.3.9 的 度量 化 定理 中 的 可 数 紧 空间 减弱 为 M 空间 . 

定理 7.3.1109 空间 x 可 度量 化 当 且 仅 当 X. Æ To, M 空间 且 具 有 Gs 对 
fa. 

证 明 ”必要 性 显然 , 仅 证 充分 性 . VE X 是 To, M 空间 且 具 有 Gs 对 角 线 , 由 定 
H 7.2.1, 存在 度量 空间 Y KA X $0 Y 上 的 拟 完备 映射 f. 8— y e Y, fy) 
是 可 数 紧 的 , 因 具 有 Gs 对 角 线 这 一 性 质 是 遗传 性 的 , 由 引 理 7.3.3, £71 (y) 是 紧 的 . 
从 而 f 是 完备 映射 , 由 推论 7.2.2, 知 X 是 仿 紧 的 . 由 于 X 是 T 空间 , 所 以 X 是 
正则 空间 , 由 定义 7.3.3 的 注 记 , X 具有 Gs 对 角 线 . 由 定理 7.3.10, X 是 可 展 空间 . 
从 而 X 可 度量 化 (定理 7.1.4). 证 完 . 

定理 7.3.12 ”可 展 空间 是 o 空间 T, 正则 o 空间 具有 Gy HAR. 

WEB] it X 是 可 展 空间 , 具有 展开 {ajen 由 可 展 空间 是 次 仿 紧 的 , 对 每 
一 €, 存在 o BAMA Bi Fn, 从 而 易 证 F = Unen Fn Æ X BJ o 离散 网 络 ， 
FA X 是 o 空间 . o 空间 的 自 乘积 仍 是 o 空间 , 仍 是 完备 的 , 于 是 对 角 线 是 Gs Æ 
(To 空间 的 对 角 线 是 闭 的 , 习题 2.7). 因 正 则 o 空间 是 次 仿 紧 的 , 所 以 具有 Gt 对 
角 线 (定义 7.3.3 的 注 记 ). 证 完 . 

引 理 7.3.4053 可 数 紧 的 o 空间 是 紧 空间 . 

证 明 设 X 是 可 数 紧 的 o 空间 , 由 于 可 数 紧 空间 的 局 部 有 限 集 族 是 有 限 集 
(定理 6.6.13 的 注 记 1), 所 以 X 具有 可 数 网 络 , 于 是 X 是 Lindelöf 空间 , 从 而 X 
是 紧 空 间 . 证 完 . 

定理 7.3.13 059]. 空间 x 可 度量 化 当 且 仅 当 X Æ T M 空间 且 e 空间 . 

证 明 ”只 要 证 明 充 分 性 . 设 X To, M 空间 且 是 o 空间 , 由 引 理 7.3.4、 推 
论 7.2.1 和 推论 7.2.2, X 是 仿 紧 空间 , 从 而 x 是 正则 空间 . 由 定理 7.3.11 和 定理 
7.3.12 得 证 . 证 完 . 

注 记 “由 定理 7.3.13, Ts 可 数 紧 的 o 空间 是 可 度量 化 空间 . 然而 , 具有 Gs 对 
角 线 的 Ti 紧 的 o 空间 未 必 是 可 度量 化 的 . 例如 , 让 X 是 任 一 可 数 无 限 集 , 赋予 有 
限 补 拓 扑 ( 例 2.3.1), W X 不 是 T» 空间 , 从 而 不 是 可 度量 化 空间 , 但 X 是 具有 可 
数 网 的 T, 紧 的 可 展 空间 , 所 以 X 具有 Gs 对 角 线 (习题 7.34). 

前 面 提 到 M 空间 与 o 空间 是 两 类 “和 截然 不 同 ” 的 空间 , 有 趣 的 是 把 两 者 合 在 
一 起 形成 可 度量 化 , 相当 于 把 可 度量 化 “ 因 式 分 解 ”. 
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在 证 明了 仿 紧 M. 空间 的 可 数 积 保持 后 (定理 7.2.2), 我 们 兽 叙 述 关于 仿 紧 空间 
的 可 数 积 保持 问题 , c 空间 类 也 解决 了 这 问题 (定理 7.3.6), 但 是 仿 紧 o 空间 类 与 仿 
AM 空间 类 (或 仿 紧 p 空间 类 ) 没有 什么 “联系 ”, BARGER AAMT. Frolik? 
曾 证 明 “ 如 果 空 间 类 多 关于 可 数 积 是 封闭 的 , 则 多 中 元 素 按 完备 映射 f Om 
所 得 的 类 f-1({ 多}) 关于 可 数 积 是 封闭 的 >. 用 上 述 结果 于 o 空间 类 , 所 得 的 按 完 
备 映射 的 逆 像 类 记 作 fo} BY, 则 f (£o) 空间 类 关于 可 数 积 是 封闭 的 ; 用 
上 述 结果 于 仿 紧 o 空间 类 , 由 于 仿 紧 空 间 按 完 备 映 射 的 逆 像 是 仿 紧 空间 ， 知 仿 紧 
FUH 空间 类 关于 可 数 积 是 封闭 的 . 由 于 仿 紧 M 空间 (或 仿 紧 p 空间 ) 可 以 刻 
画 为 度量 空间 按 完备 映射 的 逆 像 , 而 度量 空间 是 o 空间 , 所 以 仿 紧 M 空间 (或 仿 紧 
p 空间 ) 类 包含 于 iUo} 空间 类 , 因而 可 以 取 A 为 广 :({ch) 空间 类 , EP 的 
范围 得 到 足够 的 扩展 以 统一 Frolík, Morita, Arhangel’skii, Okuyama 等 的 结果 . 

Nagamit? 引入 下 述 空间 (见习 题 7.16). 

定义 7.3.4BI3 空间 X PKA X 空间 (2-space) (98 X 空间 (strong X-space)), 
如 果 存 在 o 局 部 有 限 闭 集 族 多 及 由 闭 可 数 紧 集 ( 紧 集 ) 组 成 的 覆盖 v 使 对 X 中 
开 集 U 和 汉中 元 CcU, 存 在 Fe 多 使 CcFcU. 

由 定义 7.3.4, 易 知 正则 o 空间 按 拟 完备 映射 的 逆 像 是 XU, 按 完备 映射 f 
的 逆 像 是 强 空间 . 正则 强 XP 空间 类 应 包含 正则 Hop 空间 类 . 事实 正 是 如 
此 , Nagami®"?) 给 出 一 正则 的 强 E 空间 不 是 某 o 空间 按 完备 映射 的 逆 像 , 所 以 正 
则 强 »; 空间 类 严格 地 大 于 正则 foa) 空间 类 . 

显然 , 正则 o 空间 是 强 2 空间 , 由 于 iso 紧 性 (定义 6.6.1) 使 可 数 紧 闭 子 集成 
为 紧 集 , W iso AN X: 空间 是 强 2 空间 . 

定理 7.3.14 59]. T, 空间 X BRD 空间 当 且 仅 当 X 是 次 仿 紧 的 2 空间 . 

证 明 ”充分 性 是 显然 的 , 因 次 仿 紧 空间 是 iso 紧 的 (定理 6.6.1). 下 证 To 强 X 
空间 是 次 仿 紧 的 , 完成 必要 性 的 证 明 . 

WF = Unen Fn Æ E TE X 的 o 局 部 有 限 闭 集 族 , © 是 由 X 的 某 些 
( 闭 ) 紧 集 组 成 的 覆盖 , 满足 定义 7.3.4. 设 27 是 空间 X WR, 对 x c X, BOE 
Cr E€ G fi x E€ C, 由 定理 6.2.11 证 明 中 的 引 理 6.2.1, 存在 X 中 的 开 集 Or, 使 
C, C Os H 7Z|O, = (Un O, :U e 4) TE Os 中 有 有 限 的 闭 加 细 有 覆盖 4, 从 而 存 
在 Fy, € F, WR Cp C Fy C Or. W H={PNH: ct eX, HEHA MZE 
的 o JEU Ie. ee X AM He GH, WH ze X-(F,NH), 置 


Lo] X-Fs seX-E. 
t \ O-H, zeh,-H. 


那么 L. 是 包含 点 IBJTMEHLnREnH-sSO, FE FAH EX 的 闭 集 . 所 以 
4 有 Java BRAY An ee. 故 X 是 次 仿 紧 空间 . 证 完 . 
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定理 7.3.15 012]. 可 数 个 闭 允 空间 (58 X 空间 ) 的 并 是 X 空间 ( 强 2 ZB). 

证 明 是 直接 的 , 留 给 读者 . 

引 理 7.3.58% wef: xX 一 Y 是 空间 x 到 空间 Y 上 的 拟 完备 映射 , {Vajaea 
是 x 中 的 局 部 有 限 集 族 , W (Ua) taca 是 了 中 的 局 部 有 限 集 族 . 

WEBB ”因为 {Ua aca 是 X 中 的 局 部 有 限 集 族 , 所 以 {0s}aea 仍 是 局 部 有 限 
的 , 由 f 是 闭 映射 , {f(D0。)}aea 是 Y 中 的 闭 包 保 持 闭 集 族 . 下 证 {f(Uo)}aca 是 
点 有 限 的 . 如 若 不 然 , 存在 y 属于 无 限 个 fUv), a e A! c A, A 是 A 的 无 限 子 
R, 则 对 每 一 a € A, 存在 zw € fo My) 使 zw € Us, Bl zw € f (y)nUs. 
{Uw hares 是 点 有 限 的 , 不 失 一 般 性 , 可 作为 这 些 zw 是 不 同 的 . 由 (Us) rea 的 局 
部 有 限 性 , 易 知 无 限 集 {ru}: o/ € A') 是 局 部 有 限 的 . 而 {zo :oa € A} C fo ly), 
这 与 f-!(y) 是 可 数 紧 性 矛盾 (可 数 紧 空间 的 局 部 有 限 集 族 是 有 限 集 ， 定 理 6.6.13 
的 注 记 1). 所 以 {f(D0。)}aea 是 点 有 限 的 ,从 而 是 局 部 有 限 的 (习题 5.6)， 因 此 ， 
{fUa)}aca 也 是 局 部 有 限 的 . 证 完 . 

EH 7.3.1686] Wf: X oY xm GRY Ala) X 到 空间 Y 上 的 拟 完 
备 (完备 ) 映射 , 则 Y 是 空间 GR X: 空间). 

WEBB iX EX HD (RE "SD. ib. — Unen Fn Æ X H o BA RAR 
族 , 每 一 Fn 是 局 部 有 限 的 ,多 是 X 的 闭 可 数 紧 CR) 集 组 成 的 覆盖 , WE Y ARTA] ( 强 
X 空间 ) 的 定义 (XE X. 7.3.4). 由 引 理 7.3.5, 对 每 一 CN, f( Fn) ={f(F): F E Fn} 
是 Y 中 的 局 部 有 限 集 族 . 此 外 , f(v) = {f(C): C e €) BY 的 闭 可 数 紧 CR) 集 
组 成 的 覆盖 . 容易 验证 , Unen A678) 及 f(%) 满足 了 空间 ( 强 2 空间 ) 的 定义 . 证 


D> 


TG. 


推论 7.3.3 071. Wr (E.A 是 空间 X HARARE, 每 一 闭 集 Fa (oc 
A) dé X WS Amp] GRD mpm, | x AED ARTA] (58 X AD. 

XEBB AEZ (98 X wj) 关于 拓扑 和 保持 , 由 定理 7.3.16 及 一 般 性 定理 
5.5.3 得 证 . 证 完 . 

定理 7.3.3707] Kf: X oY lA x BD ATA) (GRD lal) Y 上 的 拟 完 
% (完备 ) 映射 , Wu) x 是 二 空间 GRD ZIAD). 

WEB] XE Y Æ DZE GRD lA), FJ 是 Y Wo 局 部 有 限 闭 集 族 是 
Y 的 闭 可 数 紧 ( 紧 ) 集 组 成 的 覆盖 , 满足 X 空间 GR X 空间 ) 的 定义 . HUF) = 
{f\(F): Fe F} 是 空间 X 的 o 局 部 有 限 闭 集 族 , HE) = { 广 !(C) :Ce ey 
是 X 的 闭 可 数 紧 (A) 集 组 成 的 覆盖 (习题 3.31 和 习题 3.30). Ut C € € X 
X 中 开 集 U 5 f0), A f 是 闭 映 射 , 由 推论 1.5.1, 存在 X 中 的 开 集 V 使 
U>V Do f-1(C), f(V) 是 了 中 的 开 集 且 V = fV). f(V) > C, 存在 
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Fe. fi fVV) > FDC, Mi 


U DV = fV) OF Sf (9, FR) ef). 


M X AX m (ms). 证 完 . 

推论 7.3.4 12 M 空间 是 x 空间 , 仿 紧 M 空间 是 强 2 空间 . 

证 明 M 空间 可 刻画 为 度量 空间 在 拟 完备 映射 下 的 逆 像 , 而 度量 空间 是 X 空 
间 , 推论 后 半 的 证 明 类 似 . 证 完 . 

推论 7.3.5B13 Y 空间 与 紧 空间 的 积 是 X 空间 . 

证 明 EZE X 与 紧 空 间 Y 的 积 在 X 上 的 投影 是 完备 映射 (定理 3.3.1), 而 
紧 空 间 是 空间 . 证 完 . 

定理 7.3.1851 可 数 个 强 x 空间 的 积 是 强 Y 空间 . 

证 明 8 X =[] ey Xi, 8— X; ETS A, .Fi BX, 中 的 o 局 部 有 限 闭 
集 族 , Zi 是 X; 中 由 闭 紧 集 组 成 的 覆盖 , 满足 强 Y 空间 的 定义 . 对 每 一 ie N, dd 
Fi = Unen Fi, 这 里 每 一 .Zi 是 局 部 有 限 的 , 且 不 妨 设 Fi C .Fiji(neN). 置 


Fn ={ [[ F xT Xi: F esi i< n}, 
i<n i>n 

则 多 , 在 X 中 局 部 有 限 , F = Unen Fn 2E X Woo 局 部 有 限 闭 集 族 , 从 而 容易 验 
证 (利用 引 理 7.2.4) F 及 V = [Le €! 满足 强 习 空间 的 定义 , 因此 X 是 强 空 
间 . 证 完 . 

定理 7.3.19 P7]. 3x {Xijien 是 一 列 Ts HHA X: 空间, 则 积 空间 X = [fien Xi 
是 To 仿 紧 E TH. 

WEB] ”由 定理 7.3.14, 每 一 X, 是 强 2 空间 , 下 面 证 明 借 用 上 述 定理 7.3.18 的 
假设 符号 及 论证 过 程 . 

WU 是 X= 了 Ten Xi WAR, Fi 是 X; 中 的 局 部 有 限 闭 集 族 , 由 X 的 To 
仿 紧 性 , 存在 X; 中 的 局 部 有 限 开 集 族 Vin, 使 对 每 一 Fi € Zi 存在 V(Fi) € Vin, 
满足 FY CV(E") H An C hnl EN) ( 引 理 441 的 注 记 ). E 


Vy = { [V9 x [[ X: : VF’ € An, i< n}. 


t<n i>n 


Vn 是 空间 X 的 局 部 有 限 开 集 族 . 

KF, 中 的 某 些 元 A (具有 形式 Iien F x isn Xi) 之 能 被 Y 的 有 限 子 族 
4 (A) 所 覆盖 者 (因为 X 是 强 x 空间 (定理 7.3.18), 覆盖 % 的 每 一 元 (RR) 为 
4 的 有 限 子 族 覆 盖 , 从 而 由 强 2 空间 的 定义 知 具 有 此 性 质 的 4 是 存在 的 , 且 这 些 
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Ac F 的 全 体 覆 六 XX), E 多 (4) = (UA) : <n(A)}, HF n(A) 是 某 正 整数 . 取 
次 中 对 应 的 元 B (具有 形式 [Ti VG) x Iba, Xi), WA B(A). E 


W;(4) = Uj(pA)n B(A), AE Fn, j < n(A); 


Waj = QW;(A) : Ae Fn, A 能 被 Y 的 有 限 子 族 履 盖 }. 


Wri 是 局 部 有 限 开 集 族 , W = Un jen Mas Æ X IE o PRA RA, MA V. 
X 是 正则 的 , X 是 仿 紧 空间 . 证 完 . 

拓扑 空间 X 的 覆盖 序列 (44. dren 称 为 加 细 序 列 (refined sequence), 如 果 每 一 
Unyi 加 细 Ya (n € N). 

引 理 7.3.6 ”可 数 紧 空间 X 的 Gt 对 角 线 加 细 序 列 是 X 的 一 个 展开 . 

WEBB CX 是 可 数 紧 空间 , 具有 Gt 对 角 线 加 细 序 列 (47, sen, 由 定义 7.3.3， 
A (x) = nen Stt, Yn), X x € X 成立. 下 证 (st(z, Yn) jnen 形成 点 z 的 邻 域 基 ， 
从 而 得 证 (定义 4.4.1). 

对 zeX 及 包含 z HEU, {U}U{X —st(z, 25) :ne N) zs X, K X 是 
可 数 紧 的 , U 及 有 限 个 X — st(z;, Wn) 型 的 开 集 覆 盖 X, 设 这 有 限 个 开 集 中 ur, 的 
足 标 最 大 者 为 wo, W UU (X — st(z, 27,,)) =X, Mil stle, Yn) CU. 证 完 . 

定理 7.3.2004 正则 空间 X 是 o 空间 当 且 仅 当 Xx 是 具有 Gs 对 角 线 的 E 
空间 . 

证 明 ”必要 性 . 正则 o 空间 是 2 空间 且 具 有 Gs 对 角 线 (定理 7.3.12). 

充分 性 . WX ED A, 多 = Uer .Fi 是 X 中 的 o 局 部 有 限 闭 集 族 , 每 一 A 
是 局 部 有 限 的 , v 是 X 的 闭 可 数 紧 集 组 成 的 覆盖 , 满足 空间 的 定义 . 设 (s uen 
是 X 中 的 Gs 对 角 线 序列 , 由 引 理 7.3.3, € 中 的 元 (可 数 紧 集 ) 是 紧 集 , 所 以 X 是 
强 习 空间 . 因为 Ts RD BAAN (EEE 73.14), 从 而 可 设 (25, jn 是 GX 
对 角 线 加 细 序 列 (定义 7.3.3 的 注 记 ), 即 对 每 一 ze X, (x) = nen st(Z, Yn). 

X 是 次 仿 紧 的 , 对 每 一 ne N, BH, = Umen Mam Æ X B o ARAB 
盖 , 加 细 Yn, 每 一 Aim 是 离散 的 . 置 


X (n,m, l) ={HAF: H E Him, F € Fi}, 


则 4 (n, m, D) 是 局 部 有 限 的 . 从 而 X = UX (n, m, D) : m,n, l e N} Æ o 局 部 有 限 
闭 集 族 , 下 证 % 是 X 的 网 络 , 从 而 X 是 o 空间 . 

取 xz eX 及 包含 x 的 开 集 U, 并 取 紧 集 Ce 儿 使 rsC. 用 引 理 7.3.6 于 紧 子 
空间 C (用 该 定理 所 证 最 后 结果 ), FE n € N fE C CUU(X —st(a,%)), 于 是 


(C —U) N St, %) = 2. 
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My e C—U, 存在 包含 y 的 开 集 人防 使 万 nstz 27) = e. HV = UV, : 
yeC-—U},MCCUUV, FEFEAHCCFCUUV. 另 一 方面 , 26, 
是 X 的 覆盖 , 点 x 属于 某 Hc Hm AH MAY, H 包含 在 2 的 某 元 
H, WA reHcstr,2,) AT £E HnFe (nm) BH FCUUV R 
Vnst(z, Ya) = D, Al Fnst(z, Yn) C Unst(z, Ya) C U, W H C st(z, Ya), 所 以 
HOF Cst(2,%)OF CU. BI or eX 的 网 络 . 证 完 . 

Michael286] 给 出 一 仿 紧 Y; 空间 在 某 连 续 闭 映射 下 的 像 不 是 X 空间 的 例 说 明 : X: 
空间 、 强 XS 空间 不 能 为 连续 的 闭 映 射 所 保持 . 因此 , 我 们 不 能 期 望 像 定理 7.3.5 对 o 
空间 那样 , 利用 o 闭 包 保持 集 族 刻画 2 ARTA]. RD 空间 , 从 而 Michael 在 定义 7.3.4 
中 把 “局 部 有 限 ” 代 以 “ 闭 包 保持 ”以 引入 St 空间 (X'-space) . 98 DS! 空间 (strong 
Dt space), 使 它们 能 为 连续 的 闭 映 射 所 保持 , 这 类 空间 也 具有 相应 于 定理 7.3.1421 
(习题 7.18)、 推 论 7.3.5877, E 7.3.18, EM 7.3.1991], sg E 7.3.20F17 等 性 质 ， 
这 表明 DP 空间 是 具有 良好 性 质 的 广义 度量 空间 类 . 

我 们 自然 会 考虑 到 把 定义 7.3.4 中 的 “局 部 有 限 ” 代 以 “遗传 闭 包 保持 ”以 引 
入 新 的 空间 , 这 类 空间 也 为 连续 的 闭 映射 所 保持 , 并 被 Okuyama?! 命名 为 X 空 
间 (2*-space)、 强 X 空间 (strong X*-space), 并 指出 如 果 x 是 仿 紧 2 空间 而 不 
是 X 空间 (上 述 Michaell?236| 的 例 的 像 空间 就 是 这 样 的 空间 ), 则 X 与 单位 闭 区 间 
HERE 2* 空间 , 不 具有 相应 于 推论 7.3.5 的 性 质 , 因此 5* 空间 的 意义 不 大 . RI 
用 前 MichaelPs9] 的 例 , 可 以 间接 证 明 存在 着 Dt 空间 而 不 是 2* 空间 . 

在 本 节 的 最 后 , 给 出 正则 o 空间 的 闭 像 的 分 解 定理 ，Lasnev[249 证 明 如 下 定 
FE. ud fi X 一 了 是 度量 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映 射 , 则 Y 可 分 解 为 
Y = Y U (Unen Yn); 8— Yn 是 离散 的 闭 子 集 ; 对 每 一 ye Yo, Hy) PRR.” X 
一 定理 通常 称 为 Lasnev 分 解 定 理 (Lasnev's decomposition theorem). 下 面 把 这 一 
定理 推广 到 正则 o 空间 . 

介绍 空间 中 一 点 的 网 络 概念 . BE x e X, 拓扑 空间 X TERN 称 为 点 x 
在 X 中 的 网 络 (network of a point in a space), 如 果 xz e NV, AMX 中 包含 z 的 
每 一 邻 域 U, FFE N c.Y fE N C U. 

定理 7.3.21 设 f 是 正则 o 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映射 , 则 Y 可 
DRH Y = YoU (Unen Ya), &— Yn (n E N) 是 离散 闭 子 集 ; 对 每 一 y € Yo, fy) 

WERA it Unen An 是 正则 空间 X 的 o 局 部 有 限 闭 网 络 , 每 一 ,是 局 部 
有 限 的 且 Pn C Payı (nE N). X&—neN, BF, ={f(P): Pe A}, X 
i— y © Y, HS Phy) = F € Fn: y EF}. f 是 闭 映 射 , 多， 是 闭 包 保 持 
WARI, 从 而 {Fi(y): y e Y) 也 是 闭 包 保持 的 ， 事 实 上 , 对 每 一 A CY, 若 
z ¢ U{ Faly): ye A}, @V HAY -UF € Fn: z E F} WV 是 包含 点 zz 的 开 集 且 
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VO Fily) = 2, ye A. 

HY, = {y € Y : Faly) = {y}}, W Y, WATE (F,(y) : y e Y) 的 子 族 , 它 的 元 
是 由 单 点 集 (y) = Fa) 形成 , 从 而 此 子 族 是 离散 的 , 故 Yn 是 离散 闭 子 集 . 

A Yo =Y —Unen Yn, 要 证 每 一 ye Yo, f^! (y) 是 紧 的 . 为 此 , 先 证 f^! (y) 是 
Lindelof 的 . 固定 点 ye Yo, 有 

(1) {Fr(y)}nen 是 点 y E Y 中 的 递减 网 络 . 

由 于 y € Yo, Fi(y) 不 是 单 点 集 , 以 及 Y 是 Ti 空间 , 易 知 每 一 Faly) 是 无 限 
R. 从 而 可 取 Y 中 不 同 的 点 形成 的 序列 {yn} 使 wm € Faly) - fy}. 由 (1), 序列 

由 Ey) 的 定义 易 知 : 

(2)PeZ,RPnf(yZz9-—Xnzm,Pnf-(y)z Z. 

下 面 证 明 : 

(3) 对 每 一 ne N, (Pe Pn: PAF y) z e) 是 有 限 的 . 

WR (3) 式 不 成 立 , 存在 m € N 使 Pm 中 有 无 限 个 元 {Pa}wen BE Pan f (y) Z 
9. E (2), X n >m, P,nf-!(y) 4B, Man € P,Nf li(y,). Pm ARAR, 
{zn :n € N} 是 闭 集 , 而 f PAB, (y, : n € N} BAR. 这 与 {yn} KAF y F 
盾 . 因此 (3) 式 成 立 . 

这 样 , 子 空间 iy) 具有 可 数 网 络 , 从 而 可 知 广 !(y) 是 Lindelöf Bj. 

下 证 广 !(y) 是 紧 的 . S K = fly). EKDE X WAR, 则 

(4) 存在 X 的 递增 的 开 集 列 {Ur} een Bite K H KA (Uk Uk) # (k €N). 

Hx b, K 不 是 X 的 可 数 紧 集 ( 引 理 7.3.4), 从 而 存在 Xx 的 可 数 开 集 族 v, 
使 Y 覆盖 K, 但 是 Y 的 任何 有 限 集 不 能 覆盖 K. 对 rc K, 存在 V ev, 以 
AX WHE W,, 使 ze Ws c We c Ve. 因为 KK Æ Lindelöf 的 , MA K WE 
ta {Wi}zex 有 可 数 子 覆盖 {Wijien, 这 时 (Wihew 的 任何 有 限 子 族 不 能 覆盖 OK. 
RE rı € KAW, $ U = Wi. FE z2 € K-01, nm EN, fH r2 € Wn. > 
U2 = Ui<nı Wi, WW U; C U2, zo € KN (Ua — Ui). 依 此 类 推 , 可 构造 X 的 递增 的 开 
集 列 (Ux) ke 满足 (4). 

现在 , W zx € KO (Ux41 - Ux)(k € N). Al te € X —Uk, Unen Pn 是 网 络 , 存 
TE P, € Pn, fi x, € Ph C X Ux, 3XH nj HIBUE nj > nia. HT x; € PAOK 
及 (2, Pn fn) Z D, Ree € Pen f Un). {f(zx)} 作为 (s) 的 子 序 列 , 收 
MF y, 从 而 {2} ARA ze K, 设 ze X Ux. 男 一 方面 , 按 z WHE, zk € Pr, 
而 Pe NU, = Ø, PRU zk € Un D Us, k > ko. 这 一 矛盾 证 明了 K = f(y) 是 紧 
的 . 证 完 . 

注 记 。 Chaberl86 更 构造 反例 说 明 上 述 定理 中 如 把 “正则 c ” FRA Toc? 
则 不 能 成 立 . 
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还 是 从 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 (定理 4.3.6 和 定理 4.3.7) 说 起 . 

“正则 空间 x 可 度量 化 当 且 仅 当 X 满足 下 列 条 件 之 一 : 

(i) X 具有 o 局 部 有 限 基 ; 

(ii) X 具有 o 离散 基 .” 

这 是 分 别 于 1950 年 和 1951 年 得 到 的 , 启发 了 Michael 于 1953 年 给 出 仿 紧 性 的 刻 
画 定理 (定理 5.1.1 和 定理 5.1.2): 

“正则 空间 X 是 仿 紧 的 当 且 仅 当 X 满足 下 列 条 件 之 一 : 

(i) X 的 每 一 开 覆 盖 具 有 o ARA DR JT JT AREAS ns; 

(^) X 的 每 一 开 履 盖 具 有 o 离散 开 加 细 有 覆盖 .” 

此 后 , Michael 企图 证 明 闭 映射 保持 仿 紧 性 , 引入 闭 包 保持 集 族 概念 (定义 5.1.2), 于 
1957 年 证 明了 (定理 5.1.4): 

“正则 空间 X 是 仿 紧 的 当 且 仅 当 X 满足 下 列 条 件 : 

(ui) X 的 每 一 开 覆 盖 具 有 o 闭 包 保持 开 加 细 有 覆盖 .” 

并 指出 不 能 在 Bing-Nagata-Smirnov 定理 中 , U * o 闭 包 保持 基 ” 代替“ 局 部 有 
限 基 ” 或 “rc 离散 基 ”( 例 7.4.1), 给 出 了 正则 具有 o 闭 包 保持 基 的 不 可 度量 化 空 
间 . 接着 Michael 于 1959 年 又 引入 较 弱 于 “ 闭 包 保持 ”的 “ 垫 状 ” 集 族 概念 (定义 
5.1.3), 证 明了 ( 引 理 5.1.6): 

“Ti 空间 X 是 仿 紧 的 当 且 仅 当 x 满足 下 列 条 件 : 

(v^) X 的 每 一 开 覆 盖 具 有 o BRIT AN te.” 

Michael 关于 仿 紧 性 的 后 面 的 两 个 刻画 (Gii), (iv/)) 反 过 来 启发 Ceder 于 1961 年 
引入 执 状 对 基 概 念 (定义 7.4.1), 定义 了 广义 度量 空间 : Mi TEJ Ma 空间 如 下 GE 
X 7.4.2): 

“正则 空间 X 称 为 Mi 空间 如 果 X 具有 o 闭 包 保 持 基 ; 

T, 空间 X 称 为 Ms 空间 如 果 X 具有 o 热 状 对 基 .” 

这 种 以 类 推 形式 的 相互 启发 、 相 互 影响 的 情况 是 有 趣 的 . 

以 上 说 明 由 度量 化 定理 到 仿 紧 性 的 刻画 及 由 仿 紧 性 的 新 刻画 引入 新 的 广义 度 
量 空间 的 思路 . 下 面 正式 定义 M; (i = 1,2,3) 空间 . 

EM 7.4.19 空间 x 的 子 集 族 BA 称 为 X 的 拟 基 (quasi-base), 如 果 对 每 一 
reEeX 及 z 的 开 邻 域 D, FE Be Bf ce B*c BCU. 设 有 和 集 对 (Pi, Po) 所 成 
的 族 P = ((P,, Po)}, 这 里 P, 是 开 集 且 P, C Po, 称 PA 2E X WIE (pair-base), 
如 果 对 每 一 z e X 及 x 的 开 邻 域 U, 存在 (Pi, P5) € P fi x € P, C P» CU. 对 族 
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P BABAR (cushioned), 如 果 对 任 一 22' c 2P, 
UL Pi > (Pi, P5) € 2 CUP. H (P1, P2) € gy. 


显然 , 拟 基 是 对 基 , 只 要 取 (Pi, Pr) X (B5, B). 

定义 7.4.2159. 正则 空间 X BRA Mi 空间 (Mi-space), WR X 具有 o 闭 包 
保持 基 ; BRA M2 空间 (M2-space), 如 果 X 具有 o 闭 包 保持 拟 基 . Ti 空间 X 称 为 
Ms 空间 (Ms-space), WR X 具有 o 热 状 对 基 . 

定理 7.4.1580 M, Mo > Ma > 仿 紧 、 完 备 正规 . 

证 明 EA, My = Ms. 

(1) 证 明 M5 — Ms. 设 Unen An 是 正则 空间 X 的 o 闭 包 保持 拟 基 , 每 一 Ba 
是 闭 包 保持 的 . 对 每 一 ne N, E 2n = {(B°,B): BE Bn}, WIHE— P' C Pn, 

U(B* : (B°, B) € "1 c U(B : (B°, B) e P} = U{B : (B°, B) e 2). 


显然 , Unen Pn BOA X 的 o 执 状 对 基 . 

(2) 证 明 Ms > 仿 紧 、 完 备 正规 . 设 X 是 Ms 空间 . 由 Ms 空间 的 定义 (定义 
7.4.2) AM X 是 正则 空间 , 再 由 仿 紧 性 的 刻画 (定理 5.1.4) DA Ms 空间 是 仿 紧 的 ， 
从 而 是 正规 的 (推论 5.1.2). 设 Unen Fn 是 空间 X 的 o 垫 状 对 基 , 每 一 i ER 
状 的 . 如 果 G 是 X 的 开 集 , 对 每 一 ne N, E 


Fa = U{P, : P CG, (Pi, P5) € Fn}, 


WF, C U{P : Pa C G, (Pi, P2) € Pr} C G. Al Unen Zn 是 对 基 , G = UN 是 
F, 集 , 所 以 X 是 完备 正规 的 . WESC. 

度量 空间 显然 是 Mi 空间 , 但 存在 不 可 度量 化 的 Mi 空间 ( 见 例 7.4.1). 

例 7.4.1 Michael 空间 280]. 

取 正 整数 集 N (作为 数 直线 的 子 空间 ) 的 Stone-Cech 紧 化 BN 的 子 空间 NU 
{x} = X, 这 里 x € BN — N. NU {r} ẸKA Michael 空间. Michael 空间 X 是 正则 空 
IR], 但 不 是 第 一 可 数 的 ( 例 3.6.2), 从 而 不 可 度量 化 . 包含 点 xz 的 所 有 开 集 形成 的 集 
族 是 闭 包 保持 的 , 连同 由 单 点 集 {n} (n CN) 形成 的 集 族 是 空间 X 的 o 闭 包 保持 
基 , 所 以 X 是 M 空间 . 

一 个 具有 o 闭 包 保持 基 的 空间 ， 如 果 是 正则 的 第 一 可 数 空间 , 它 是 否 可 度量 
化 ? J. Nagata 给 出 了 一 个 不 可 度量 化 的 第 一 可 数 的 M; 空间 , 此 例 较 复杂 ( 见 文献 
[80] 的 例 9.2). 

也 存在 仿 紧 完备 正规 空间 而 不 是 Ms 空间 . Sorgenfrey 直线 ( 例 2.3.3) 就 是 这 
样 的 空间 , 读者 可 以 自己 验证 (习题 7.20). 
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至 于 是 否 有 Ms > Mi 及 Ms Mo (简称 为 Mi 空间 问题 ), Ceder8° 当年 未 
能 解决 . Gruenhagel!63] 及 JunnilaP?16) 独立 地 证 明了 M3 => Ma. 下 面 我 们 将 通过 
一 系列 准备 工作 叙述 这 一 证 明 . 至 于 是 否 有 Ms 9 Mi 是 迄今 未 解决 的 难题 . 

下 面 引 入 Ms 空间 的 两 种 有 效 刻 画 : 利用 层 对 应 和 利用 9 函数 . 

引 理 7.4.1079! T, 空间 X 是 Ms 空间 当 且 仅 当 存在 函数 H 使 对 每 一 开 集 
UcX 及 每 一 ne N WMA H(U,n), 满足: 

(i) U = Unen H(U.n) = Unen H(U. n)’; 

(ii) 对 开 集 U,V, U CV 2 H(U,n) C H(V,n)(n € N). 

证 明 eX 是 Ms 空间 , 2 = Uey Zn HEN o 垫 状 对 基 , 8j Pr 是 垫 
TRAY. 对 每 一 开 集 U In € N, C 


H(U,n) = U{ P; : (P1, P2) € us Pc U}, 
显然 满足 (ii). 因为 每 一 是 执 状 的 , 所 以 


H(U,n) C ULP» : (Pi, P5) € Pry, Pc U} C U. 


对 每 一 z € U, A 22 是 对 基 , 存在 (D, Po) € Zn Ë xe Pi cP cU, WMA x € 
P, C H(U,n), 而 P, ZAR, FR x € Pi C H(U,n)*. 因此 , U = Uen H(U,n) = 
Unen H(U, n)*, WE (i). 

反之 , X 具有 上 述 对 应 A, 满足 (i), (ii). 对 每 一 ne N, E 


Pn = {(H(U,n)°,U):U er}, r Æ X WFP. 


对 每 一 开 集 U R reU, H (i), FE m € N fi x € H(U,m)? CU, RU P 是 对 基 . 
下 证 每 一 F, 是 热 状 的 . rcr EV =UU:UeE7}, WUCVSA(U,n) c 
H(V,n), WA 


U{H(U,n)°:U €7'} c A(V,n) CV = UU: U ET}. 


所 以 Pa 是 垫 状 的 . 证 完 . 

注 记 1 上 述 定理 中 的 对 应 H 称 为 空间 X 的 一 个 层 对 应 (stratification 9731), 
而 具有 层 对 应 的 Ti 空间 称 为 层 空 间 (stratifiable space). 层 空间 是 Ms 空间 的 另 一 
名 称 . 

在 上 述 层 对 应 五 中 , 为 了 证 明 方便 可 以 附加 条 件 

(iii) H(U,n+1) > H(U,n)(n € N). 
因为 如 以 H'(U,n) = Ui;< H(U, i) 代 HU, n), 则 同样 满足 (i), (i). 利用 层 对 应 H, 
对 X 的 开 集 U, id Un = H(U,n)°, n € N, 简 记 为 U > {Un}. 这 是 Borges4 最 早 
定义 的 层 对 应 , 并 以 此 引入 层 空 间 的 概念 . 
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Hid 2 ”上 述 层 对 应 五 可 以 从 它 的 对 偶 形状 出 现 U9U. 存在 函数 G 使 对 每 
一 闭 集 FOX 及 每 一 ne N 对 应 着 一 开 集 G(F,n), 满足 : 

(i!) F = Mren GU 9) = /en GG n); 

(i) 对 闭 集 F,K, FC K > G(F,n) C G(K,n)(n € N); 

(ii!) G(F,n + 1) C G(F,n)(n € N). 
上 述 对 应 称 为 层 对 应 G. 

在 以 下 的 证 明 中 , 常 因 方 便 起 见 , 采用 层 对 应 H R U — {Un} ( 注 记 1), 或 层 
对 应 G ( 注 记 2). 

注 记 3 ”上 述 层 对 应 H (或 G) 所 满足 的 条 件 (i) (或 ()) 如 减弱 为 


U= HOn) (&r- (60) 


neN neN 

则 相应 五 (或 G) 称 为 半 层 对 应 (semi-stratification), 具有 半 层 对 应 的 空间 称 为 半 
层 空 间 (semi-stratifiable spacel88, 991), 对 偶 形 状 也 是 在 Henry! 的 论文 中 给 出 的 . 

设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 函数 9 :NxX 一 7 称 为 NxX 上 的 9 BR! 
(g-function), WRX n e N K x e X,H 

de gus) 

(ii) g(n 4- 1, z) C g(n, x). 
如 未 特别 说 明 , g 函数 均 用 g 表示 . g(n,a) Nx X 上 的 9 BH MH A C X, id 


g(n, A) = U{g(n, x): x € A}. 


定理 7.4.2086 T, 空间 X 是 Ms 空间 ( 即 层 空间 ) 当 且 仅 当 存在 N x X 上 
的 9 函数 满足 : W yd AS F, 则 存在 ne N MH y gln, F). 

证 明 i X 是 层 空间 ,具有 层 对 应 G ( 引 理 7.4.1 的 注 记 2). 对 mm EN 及 
x E€ X, E g(n,x) = G({z},n), 则 oz) Æ g 函数 . 设 y d ARP. 由 于 层 对 应 
所 满足 的 (i), 存在 ne N 使 y G(F,n). B g(n,x) 的 定义 及 G 所 满足 的 (i), 
G(F,n) D User Ge} n), PT y ¢ g(n, F). 

RZ, 设 g(n,z) ENx X 上 的 9 函数 . MX WAR F Rn EN, E G(Fn) = 
User g(n. x). 显然 , GF, n) 满足 (i) 及 Nne (Fin) D F. 8 y e AR F, 则 存在 
n € N fii y é gln, F) = G(F,n). WA F = (Yes GU, n), HA (0). 所 以 G 是 X 上 
的 层 对 应 , X 是 层 空 间 . 证 完 . 

对 半 层 空间 有 下 列 刻 画 . 

定理 7.4.39] 下 列 论断 等 价 : 

(i) 空间 X 是 半 层 空间 ; 

(ii) FE Nx X 上 的 g 函数 满足 : W y d AS F, 则 存在 ne N 使 y € gln, F); 
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(ui) FE N x X 上 的 9 函数 满足 : 对 zx € X 及 序列 {en}, W x E gln, cn), 则 

WEBB AEM 7.4.2 知 (i) © (ii), 下 面 证 明 (ii) e (iii). 

(ii) > (ui) 设 NxX 上 的 9 函数 满足 (ii)， 如 果 存 在 ze X 及 序列 {an}, 
fE x € g(n,z,), iE U 是 点 xz 的 开 邻 域 , 则 x 4 HR X -U, 于 是 存在 ”EN 使 
x ¢ g(n, X — U), WAZ k> nH, xé g(k,X — U), Am x, ¢ X —U, Bl x, € U. 
故 In x. 

(iii) > (ü). 设 NxX 上 的 59 函数 满足 (iii). 如 果 y g AR F, 且 对 每 一 ”EN 
F y E€ gln, F), 则 存在 x, € F f£ y € g(n, an), 于 是 z > y € F, WS. 证 完 . 

定理 7.4.4015] Ti 空间 X 是 Ms 空间 当 且 仅 当 存在 NxX 上 的 9 函数 满 
Æ: 

(i) Wy ¢ AS F, WFE n € N fi y € gln, F); 

(ii) y € g(n, x) = g(n, y) C g(n, 2). 

证 明 AX FE Mo HH Z= Unen Zr 是 X 的 o 闭 包 保 持 拟 基 , 每 一 A, 
是 闭 包 保持 的 . 因 X 是 正则 的 , 多 的 元 可 作为 闭 集 . E 


gn, 7) =X-U{B: BEB, i<n, « ¢ B) (7.4.1) 


WW g(n,x) HE Nx X EW g 函数 . GER gln, x) 满足 (ii). X y € AP, ye X-F. 
因 多 是 X 的 拟 基 , FE B CZ, ye Bo CBCX-F,FREBNF=9. 由 
(7.4.1), Bo N g(n, x) = Ø 对 所 有 x € F 成 立 . WX g(n x) WHE (i). 

反之 , 设 存在 g 函数 满足 (i), Gi). HG), X 是 正则 的 . 置 


€, ={g(n,x): x2 € X), 
Bn = {X UF): Gl CG}, 
B= |] Ba. 
mEN 
X X WHEU Re cu, x X—U. H(i), FE NEN ft x d g(n, X —U). & 
In ={9(n,y):yEX-U}CH. HF 


x UF, >x € X -UF = (X — UG!) CX -Ugi cU, 


Tj X — UZ) € Ba c 4, 所 以 B EME. 下 证 每 一 22, 是 闭 包 保 持 的 . 

为 了 证 明 Z, 是 闭 包 保持 的 , 只 要 证 明 {UY : €; CY,} 是 内 核 保 持 的 . 设 对 
每 一 a € A, Gala) CG, 要 证 明 (U*,(o) : a € A} RAE Naca (U9%(a)) 是 开 集 . 设 
y € 门 sca(U(Q)). 对 每 一 ae A, y € UY, (a) > y E Fala) 的 某 一 元 g(n.x). 由 
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(ii), g(n,y) C g(n, x) C Uc. (o). 从 而 g(n,v) C (Ye A(U 5 (0)); BH Nee (0, (0)) 
是 开 集 . 证 完 . 
同样 的 证 法 对 o 空间 也 成 立 (相应 于 定理 7.4.4 中 ( 可 去 掉 闭 包 符号 ). 

定理 7.4.5057 正则 空间 X 是 o 空间 当 且 仅 当 存 在 N x X 上 的 9 函数 满 


(i) A ye Hf F, WEE n CN f y g gln, F); 

(ii) y € g(n, x) = g(n, y) C g(n, x). 

证 明 ”由 于 正则 o 空间 可 以 用 o 闭 包 保持 闭 网 络 刻 画 (定理 7.3.5), 证 法 同 定 
理 7.4.4. 证 完 . 

比较 定理 7.4.2 与 定理 7.4.4 中 对 Ms, Ma 空间 的 刻画 , 后 者 比 前 者 多 一 条 件 
*(ü) y € g(n,x) > g(n,y) C g(n.z). 为 了 证 明 Ms 空间 是 Mo 空间 , 要 构造 Ms 
空间 中 的 g 函数 , 不 仅 满足 (i) 且 满 足 (ii). 而 在 定理 7.4.4 的 充分 性 证 明 中 要 证 明 
(Ug : €, CGn} 是 内 核 保持 的 , 所 以 我 们 要 求 €, 是 点 有 限 的 (从 而 内 核 保 持 的 ). 
因此 , 先 把 g(n, z) 适当 “扩大 些 ”, 然后 取 其 加 细 使 达到 要 求 . 

设 有 拓扑 空间 (Xr) 上 的 函数 N : X 一 7 使 对 每 一 ze X 确定 着 x 的 开 邻 
域 N(x). 置 


N? (£) = U{N (y) : y € N(a)}, 
N’ (x) 2 U{N (2) : z e N?(x)}. 

51 7.4.2019 设 (X,r) 是 弱 仿 紧 的 半 层 空间 ，N : X 一 7 使 对 每 一 zx eX 
确定 着 x 的 开 邻 域 N(z), 则 存在 X 的 点 有 限 的 开 和 覆盖 Y, 使 对 每 一 ze X,n(Ve 
Y :2EV}C N?(z). 

证 明 X 是 半 层 空间 , 由 定理 7.4.3, 存在 g 函数 满足 : 


X} x € X RFPS {£n}, 2 €g(n,an) > tn > T. (7.4.2) 


不 妨 设 g1, £) C N(x). XI kE N, 1EG ={ol(k, x): ce X}, 2k Æ 4. HAA 
FWAR. 置 

Hp = {x€ X:xE€glk,y)=> yE N(z)). (7.4.3) 
A^ Hy C Appi, k € N. 由 于 (7.4.2) 知 对 每 一 zeEX z e 3E Hy (不 然 的 话 , 对 


每 一 ke N, FE yp € X fH x € gk yk) H. yk € N(x), FH (7.4.1), yy > v, AB). 
XX klx) 是 使 ze H, 的 最 小 n. E 


Qn(x) =N{Q E€ 2];:i&n,zeQ) (ne Nj; 
V(x) = Qua) (a) — ULF; : i < k(z)). 
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A Y-i(Vx:zrex) x 的 点 有 限 的 开 覆 盖 . 下 证 对 每 一 ze X, 存在 
y,z EX EV EV: 2 EVICN(y), 而 ye N(z) R ze N(x) 以 完成 证 明 . 

X m = k(x). x € Hm, x WFS g(m,2)N Qu(x) E Hm 相交 . 故 存 
TE z € Hm N g(m, £) n Qm(x). 从 而 z e g(m,z) C N(x). 由 于 2m 加 细 Gn, 存在 
y E€ X fi& Qm(x) C g(m, y) C N(y), HTA 


Q(Ve*:zeVicV(z)cQma(x)c N(y). 


余下 来 , 只 要 证 y e N(z). 由 于 z € Qn(z) c g(m,y), 而 z € Hm, E (7.4.3), 所 以 
y € N(z). 证 完 . 

定理 7.4.6 (Gruenhage-Junnila 定理 [163, 2161) Ms 空间 是 Mo 空间 . 

证 明 — X X Æ Ma 空间 ( 即 层 空间 ), 利用 定理 7.4.4 证明 X 是 Mo 空间 . 由 
定理 7.4.2, 存在 N x X ER g 函数 满足 定理 7.4.4 的 (0), 即 如 y& AS F, 则 存在 
n € N 使 y ggm, F). EE n € N, 把 9 函数 看 成 引 理 7.4.2 中 的 N(x), 类 似 地 引 
入 : 


g^ (n, x) 一 g(n, g(n, x)), 
g^ (n, x) = g(n, g?(n, x)) = g(n, g(n, g(n, x))). 
g?(n, x) Vite Nx X 上 的 g 函数 . 下 面 证 明 g?(n, x) 仍 满足 (i). 
g(n, x) WE (i), W y d WR F, 则 存在 he N 使 y d glk, F), 于 是 存在 
m€N, m Z k fit y é g(m,g(k, F), 从 而 存在 ne N, n>m fi 


y € g(n, g(m, g(k, F))) D g(n, g(n, g(n, F))) = g?(n, F). 


到 此 证 明了 g3(n, x) 满足 (i). 
由 引 理 7.4.2, 对 n e N, 存在 X 上 的 点 有 限 开 覆盖 M 使 


MV €%m:2EV} Cgi(n,2) (x € X). (7.4.4) 


E 
g (n£) 2 (V eX; :i&n, z€V]. (7.4.5) 
易 知 g'(n,v) 是 一 9 函数 . 由 (7.4.4), g/(n,x) C g?(n, x), 易 知 g'(n, x) 满足 (i). 由 
(7.4.5), 易 验 证 : W y € g'(n,z) 2 n(V e Y; :i n, ceV}, W 
N{Ve:i<n, yEVSCAVER:i<n, x eV), 


BY g'(n,y) C g'(n,x). PUA g'(n,v) 又 满足 定理 7.4.4 的 (ii). X 是 Ma 空间 . 
证 完 . 
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通过 证 明 Ms > Ms 的 一 系列 工作 , 这 里 以 独特 的 方式 得 到 下 面 重要 结果 . 

定理 7.4.7090 Ms 空间 ( 即 层 空间 ) 是 o 空间 . 

证 明 ”由 定理 7.4.4、 定理 7.4.5 及 定理 7.4.6 得 证 . 证 完 . 

注 记 M; 空间 是 o 空间 的 最 初 证 明 是 异常 困难 的 . 首先 由 Heaths 证 明 于 
1969 4E, 未 公布 其 证 法 , 后 Heath 和 Hodelll87] 给 出 了 o 空间 的 如 下 刻画 : 

(*) “正则 空间 X 是 o 空间 当 且 仅 当 存在 N x X 上 的 9 函数 满足 : 对 X 中 的 点 
2 及 序列 {zn}, {yn}, WR ze g(n, Ln) Hay € g(n, Yn), 则 Yn > x.” 

由 此 刻画 (*) 证 明 Ms 空间 是 o 空间 就 比较 容易 (读者 可 自 证 , 习题 7.21). 至 
于 刻画 (*) 的 证 明 也 够 困难 , 证 法 非常 精致 , 将 在 7.5 节 开 始 时 叙述 ( 见 定理 7.5.1), 
以 免 冲 淡 本 节 主 题 . 

FAROR M; 空间 的 一 些 性 质 . 首先 , 同 o 空间 的 可 数 积 的 证 法 (定理 7.3.3), 
有 下 述 结果 . 

定理 7.4.8090] 可 数 个 M; 空间 的 积 是 Mi(i = 1,2,3) 空间 . 

以 上 性 质 (定理 7.4.8) 为 M; (i = 1,2,3) 空间 所 共有 .以 下 定理 7.4.9、 定 理 
7.4.10 及 推论 7.4.1 对 Ma 空间 (BD Ms 空间 或 层 空间 ) 成 立 . 下 面 的 证 明 有 时 用 
Mp 空间 的 定义 , 有 时 用 Ms 空间 的 层 对 应 的 刻画 . 

定理 7.4.989 Ms 空间 (BU Ms 空间 或 层 空间 ) 具有 遗传 性 . 

证 明 ”下 面 就 Ms 空间 证 明 . 设 X 是 Ms Zl, 2 Æ X B o 闭 包 保持 拟 基 ， 
不 妨 设 ZB 的 元 都 是 X 的 闭 集 . 对 Acx, 易 验 证 , B|4 ={BNA: BEART 
空间 4 的 o 闭 包 保持 拟 基 , 所 以 A 是 Ma 空间 . 证 完 . 

下 面 证 明 Ms 空间 ( 即 层 空 间 ) 为 闭 映射 所 保持 , 为 此 先 引 入 下 述 引 理 . 

引 理 7.4.84 设 X 是 层 空间 . 对 X 的 每 一 对 集 (4,U0), 这 里 A 是 闭 集 , U 
EFR, 则 存在 开 集 Ua C U 满足 : 

(i) 对 闭 集 A, B,AC B; FÆ U,V,U C V; EFR UA Vg 满足 UA C Vg; 

(ii) AnUCUACUAC AUU; 

(i^ 34 AC U HN, A ACU, CU, CU ((i) 的 特 款 ). 

WA x X LEAN AXED U 一 {Un} (GB 7.4.1 的 注 记 1). 对 每 一 对 闭 、 开 
集 (A,U), E 


Ua = U {Un - (X = Ahn}, 
ncN 
IE (i). 下 证 ANU C Ua. W x € ANU, Wa cU, FE k € N f z € Ut, Mare A, 
FÆ zrg X-A, PU zeU,—(X— Ay c Ua (由 层 对 应 , (X — A) c X — A). 
Ħu Ua C AUU. Wreg AUU, M z £ A, RneN fF x e (X — A), W 
(X 一 A)nn (X —U,) Æ x 的 邻 域 与 V4 NAE, 故 得 (ii). (i) 显然 由 Gi) 得 出 . 


证 完 . 
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定理 7.4.1015 ”连续 的 闭 映射 保持 层 空间 . 

证 明 设 f:XX 一 Y BRA x 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映射 ,UV 一 {Un} 是 
X 上 的 层 对 应 . 显然 ,Y 是 Ti 空间 . 对 空间 Y 的 开 集 V, 置 (使 用 引 理 7.4.3 的 记 
号 ) 


Tn = ae aoe Sn = TC EIS). 
Qn f (Vis, Vs-f(Qu; 

则 有 

(a) f(Tn) C Vn. 

由 上 述 引 理 7.4.3 的 Gi) 的 前 半 , FE Qu 包含 着 饱和 集 Sn, 因 f 是 连续 闭 映 
射 , 由 推论 1.5.1, 知 f(Qu) 是 f(T;) 的 邻 域 , 所 以 fT,) C V. 

(b) Vn CV. 

Vn C f(Qn) = f(Q,), 而 由 引 理 7.4.3 的 (i!) 的 后 半 ，G，c f£ (V), 从 而 
f(Q,) C V, WE Vn CV. 

(c) Unen Vn = V. 
由 已 证 (b) 及 (a), V 5 V, 5 f(T4), 所 以 


V» Uv LIA IR e 


ncN ncN ncN 


WA Unen Va = V. 

设 VW 是 Xx 中 的 开 集 , BV c W. AX 是 层 空间 , Tas Sn 仍 保持 相应 
的 次 序 , 8;, 保持 相应 的 次 序 由 引 理 7.4.3. 的 (i 得 到 , 从 而 Va 保持 相应 次 序 , 即 
V, C Wn(n EN). 

综 上 所 述 , V 一 {WW} 是 空间 Y 的 层 对 应 , Y 是 层 空 间 . 证 完 . 

Cederl80] 曾 证 明 Ms 空间 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 , 利用 定理 5.5.5 和 定理 7.4.10, 
可 得 较 一 般 的 结果 . 

推论 7.4.1559 层 空间 满足 遗传 闭 包 保 持 闭 和 定理 . 

Borges! 证 明了 更 有 力 的 定理 : 层 空间 满足 控制 闭 和 定理 . 

定理 7.4.9 和 定理 7.4.10 是 否 对 Mi 空间 也 成 立 ? 也 就 是 Mi 空间 的 任何 子 空 
间 是 否 Mi? M, 空间 是 否 为 连续 闭 映 射 所 保持 ?迄今 尚未 解决 . 从 推论 7.4.4 可 
知 : 上 述 两 问题 中 的 任何 一 个 的 肯定 的 或 否定 的 解决 等 同 于 是 否 有 Ms => Mi? 

关于 My 空间 的 子 空间 , 显然 , My 空间 的 开 子 空间 是 Mi 的 . 此 外 , 有 如 下 命 
题 . 

命题 7.4.1004. M, 空间 的 稠 子 空间 是 Mi Hy. 从 而 M, 空间 X 是 遗传 Mi 
空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 闭 子 空间 是 Mi 的 (BID My 空间 来 说 , 闭 遗 传 性 => 遗 
传 性 ). 
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证 明 i DÆM 空间 X 的 稠 子 集 , BY D =X. 易 证 对 X 的 任 一 开 集 已 有 
万 门 万 = 万 (习题 118). R Z = Unen Zn 是 Mi 空间 X W o 闭 包 保持 基 , 每 一 
ZB, 是 闭 包 保持 的 . E Z,|D={BND: BEB}. HF BAD=B,Z&,|DEDE 
闭 包 保 持 的 . 从 而 U{ 多 ,|D : n e N} 是 子 空间 D 的 o 闭 包 保持 基 , D 是 My 空间 . 

WR M, 空间 X 的 每 一 闭 集 是 Mi 的 , 设 A 是 X 的 任意 子 集 , UJ A EM, 
的 , 从 而 知 A 是 Mi 的 . 证 完 . 

关于 Mi 空间 为 怎样 的 闭 映 射 保 持 , 有 下 面 的 定理 7.4.11 及 推论 7.4.9 (下 面 述 
及 的 可 数 双 商 映射 见 定义 5.2.1, 拟 开 映射 及 正则 闭 集 见 定理 5.5.7 前 的 有 关 叙 述 ). 

引 理 7.4.4033] 设 :XX 一 Y 是 连续 的 拟 开 、 闭 映射 , 设 2E X 的 闭 包 保 
持 的 开 集 族 , W E = {f(B)°* : Be 2) BY 的 闭 包 保 持 的 开 集 族 . 

证 明 下 面 记 集 族 的 元 的 并 为 Y* = U{U :Ue 2 

RB BRyecfBy’: BEF), HF f(B) JB), wE 


f(B™) D f(B"*) D UL f(B)? : BE B. 
f 是 闭 映 射 , f(A) BAR, 于 是 
f(A) SU{f(B) : Be BY > y, 


从 而 £^ (y)n B* 7 e. 由 于 Z' 是 闭 包 保持 的 , FE B e Z fe f (y) BAS. K 
U 是 y REF, WU) f (U)AB Ao. 由 于 了 是 拟 开 映射 , 不 空 开 集 f (U)NB 
的 像 的 内 核 不 空 , 而 


ff (U)nBY-(Unf(By «Unf(BY, 


Al U n f(B)? 不 空 . 这 说 明 y 的 任 一 开 邻 域 U 与 f(B)? 相交 , Bl y € f(B)o. 这 证 
明了 @ 是 闭 包 保持 的 . 证 完 . 

定理 7.4.1109]. 连续 的 拟 开 、 可 数 双 商 闭 映 射 保持 Mi 空间 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 由 Mi 空间 X 到 拓扑 空间 y 上 的 连续 的 拟 开 、 可 数 
双 商 闭 映射 . 设 多 = Unen Zn 是 Mi 空间 X 的 ve 闭 包 保持 基 , 每 一 AF, 是 闭 包 
保持 的 . 注意 , 如 果 Y 是 闭 包 保 持 集 族 , 则 多 的 所 有 子 族 的 元 的 并 所 形成 的 集 族 
仍 是 闭 包 保持 的 . 可 以 假设 Z, 的 任 一 子 族 的 元 的 并 是 多, 的 一 个 元 . 此 外 , 不 失 
一 般 性 , 可 设 Zn C 2,44, ne N. BC —(f(B) : Be A, 由 引 理 7.4.4, 知 是 
空间 Y 的 o 闭 包 保 持 开 和 集 族 . 

对 每 一 y € Y, RV 是 vy WIS, AS J& X 的 基 , FEZ CB dE 
Fy) c B* c f-X(V). 对 每 一 neEN, 置 8 = BOB, I 

B= |] Za Fy) ec) ue. 


ncN ncN 
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由 于 Zn C Z4 (n € N), 序列 (227) 是 递增 的 . Bl f 是 可 数 双 商 映射 , 存在 正 整 
数 m 使 ye F(Z) c V. 由 假设 存在 Be B, C Z, E B= BX, PV f(B) EE 
及 ye f(B)* cv. 到 此 证 明了 « 是 空间 Y 的 o 闭 包 保持 基 . EA, Y 是 正则 的 ， 
所 以 了 是 Mi 空间 . 证 完 . 

回忆 6.6 节 中 介绍 过 的 不 可 约 映 射 的 概念 . 映射 请: X — Y 称 为 不 可 约 的 , 如 
R f 不 能 把 镁 的 任何 真 闭 子 集 映 成 整个 空间 Y. 此 定义 等 价 于 对 X 的 任何 不 空 
WFR U 总 能 包含 着 某 一 y c Y 的 纤维 , 即 存 在 yeY 使 UD fly). X] ke N, 
映射 f: X 一 了 Wk 对 一 的 (k-to-one), 如 果 对 每 一 y e Y, f(y) 正好 包含 着 
X 中 天 个 点 . 

推论 7.4.2 ”下 列 映射 保持 Mi 空间 : 

(i) 不 可 约 的 完备 映射 56]; 

(ii) 既 开 且 闭 的 连续 映射 033]; 

(iii) k 对 一 的 连续 开 映 射 (1621. 

证 明 ”由 于 完备 映射 — 双 商 、 闭 映射 — 可 数 双 商 、 闭 映射 , 而 易 证 伪 开 的 
不 可 约 映 射 是 拟 开 映射 (习题 7.23), 所 以 由 定理 7.4.11 得 (i). 因为 开 映 射 是 拟 开 、 
可 数 双 商 映射 , 于 是 由 定理 7.4.11 得 (0). 不 难 证 明 T» 空间 上 的 有 对 一 的 连续 开 
映射 是 闭 的 (习题 7.24), 从 而 由 ( 得 (iii). 证 完 . 

注 记 ”存在 着 开 (从 而 拟 开 、 可 数 双 商 )、 闭 映射 既 不 是 不 可 约 的 , 又 不 是 完备 
的 . 如 设 x 是 可 数 紧 而 不 是 紧 的 空间 , Y 是 第 一 可 数 的 , f 是 积 空间 OX x Y 到 空 
la] Y 上 的 投影 , 则 f 是 闭 映射 (习题 3.16). 此 外 , 有 限 对 一 的 连续 开 映 射 未 必 能 保 
FF Mi 空间 (Pil 4.4.1). 

推论 7.4.3133, 204] ”Mi 空间 满足 局 部 有 限 正则 闭 和 定理 . 

证 明 ”由 定理 7.4.11 和 定理 5.5.8 得 证 . 证 完 . 

下 面 叙述 Heath-Junnila 定理 (定理 7.4.12). 由 此 可 看 到 Ma > M, 问题 联系 
着 Mi 空间 的 遗传 性 及 映射 性 质 . 

引 理 7.4.5 ”正则 空间 X 是 M, 空间 当 且 仅 当 x 具有 由 正则 闭 集 组 成 的 o 

证 明 设 多 是 Mi TA X W o ABARRA, WI Z= {B : Be 2) Z& XW 
c 闭 包 保 持 的 正则 闭 拟 基 . 反之 , 设 多 是 空间 X Hu o 闭 包 保 持 的 正则 闭 拟 基 , 则 
P = {B° : Be By & X lo HARE. 证 完 . 

引 理 7.4.6059 i x 是 正则 o 空间 . HF 是 X 的 闭 包 保持 闭 集 族 , 则 存在 
X ffo WARMTE D, 使 对 每 一 ce 多 , Fn DTE F PRE. 

证 明 ”由 定理 7.4.5 和 定理 7.4.3, 正则 o 空间 是 半 层 空间 . 存在 空间 X 的 半 
层 对 应 G ( 引 理 7.4.1 的 注 记 3) 满足 : 
(i) 对 闭 集 F, F= Nren CFn), GF, n) 是 开 集 ; 
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( WHEE F, K, F C K > G(F,n) C G(K,n)(n € N). 
4 


Q(g)-ng'-u(£-59), FCF 


R'PQ(o)-X-UZ. 那么 {Q(F¥'): F' c.Z EX WHE. WncN, E 
QF) =F! — GUF =- F’) n), FCF, 


其 中 @n(2) = X - GUF, n). BA AUF’) = Unen Qa F’) E {Qn(F') : FC F} 
Æ X 的 离散 闭 集 族 . 
事实 上 , 对 ze X, 定义 


(F)e={FEF:xEF}, U=G({x},n)-UF —(F)e), 
WU BARA x € U. 对 (2), z F' CF, 如 果 存 在 F € F' — (2),, DJ 
QF CF HUCX-U(F OE D CX E 
于 是 Qn(F') NU = e; 如果 存在 F E (多 ); — F', MA 
Qn(F) c X - G(U.Z — F'),n) c X - G(F,n) C X — G(r}, n), 


从 而 Qn(F') NU = Ø. 


令 


D={Qn(F'): F' CF, nEN}, 


W 28 (QC7) :.7' CF} Wo 离散 闭 加 细 . KH HX No 离散 闭 网 络 . 对 
HceJf,Qe2, 8 HNQS2, ME 2(H,Q) e Hn. 定义 


D= {2(H,Q): He #, Qe 2, HnQ 9), 


则 D 满足 引 理 的 要 求 . 显然 , DEX Bc 闭 离散 集 . MP oF, RF 的 非 空 开 集 
W, 存在 X 的 开 集 V, f£ Vn F 2 W. RE y € W. 那么 存在 五 e 96, Qe 2, fi 
yeHnQcHcV.iilQ-oqQ.(7) Rm"neN,Z'cz.dmTQonrze,TR 
Fe F#', Amqcr,bNiEsziHQueHnQcVnF-W,ik FoDJé F WAT 
4. 同 理 可 证 , D 是 X 的 稠 子 集 . 证 完 . 

定理 7.4.12 (Heath-Junnila 定理 083) 每 一 M; 空间 是 某 一 M1 空间 在 完备 
BU F AYR. 

证 明 OX FE Ms 空间 ,5S = {0} Uf 1/n: n e N} 是 数 直线 的 子 空间 . FRE 
Z=Xx S, 赋予 下 述 拓扑 : X x (S 一 {0}) 的 点 取 为 Z 的 孤立 点 ; X x (0) 中 点 的 
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邻 域 基 取 为 X x S 中 相应 点 在 积 拓扑 下 的 邻 域 基 . 显然 , 2 是 正则 空间 , 并 且 X A 
EF 2 的 闭 子 空间 X x {0}. 先 证 明 Z 是 M, 空间 . 
对 BCX, 引入 记号 
B[0] = B x {0}, 
Bin] = B x ({0} U (1/k: k 2 n}) (n € N). 


di B 是 X 的 闭 集 , 那么 Bin] = Bin] - BO, FÆ Bin 是 2Z 的 正则 闭 集 . 
由 定理 7.4.6, X RAAME 22 — Unen Bn, 其 中 Bn 是 闭 包 保持 的 . 置 


Uam = {BIm|: BE By} (n, meN), 
Wn = {{(a,1/n)}: 2 € X) (ne N), 
则 Yam 是 Z 的 闭 包 保 持 的 正则 闭 集 族 , v, 是 2 的 离散 开 、 闭 集 族 , 从 而 
( U %m)u(U %) 
n,mcN ncN 
是 ZH o ARPA IE UAE. 由 引 理 7.4.5, Z 是 Mi 空间 . 
下 面 构造 2 的 子 集 Y, 使 Y 仍 是 Mi 空间 且 立 到 X 上 的 投影 是 完备 映射 . 


由 引 理 7.4.6, X 存在 稠 子 集 D = Unen Dn, 其 中 Dn 是 X 的 闭 离散 子 空间 且 
Dn C Di 满足 对 B € B,BOD 是 B 的 稠 子 集 . 定义 


Y = X(0]U (U{D, x {1/n} :ne Ny. 


其 次 证 明 Y 是 M, 空间 . 
为 此 验证 : 对 Be Z, TÆ (Bn] - BI0) ny 在 子 空间 Y 中 的 闭 包 


Cly ((B[n] — B[0]) n Y) = Bin] n Y. (7.4.6) 


Cly ((Bin] - BIO) NY) c Bln] - Bo] n Y = Bin] ny. 


Bere B, KW 是 zz 在 六 Heb, Mk on, AF BOD BF B, HH m>k All 
x! E BAW N Dm, HBA (2',1/m) eW|k|n((B[n] — BIOD n Y), 因而 


Bin] NY c Cly ((B[n] — B[0]) NY). 
至 此 证 明了 (7.4.6) 3X. 这 表明 , B[n] Y BY 的 正则 闭 集 , 从 而 


(Ute (uen 
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Æ Y W o 闭 包 保持 的 正则 闭 拟 基 . 故 Y 是 My 空间 . 

最 后 , uEBH Y 到 X 上 的 投影 f 是 完备 映射 . 

显然 , f RABUN. 下 证 f BAW. WY Wa F, 若 ze X 一 f(F), 那么 
(z,0) ¢ ,于 是 存在 x HARIR V. M m € N, 8 VIm]n F = e. X n «m, AF 24 
f(FO(X x {1/n})) c Dn 所 以 存在 zx RARR Va, EV Of (F(X x (1/n))) = Ø. 
4 U=VI (Nem Va). BA U Æ r WARE Un f(F) = e, itt f(F) 是 闭 集 ， 
故 f 是 闭 映射 . 证 完 . 

推论 7.4.4058. 下 列 论断 等 价 : 

(i) 每 一 Ms 空间 是 M, 空间 ; 

(ii) 每 一 Mi 空间 的 每 一 子 空间 是 Mi 空间 ; 

(iii) 每 一 Mi 空间 的 每 一 闭 子 空间 是 Mi 空间 ; 

( 

( 


iv) Mi 空间 在 连续 闭 映射 下 的 像 是 Mi 空间 ; 

v) My 空间 在 完备 映射 下 的 像 是 Mi 空间 . 

WEBB ”由 于 Ms 空间 是 遗传 的 (定理 7.4.9) 及 Ms 空间 为 连续 闭 映射 保持 ( 定 
理 7.4.10) WT (i) > (ii) & (i) > (iv). (ii) > (iii) X (iv) > (v) 是 平凡 的 . 在 定理 
7.4.12 的 证 明 中 , 我 们 证 明了 每 一 个 Ms TAA LATS Mi 空间 的 闭 子 空间 ， 
所 以 (iii) > (i). (v) > (i) 由 定理 7.4.12 得 证 . 证 完 . 

回忆 拓扑 空间 中 在 一 点 是 局 部 有 限 集 族 、 闭 包 保 持 集 族 的 概念 . 空间 X 的 集 
KP 称 为 在 点 ze X 是 局 部 有 限 的 , 如 果 存 在 x KU HU 仪 与 P 中 的 
有 限 个 元 相交 ; 称 集 族 多 在 点 x e X 是 闭 包 保持 的 , BRE "c OP, 如 果 
r EUP, Ma eUF =U{P: Pe 2}. X Ac X, WR 2 xk A 的 每 一 点 是 局 部 
有 限 的 ( 闭 包 保持 的 ), 则 称 A 在 4 (或 关于 A) 是 局 部 有 限 的 ( 闭 包 保持 的 ). 

定理 7.4.13 Bo My 空间 X 的 每 一 闭 集 具 有 闭 包 保持 的 邻 域 拟 基 , 即 对 每 一 
闭 集 A, 存在 闭 包 保 持 集 族 次 满足 : 对 每 一 开 集 GD A, FEE V e WW 使 


ACV°CVCG. 


证 明 设 A 是 Mo 空间 XX 的 闭 集 h ox 的 层 对 应 ( 引 理 7.4.1 的 注 记 2), 
存在 递减 开 集 序列 {On}nen 使 每 一 0, D A, Bu Os = A. & On = Hn, J 
nen Hn = A. V B = Unen Zn dé X No MAREE, 每 一 多 , 是 闭 包 保持 的 
闭 集 族 . BU = Bn\Hn = {BN Hn : Be Br}, WM 仍 是 闭 包 保持 闭 集 族 . 
4* —U(U:U € Wn} C Hn (n € N), TH {An}nen TE X — 4 是 局 部 有 限 的 , 所 以 
U = Unen Un TE X — A 是 闭 包 保持 的 . 设 EY 的 所 有 子 族 的 并 所 成 的 集 族 ， 
Wy dg X — 4 是 闭 包 保持 的 . mw-i(ivevY:Acveuw 在 XX 中 是 闭 包 保持 
的 (W 的 每 一 元 包含 A). 
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下 证 是 4 的 邻 域 拟 基 . 设 G 是 包含 4 的 开 集 . Dd 多 是 X 的 拟 基 , 对 每 一 
x E A TFE n(x) €N, Br € Baa) 使 ze BOC BscG. 置 


V-U(B,n An (a) :ZE A) 


则 V e Y, HAR ACV CV CG, MAVES. MW HE A 的 邻 域 拟 基 . 证 完 . 

定理 7.4.14 09. KX 是 集 态 正规 的 o 空间 , B. X 的 每 一 闭 集 具 有 o 闭 包 保 
持 的 邻 域 拟 基 , 则 X 是 Ms 空间 . 

证 明 X 是 正则 o 空间 , 设 P = Unen Pn Æ X Wo 离散 网 络 , 每 一 
Py = {Pan : a E An} 是 离散 闭 集 族 . 由 集 态 正规 性 , 存在 离散 开 集 族 (Qu : ae 
An} 使 Pon C Qam, QE An. BW Ban = pen Bonk EAR Pan 的 og WARR 
邻 域 拟 基 , 每 一 Bonn 是 闭 包 保持 的 . 不 妨 设 Zanr 的 每 一 元 包含 在 Qan 内 . 对 
每 一 对 正 整 数 w k, 让 Bann 按 a 的 指标 集 4。 取 并 , 得 集 族 


Car = Lue 
OCA, 
由 于 Zi ne C Qan 而 {Qan :a € An} 是 离散 的 , 所 以 Cn 是 闭 包 保持 的 . 

下 证 多 = Un pen Cne 是 X 的 拟 基 . 对 zeX 及 包含 z WIR U, AP EX 
的 网 络 , 存在 闭 集 Pa; € Pj fi x € Ps; CU. A Bg; 是 闭 集 Po 的 邻 域 拟 基 , 存 
FEV € Boj CE xe Pag CV?» CV CU. MUG EX Wo BIBLERRHUASE, X 
是 M 空间 . 证 完 . 

定理 7.4.15 P9. 3x Ms 空间 X 的 每 一 闭 集 具 有 o 闭 包 保持 开 邻 域 基 , WU] X 
是 Mi 空间 . 

HERR Ms 空间 是 集 态 正规 (定理 7.4.1 和 推论 5.1.2). o 空间 (定理 7.4.7), 
在 上 述 定 理 的 证 明 中 , 换 “ 拟 基 ” 为 “ 基 ”, 换 “ 邻 域 拟 基 ” 为 “ 开 邻 域 基 ", 即 得 证 . 
证 完 . 

至 于 Mi 空间 是 否 有 相应 于 定理 7.4.13 WAR, 也 就 是 Mi 空间 的 每 一 闭 集 具 
有 闭 包 保持 开 邻 域 基 否 ? 相关 的 问题 有 : Ceder® H Mi 空间 的 每 一 点 是 否 有 闭 包 
保持 的 开 邻 域 基 ? Borges 和 Lutzeris6l fa] M4 空间 的 每 一 闭 集 是 否 有 o 闭 包 保持 
开 邻 域 基 ? 这 些 问 题 直 至 2004 年 才 由 Mizokami 298) 解决 . 本 节 的 下 文 把 每 一 闭 集 
具有 闭 包 保持 开 邻 域 基 的 Ms 空间 类 记 作 P 类 (class P). A 类 在 M, 空间 问题 
的 研究 中 起 到 很 好 的 过 渡 作用 . 由 定理 7.4.15, A 类 c Mi 空间 类 . 可 以 直接 证 明 ， 
在 Heath-Junnila 定理 (定理 7.4.12) 的 证 明 中 的 空间 2 K Y 的 每 一 闭 集 都 具有 闭 
包 保 持 开 邻 域 基 , 也 就 是 Z, Y e 2 类 (AM 7.27). 

定理 7.4.16 705 设 Ms 空间 的 每 一 点 具有 闭 包 保持 的 开 邻 域 基 , 则 X 的 每 
一 闭 集 具 有 闭 包 保 持 开 邻 域 基 , 即 X e AR. 从 而 X 是 Mi 空间 . 
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证 明 ik F&M 空间 XX 的 闭 集 . 因 Ms = Mo, 由 Ceder 的 定理 7.4.13, F 
具有 闭 包 保持 邻 域 拟 基 Z= {B。 : ae A}. 不 失 一 般 性 , 可 作为 多 中 元 是 闭 集 . 

因 Ms 空间 是 o 空间 , 由 引 理 7.4.6, 存在 o 离散 闭 集 D = Unen Dn, 每 一 D, 
是 离散 闭 集 , 满足 对 Ba € Z, Ba N D 在 Ba PRR. 不 妨 设 (Ds) sew 是 互 不 相交 
的 . 离散 闭 集 D, 可 看 作 是 由 单 点 集 {r} (x € D,) 形成 的 离散 集 族 , 由 X. 的 集 态 
正规 性 , 存在 离散 开 集 族 %, = {Wi(z) : x € Dy} f x € Wale), x € Dn. 
由 定理 7.4.2, 让 g(n, v) 是 Ms 空间 X 所 确定 的 9 函数 . 对 于 X 的 每 一 闭 集 
E, 定义 En = g(n, E)(n € N). 则 闭 集 序列 {En} nen 满足 : 

(i) E = nen En = Nnen(En)°s 

(ji) Æ Ec K (WR), 则 En C K,(n €N); 

(ii) €f m >n, WW Em C En. 

由 定理 假设 , 每 一 点 ze D 具有 闭 包 保持 开 邻 域 基 Y. 不 失 一 般 性 , 当 x € 
Ba N D, 时 (这 n 是 惟一 的 ), 可 作为 % 的 每 一 元 ( 开 集 ) 包含 在 


Wp (£) N (B4), € W(x) n (Ba)a. 


Am ze BaN Dn 时 ， 


UY, CWr(z)A(Ba)n (neN). (7.4.7) 


X p 是 定义 在 BaN D 上 的 函数 使 对 每 一 ze Ban D, e(x) € Va (p(x) A x 
的 某 开 邻 域 ). 记 这 些 o 的 全 体 为 Sa 置 


BY = B? U(Uly(2) : e Ba N Dl) (ye 94), (7.4.8) 


Ju B? RAR. 置 
BË = {B} :a € A, Ve Gy}. 

下 证 ZË 是 F 的 闭 包 保 持 的 邻 域 基 . 

WHE GF, A 多 是 下 的 邻 域 拟 基 , 存在 Ba € B IE FC Bos c Boca. 
对 每 一 点 ze BaN D, 由 x € G, FE Urs € Yos IE £ EUs CG. BEE ve o, 使 
FC B} CBE CG. 所 以 Bt 是 的 邻 域 基 . 

任 取 "c BE. 设 

zo € U{BE : BY € d). (7.4.9) 


Al = {a € A: WHE o € a, B? e B'S, 
H = U{Ba: a € A'), 
$' = {p E Ba: BE € 4 (acA). 
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FH (7.4.8), BaN Dc BY, FÆ B,n Dc Be. HF Ban DIF Ba, Ba = BaN D. 
所 以 Ba c BE. 由 (7.4.9), zo 4 H, 从 而 存在 neEN 使 zo ¢ Hn. 置 


c=u{Bu(u{g@):ee B. n (U Dx) $) Bee wh. 
k>n 


Bare BaNDm, KBac A',m 2 n. MF o € &, € ole) € Ye, H (7.4.7), 
UM, C (Ba)m, 而 Ba c H, WA v(x) C (Ba)m C (Ba). C Hn. 从 而 C € Hn. 
H, 是 闭 集 , 所 以 C C An, XAI xo ¢ Hn, WA zo € C. 再 置 


2 = s(x): £ € Ba N Dy), BEE 2s. 
{eisen.n( U Di) ates) 
每 一 v(x) € 44. H (7.4.7), 34 x e Ba N Dy 时 , UM C Wy(x) e Y... 每 一 
Y. (1 < k< n) 是 离散 集 族 , 从 而 o = Uri A 是 局 部 有 限 集 族 . 由 于 V 是 闭 
包 保 持 集 族 , 而 UY, 包含 在 的 某 一 元 中 , 所 以 2 是 闭 包 保持 集 族 . 对 2 中 
的 每 一 元 plx), 由 (7.4.9), zo € v(x), 由 2 的 闭 包 保 持 性 , xo d UZ. 由 (7.4.8), 
C U (UY) -U(B£ : BY e Z), 故 得 xo € U[BE : BE Ej 于 是 Bt 是 闭 包 保 持 
的 . 


综 上 所 述 , X c 2 28. 由 定理 7.4.15, X 是 M, 空间 . 证 完 . 

拓扑 空间 X 称 为 Nagata 空间 (Nagata spacels), 如 果 x 是 第 一 可 数 的 Ms 
空间 . 

推论 7.4.5209 每 一 Nagata 空间 是 Mi 空间. 

证 明 ”第 一 可 数 空间 中 每 一 点 的 可 数 开 邻 域 基 可 作为 递减 的 , 从 而 是 闭 包 保 
持 的 . 证 完 . 

下 面 是 Ito 另 一 重要 结果 (定理 7.4.18). 

引 理 7.4.7 WU 是 空间 X 的 既 开 且 闭 集 . EZ 是 X 中 的 闭 包 保持 集 族 ， 
ZU = {BNU : B € 多} 是 闭 包 保持 的 . 

E WZ CBF. WrgU(BnU:Be 4) 由 于 U BAS 


Am 


U{BNAU:BEZ'}=UN (U(B:Be4cUucz-u. 


4cdUW,c¢U{BNU: BEB}. 4 reU Bf, HEU 是 开 集 , H BES, 
WA UOB c BAU, MA x 4 B. BT A eA, FÆ ze U(B: Be B}D 
U{BNU: Be ZY. 证 完 . 

引 理 7.4.8 B UV =U% :neN} 是 空间 X HA PW o 闭 包 保持 邻 域 
dE. E {Gjwen 是 XX 中 的 既 开 且 闭 集 组 成 的 递减 序列 满足 = n{fGn : n EN}, NU 
UM|Gn :neN} Æ F WAER RRE. 
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证 明 ”由 引 理 7.4.7, 每 一 47,|G, (n € N) 是 闭 包 保持 集 族 . 记 


B=U{WUGn :n EN} = {Ua : Q € D}. 


显然 , 9 是 的 邻 域 基 . 下 证 9 是 闭 包 保持 的 . 
RW C9, 记 B={UVUs:aeED',D'cCD. 设 zd¢U{fUa:aeED') 则 zg¢ 工 . 
存在 neN, 当 m >n H, x 4 Gm = Gm. E 


2" = {Ux : a € D' H Ua € UL%m|Gm :m > n}}. 
记 2" = {Ua : a € D"}, D” CD’, W Gm D U{Ua : a € D'Y. 因此 
E DF. 


而 U{Ua : a € D' — D"} CU&%IG; :i<n}, B UY|G i n) 是 闭 包 保持 的 , 所 
以 
z€éUs(oeD'—D")-—z&U(U,:o€ D'— D'Y}, 


故 r4U(U,:ocD'), 9 是 闭 包 保 持 的 . 证 完 . 

引 理 7.4.9 KS 是 空间 X 的 正则 闭 集 , T 是 子 空间 S 的 正则 闭 集 , W T 是 
空间 X 的 正则 闭 集 .从 而 每 一 由 5 中 正则 闭 集 组 成 的 在 S 中 闭 包 保 持 的 集 族 也 
是 由 X 中 正则 闭 集 组 成 的 在 X 中 闭 包 保持 的 集 族 . 

证 明 留 给 读者 . 

定理 7.4.17 01. Wt x EM, 空间 , HL. X 的 每 一 正则 闭 集 是 Mi 的 , 则 X 的 
每 一 闭 集 具 有 闭 包 保持 开 邻 域 基 . 从 而 遗传 Mi 空间 类 C 儿 类 . 

证 明 ”由 定理 7.4.16, 只 要 证 明 X 的 每 一 点 具有 闭 包 保持 开 邻 域 基 . 对 x € X, 
不 妨 设 x 是 X 的 聚 点 , 下 面 构造 X 的 两 个 正则 闭 集 H 及 Ho 使 满足 : 

(i) X = Hı U Hx; 

(i) 对 每 一 i = 1,2, 如 ze Hi, 则 存在 子 空 间 HH; 的 既 开 且 闭 集 形成 的 序列 
{Hin}nen 使 (x) = {Hin :ne N). 

利用 空间 X 的 完备 正规 性 , 可 以 取 X 的 正则 开 集 的 序列 (Gs buen 使 


X=GIDGDGDGD:; (x)en(G.:neN). 


Hı = U{Gon-1 — Go, :n € N}, 


Hə = U{ Gon = Gon+1 a N}. 
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由 于 Gi (k € N) 是 正则 开 集 , 可 以 证 明 , Gx — Ges = Ge — Gri, 且 容易 证 明 : 


Hi = U{Gan—1 — Gan in € N} = U{Gan—1 — Gan : n € N}, 
所 以 Hy, H2 是 正则 闭 集 , 满足 (0). 对 每 一 ne N, E 
Ain =HiNGon-1, Han = H2 N Gon. 


那么 
Hin = AL NGn-2, Hen = H2 N Gan-1. 


Ain, Hon 分 别 关 于 子 空 间 Hi, Ho 是 既 开 且 闭 的 ， 显 然 满 足 ， 如 z c Hi, DU 
{z} 2 n(Hi, : n eN}, 所 以 , Ai, Ho 满足 (ii). 

由 假设 ， 正则 闭 子 空间 Hi, Hə 是 Mı 空间. xc Hi, 由 引 理 7.4.5， 存在 点 x 
关于 子 空间 H 的 o 闭 包 保 持 邻 域 基 v; =U Un: n EN} 这 里 2 BA; PH 
保持 的 正则 闭 集 族 . (ii) 及 引 理 7.4.8, U{%|Hin :n €N} 是 x 在 子 空间 了 的 
闭 包 保持 邻 域 基 , WE v;. v; 中 的 每 一 元 是 H; 中 的 正则 闭 集 ( 因 正 则 闭 集 与 既 开 
且 闭 集 的 交 是 正则 闭 集 , 习题 7.19). 由 引 理 7.4.9, © 是 由 X 中 的 正则 闭 集 组 成 的 
X 中 的 闭 包 保 持 集 族 . Ch rg HN, EX v; — o. 置 


€ = (C1U C» : C; € Gi, i — 1,2]. 


由 (i) 知名 中 的 每 一 元 是 zx 在 X 中 的 邻 域 , 仍 是 X 中 的 正则 闭 集 (两 个 正则 闭 集 
的 并 仍 是 正则 闭 集 , 习题 7.19). 多 仍 是 X 中 的 闭 包 保持 集 族 , 所 以 多 是 由 X 中 
正则 闭 集 组 成 的 点 z 的 闭 包 保持 邻 域 基 . 从 而 v9 = {C°: C € € 是 点 z 的 闭 包 
保持 开 邻 域 基 . 证 完 . 
Ito204] 为 了 证 明 该 文 的 主要 结果 (定理 7.4.18), 引入 下 述 Gruenhage 的 结果 . 
引 理 7.4.10 160] 具有 下 述 性 质 (G) 的 Mi 空间 X 的 连续 闭 映像 是 Mi 空 
间 : 
(G) ”对 空间 X 的 任意 两 个 闭 集 H, KK, HCK, 则 五 在 子 空间 K 中 具有 Bl 
包 保 持 开 邻 域 基 . 
Gruenhage 在 论文 中 记 上 述 性 质 为 (*), 为 便于 下 文 引用 这 里 改 记 为 (G). 此 引 
理 的 证 明 复 杂 元 长 , 这 里 只 能 略 去 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 所 引 Gruenhage 的 论文 . 
易 知 具有 性 质 (G) 的 Mi 空间 的 任何 闭 集 是 Mi 空间 , 因此 Gruenhage 提出 
问题 : “是否 具有 闭 遗 传 性 的 Mi 空间 的 连续 闭 像 是 Mi 空间 ?” 由 命题 7.4.1 和 定 
理 7.4.18 正面 回答 了 Gruenhage 的 问题 . 
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定理 7.4.18 0941. ”遗传 Mi 空间 的 连续 闭 像 是 遗传 Mi 空间 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 遗传 Mi 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映射 . 设 H, K 
是 X 的 两 个 闭 集 , AAC OK. 子 空间 K 是 遗传 M W, H 是 KK 中 的 闭 集 , 由 定理 
7.4.17, H Æ K 中 具有 闭 包 保持 开 邻 域 基 , 所 以 X 具有 引 理 7.4.10 的 性 质 (G), 故 
由 引 理 7.4.10 All Y 是 Mi 空间 . 从 而 易 证 Y 是 遗传 M; 空间 . 证 完 . 

推论 7.4.64 Nagata 空间 的 连续 闭 像 是 遗传 Mi 空间 . 

证 明 ”由 推论 7.4.5 和 定理 7.4.9 及 第 一 可 数 性 是 遗传 的 , 所 以 Nagata 空间 
是 遗传 M, 空间 , 再 由 定理 7.4.18 得 证 . 证 完 . 

度量 空间 的 连续 闭 映 像 称 为 Lagnev 空间 (Lagnev space). 

推论 7.4.7 999 Lasnev 空间 是 遗传 Mi 空间 . 

2004 年 , MizokamiP98 证 明了 下 述 结果 , 这 是 Ito 之 后 关于 M; 空间 问题 的 重 
要 进展 . 定理 7.4.19 的 证 明 请 读者 参阅 所 引文 献 . 

定理 7.4.19 098 M, 空间 的 每 一 闭 集 具有 闭 包 保 持 的 开 领域 基 . 

推论 7.4.8 ”下 列 论 断 等 价 : 

(i) X 是 Mi 空间 ; 

(ii) X 是 每 一 点 具有 闭 包 保持 开 邻 域 基 的 层 空间 ; 

(ui) X 是 每 一 闭 集 具有 闭 包 保 持 开 邻 域 基 的 层 空间 ; 

(iv) X 是 每 一 闭 集 具 有 o. 闭 包 保持 开 邻 域 基 的 层 空间 . 

证 明 ”由 定理 7.4.19, (i) > (ii); 由 定理 7.4.16, (ii) > (iii); (iii) > (iv) 是 显然 
的 ; 由 定理 7.4.15, (iv) > (i). WEE. 

注 记 ”由 于 Mizokamil297 证 明了 如 果 一 个 层 空 间 是 可 数 个 属于 2 类 的 闭 子 
空间 之 并 , 则 这 层 空间 也 属于 2 类 , 所 以 如 果 一 个 层 空间 是 可 数 个 闭 Mi 空间 之 
并 , 则 这 层 空 间 是 Ma 空间 . 从 而 有 限 个 闭 Mi 空间 之 并 是 Mi 空间 . 

推论 7.4.9 ”连续 的 拟 开 、 闭 映射 保持 Mi 空间 . 

证 明 XE f RA M, 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 拟 开 、 闭 映射 . 由 定理 7.4.10, 
Y 是 Ms 空间 . 对 每 一 yeY, 由 定理 7.419, fy) EX 中 具有 闭 包 保持 的 开 邻 
域 基 Z, 又 由 引 理 7.4.4, {f(B)* : B e 1 是 y 的 闭 包 保持 开 邻 域 基 . 由 推论 7.4.8, 
Y 是 M, 空间 . 证 完 . 

因为 不 可 约 的 闭 映 射 是 似 开 上 映射 (见习 题 7.23), 有 下 列 推论 , 它 回 答 了 Tamano 
的 一 个 问题 [888], 

推论 7.4.10 ”不 可 约 的 连续 闭 映 射 保持 Mi ARI. 

推论 7.4.11 X X Æ M, 空间 , A 是 的 闭 子 空间 , 则 商 空间 X/A 是 Mi 
空间 . 

证 明 让 了 :XX 一 XX/4 是 自然 商 映 射 . 则 了 是 闭 映 射 ,于 是 XX/4 是 Ms 空 
la]. 由 推论 7.4.8, X/A 的 每 一 点 具有 闭 包 保持 的 开 邻 域 基 , 从 而 X/A 是 Mi 空间 . 
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证 完 . 

下 面 概 略 地 叙述 Ms > M1 问题 以 结束 M; 空间 (所 论 空 间 均 设 为 正则 空间 ). 

Heath 和 Junnilall88] 曾 引 入 Mo 空间 (Mo-space, 具有 o 闭 包 保 持 既 开 且 闭 基 
的 空间 ), 显然 Mo 空间 是 Mi 空间 . Gruenhagel!®) 引入 性 质 (G) ( 引 理 7.4.10) 及 
Fo 可 度量 化 空间 (F,-metrizable space, 可 表示 为 可 数 个 可 度量 化 闭 子 空间 的 并 的 
空间 ) 并 证 明 Fo 可 度量 化 的 层 空间 及 其 连续 闭 像 均 具 有 性 质 (G), 从 而 是 Mi 的 . 
此 后 , 日 本 学 者 引入 一 些 层 空间 类 : Mizokamil295] 的 层 u 空间 (stratifiable p-space), 
Tamanol336] 的 规则 层 空间 (regularly stratifiable space)、 强 规则 层 空 间 (strongly 
regularly stratifiable space) 及 Mizokamil29"7| 的 具有 M 结构 的 层 空间 (stratifiable 
space with M-structures). Junnila 和 Mizokamil223| 证 明 上 述 四 类 空间 是 重合 的 . 下 
面 介绍 其 中 定义 较 简 的 pe 空间 (u-space13)). 空间 X 称 为 u 空间 , MRE RI DUK 
入 到 仿 紧 Fo 可 度量 化 空间 的 可 数 积 中 . 显然 , n 空间 是 FL 可 度量 化 的 层 空 间 的 
推广 , E. 空间 是 仿 紧 的 o 空间 . MizokamiR97 证 明了 层 u 空间 是 M; 空间 , 且 是 
Mo 空间 在 完备 映射 下 的 像 , 而 Mo 空间 等 价 于 零 维 的 层 y 空间 . 存在 着 Lasnev 空 
间 不 是 Fo 可 度量 化 的 ( 见 文献 [117] 的 例 2), 故 Fo 可 度量 化 不 能 为 连续 闭 映射 所 
保持 . 而 Junnila 和 Mizokami!223] 证 明了 F, 可 度量 化 的 层 空 间 的 连续 闭 像 是 层 n 
室 间 , 所 以 存在 着 层 / 空间 而 不 是 FX 可 度量 化 的 . TamonoP59 构造 了 一 个 正则 
Lindelöf 的 o 空间 不 是 u 空间 . 

Ito 和 Tamanol206] 引入 几乎 局 部 有 限 集 族 的 概念 . 空间 X 的 集 族 oy 称 为 关 
于 点 xe X 是 几乎 局 部 有 限 的 (almost locally finite), 如 果 存 在 点 x 的 邻 域 U 及 
有 限 集 族 多 使 


{ANU: AEA} C{BAV:BEZ, V 是 zx 的 邻 域 }. 


A RAE X 中 是 几乎 局 部 有 限 的 , WR 关于 X 的 每 一 点 是 几乎 局 部 有 限 的 . 
他 们 研究 了 具有 o 几乎 局 部 有 限 基 的 空间 , 证 明了 这 类 空间 是 Mi 的 , 而 包含 着 u 
层 空间 类 

Ohta’? 引入 有 限 型 闭 包 保持 集 族 的 概念 空间 X 的 集 族 cy 称 为 关于 点 
rc X 是 有 限 型 闭 包 保持 的 (finitely closure-preserving), 如 果 对 每 一 oA’ C oA, FF 
在 x 的 开 邻 域 U 及 oY' 的 有 限 子 族 Z, 使 


UNU{A:Ae ww’}=UNU{B: BE B}. 
ef 称 为 在 X 中 是 有 限 型 闭 包 保 持 的 , WR of 关于 X 的 每 一 点 是 有 限 型 闭 包 保 
FH. Ohta 研究 了 具有 o 有 限 型 闭 包 保持 基 的 空间 , 证 明了 这 类 空间 包含 着 具有 
c 几乎 局 部 有 限 基 的 空间 类 及 Mo 空间 的 完备 像 , 而 包含 在 遗传 Mi 空间 类 内 . 
这 些 空间 类 的 关系 如 图 7.1 所 示 A, 


间 . 247 - 


度量 空间 


Fo 可 度量 化 的 层 空间 M, 空间 


h 层 空间 < > 规则 强 规 则 层 空 间 ”< Me 结构 的 层 空间 


具有 G 几乎 局 部 有 限 基 的 空间 M, 空间 的 完备 像 


具有 o 有限 型 闭 包 保持 基 的 符 间 


遗传 M, S 有 具有 性 质 (G) 的 层 空间 


Nagata 空间 


每 一 闭 集 (点 ) 具有 闭 包 保持 开 邻 域 基 的 层 空间 多 类 中 的 元 ) 


M 空间 


图 7.1 


上 述 空间 类 关于 子 空间 、 连 续 闭 像 或 完备 像 及 可 数 积 的 保持 情况 见 表 7. 10:41. 
学 者 们 似乎 都 有 这 样 的 想法 : 加 强 Ms 空间 能 使 殖 含 Mi 而 具有 比 M. 较 好 
的 性 质 . 所 加 强 的 内 容 逐 步 减 弱 (图 7.1) 以 “逼近 ”Mi, 总 希望 Mi 能 满足 相应 的 
加 强 内 容 (例如 , T. Mizokami 希望 每 一 Mi 空间 具有 M 结构 , M. Ito 希望 每 一 Mi 
空间 具有 o 几乎 局 部 有 限 基 ). 这 样 Ms > Mi 问题 可 解决 . 但 是 从 图 7.1 上 看 , My 
空间 等 价 于 每 一 点 具有 闭 包 保持 开 邻 域 基 的 Ms 空间 (BD 多 类 中 的 元 ). 这 又 回 到 
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1961 年 J. G. Ceder 提出 的 问题 (MizokamiP98] 解决 了 这 一 问题 , 定理 7.4.19), 所 
以 这 种 逐步 “逼近 ”的 办 法 很 难说 有 成 功 的 可 能 . 对 于 这 方面 的 内 容 及 问题 详 见 文 
WA [141], [165], [170], [388] 等 . Ms > M4 这 一 至 今 无 法 解决 的 问题 很 有 魅力 , 著名 
拓扑 学 家 Mary RudinB846] 对 此 也 感 兴趣 , 重 又 提出 此 问题 . 按 她 的 猜测 , 答案 可 能 
是 正面 的 . G. Gruenhage! 79 提 到 答案 可 能 独立 于 集 论 公 理 ZFC. 究竟 如 何 , 尚未 
可 知 . 


表 7.1 
空间 类 遗传 性 映射 性 质 可 数 可 积 性 
度量 空间 子 空间 保持 闭 像 不 保持 , 完备 像 保 持 可 数 积 保持 
M, 空间 闭 子 空间 ? 闭 像 或 完备 像 ? 可 数 积 保持 
Fo 可 度量 化 的 层 空间 子 空间 保持 闭 像 不 保持 , 完备 像 保 持 有限 积 保持 , 可 数 积 ? 
Mo 空间 的 完备 像 闭 子 空间 保持 闭 像 ? 完备 像 保 持 可 数 积 保持 
层 / 空间 子 空间 保持 闭 像 ? 完备 像 保 持 可 数 积 保持 
具有 o 几乎 局 部 有 限 基 的 空间 子 空 间 保持 。 完备 像 ? 有 限 对 一 闭 像 保持 可 数 积 保持 
具有 o 有 限 型 闭 包 保持 基 的 空间 。 子 空间 保持 闭 像 ? 完备 像 保 持 可 数 积 保持 
遗传 M1 空间 子 空间 保持 闭 像 保持 可 数 积 ? 


7.5 “FR. k 半 层 空间 , 单调 正规 空间 ， 
对 称 与 半 度 量 空间 


正则 o 空间 的 刻画 有 著名 的 Siwiec-Nagata 定理 (定理 7.3.5). 证 法 很 别致 . 由 
此 容易 得 到 关于 o 空间 为 闭 映 射 保持 的 结果 (推论 7.3.2). 那 时 尚未 引入 9 函数 ， 
不 能 利用 9 函数 得 到 正则 o 空间 的 另 一 类 型 的 刻画 . 在 7.4 节 引 入 9 函数 , 充分 利 
用 它 刻 画 Ms 空间 与 Ms 空间 , 从 而 证 明了 Ms = Ms 这 一 重要 结果 (定理 7.4.6), 
并 指出 用 类 似 的 证 法 可 以 得 到 (不 必 先 在 7.3 节令 述 臻 重复 ) 用 9 函数 刻画 正则 o 
空间 (定理 7.4.5) 的 类 似 于 Ms 空间 的 刻画 (定理 7.4.4): 

(定理 7.4.5) 正则 空间 X 是 o 空间 当 且 仪 当 存 在 N x X. 上 的 g 函数 满足 下 述 
(i), Gi) (à) e (^), 见 定理 7.4.3): 

(i) A ye Hf F, WEE n EN f y g g(n, F); 

(P) X} x € X 及 序列 {2n}, WI x € gln, £n), Way — z; 
(ii) y € g(n, x) = g(n. y) C g(n, 2). 
比较 M 空间 与 正则 o 空间 的 刻画 (定理 7.4.4 和 定理 7.4.5), 由 于 已 证 Ms > Mp, 
我 们 轻易 得 到 Ma > o (定理 7.4.7). 这 一 结果 是 Heath 和 Hodel 用 g 函数 精致 地 
刻画 正则 o 空间 ( 见 定 理 7.4.7 的 注 记 中 述 及 的 刻画 (*)) 而 得 到 的 . 刻画 (*) 的 
证 明 异 常 困 难 , 需要 许多 篇 幅 , 不 论 与 定理 7.3.5 放 在 一 起 或 紧 接 定理 7.4.5 Je X 
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述 都 难免 冲淡 该 节 主 题 , 故 在 本 节 开 端 时 叙述 . 接着 用 它 证 明 较 近代 的 结果 (定理 
7.5.6). 

定理 7.5.1 (Heath-Hodel M 187) 正则 空间 和 是 cv 空间 当 且 仅 当 存在 Nx X 
(x) 对 于 X 中 的 点 z 及 序列 {£n}, {yn}, WR £ € g(n,an) Han € g(n, yn), W 
Yn ` T. 

证 明 ”首先 证 明正 则 c 空间 满足 条 件 («), 这 里 利用 定理 7.4.5 的 条 件 (1), (ii). 
Y {an}, {yn} 是 正则 空间 X 中 的 序列 , 而 ze gln, £n), an € gn, yn), 用 定理 7.4.5 
的 条 件 (ii) F an € g(r, yn), 得 g(n,2n) C g(r, yn), 从 而 æ € g(n, yn). 由 定理 7.4.5 
的 (i) 得 y, — zx. 

下 面 证 明 具 有 g 函数 满足 («) 的 空间 是 o 空间 . 这 一 证 明 异 常 困难 , 我 们 将 利 
用 条 件 (*) 构造 X 的 o 离散 网 络 , 从 而 由 定义 7.3.1 得 证 . 

注意 到 , 定理 7.4.5 中 的 (i 可 以 作为 (*) 的 特例 (在 (*) PER yn 为 tn), 所 以 
在 下 面 构造 中 可 以 引用 定理 7.4.5 的 G) 或 (1). 

设 空间 X 具有 g 函数 满足 (+), 把 X 按 序 “ < ” 良 序 化 , 对 每 一 zeX 及 
iincN, 置 

A(a,i,n) = X — [(U{g(t,y): y € x9) U (U{g(n, y) : y ¢ g(62)])]. (7.5.1) 
显然 , H(x,i,n) C gli, a). 置 
H (lin) 2 (H(z,i,n) : v e X}. 

下 证 W(i,n) 是 离散 集 族 . W ze X, y X 中 的 最 小 元 之 使 > e g(i uy) 者 . 显然 ， 
X y< x it, g(i,y)N A(2,i,n) = Ø [E (7.5.1) 式 右 端 减 数 的 第 一 部 分 ]. 当 z cy 
时 , 由 所 取 y 的 最 小 性 , z é g(i,x), 从 而 g(n,z)N H(a,i,n) = Ø [EH (7.5.1) 式 右 端 
减 数 的 第 二 部 分 ]， 所 以 g( y) n g(n.z) 是 包含 z 的 开 集 至 多 与 .和 (i,n) 中 一 个 集 
H(y,i,n) 相交 , 于 是 2€ (i, n) 是 离散 集 族 . 

Xi meN, E 


F(x, i,n,m) x {y € H(x,i,n) :TE g(m, y)}, 
F(i,n,m) = (F(z,i,n,m) :re X}. 


F(i,n,m) 中 的 元 [由 (7.5.2) 式 ] 分 别 是 lin) 中 的 元 五 (zx,i,n) 的 子 集 , 故 由 于 
JF (i, n) 是 离散 集 族 , 知 F(i,n,m) 是 离散 集 族 . 

下 面 证 明 F = {F(i,n,m):i,n,m e NH 是 空间 X. 的 网 络 . 设 pe U,U LF 
R. 对 每 一 ;EN，zi 是 X 中 的 最 小 元 之 使 pe gli, xi) 3$, p 4 AR X — gli, xi), 
由 定理 7.4.5 的 (i) ( 见 上 述 注 意 ), 存在 n(i) € N 使 


p € Utg(n().y) : y ¢ gli, xi)}, 


(7.5.2) 
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由 c; 的 最 小 性 及 (7.5.1) 3X, AH p € H(ai,i,n(é)) C g(i, zi)， 由 定理 7.4.5 的 (i) 
( 见 上 述 注意 ) AU zi — p， 从 而 对 p 的 每 一 开 邻 域 g(m,p), 存在 i(m) > m 使 
Zim) € g(m, p). 由 (7.5.2) RR p € H(ai,i,n(i)) 对 每 一 ;EN 成 立 , WA 


p E F(£iim) im), n(i(m)), m). 
jd EXER Fm. 
下 面 证 明 存 在 某 些 m 使 E, CU. 如 若 不 然 , 选取 ym € Fin — U, 1% 


BK p € g(m, zi). 而 ym € Fm, H (7.5.2) XX, zi(m) € g(m, Ym). WH (*) FF Ym p. 
这 与 pe U, ym EU 矛盾 . 所 以 到 此 证 明了 F Æ X Wo 离散 网 络 . 证 完 . 

ERZE (*) 构造 o 离散 网 络 的 过 程 构思 神 妙 , 天 衣 无 缝 . 利用 (*) 不 仅 可 以 
证 明 层 空间 — e 空间 , 还 可 以 证 明 弱 于 层 空 间 的 有 半 层 空间 (定义 7.5.1) > o F 
间 (定理 7.5.7). 

在 7.4 节 曾 引入 半 层 空间 ( 引 理 7.4.1 的 注 记 3). 限于 该 节 的 主题 (M; 空间 )， 
未 能 涉及 半 层 空间 的 性 质 . 下 面 补充 阐述 . 为 方便 起 见 , 把 半 层 对 应 ( 即 半 层 对 应 
H) WA U 一 {Un}, 这 里 U EFE, Un 是 闭 集 , WE U = Unen Un, 对 开 集 VCU 
有 V, C Un (Vn 是 闭 集 ), HRK n < m Bf, Un C Us. 

定理 7.5.2~ 定理 7.5.4 均 属于 Creede 99). 

定理 7.5.2 半 层 空间 是 遗传 的 , 且 是 可 数 可 积 的 . 

证 明 ”关于 半 层 空间 的 遗传 性 及 可 数 积 性 质 , 可 利用 半 层 空间 的 9 函数 刻画 
(定理 7.4.3). 先 设 X 是 半 层 空间 . 让 g(n, x) Æ N xX 上 的 9 函数 , 满足 定理 7.4.3 
的 (iii). 对 X 的 子 空间 A, 定义 N x A 上 的 g 函数 


g'(n,z) =g(n,2)NA (ne N; v € A), 


则 g'(n, a) 仍 满足 定理 7.4.3 的 (iii), 所 以 4 是 半 层 空间 . 

关于 可 积 性 保持 , 设 X; (i e N) 是 半 层 空间 , id N x X; 上 的 9 函数 为 g;, 满足 
定理 7.4.3 的 (iii). 对 x = (tn) € Ten Xn, E 

g(n, x) = II gi(n, £i) x II X. 
icn i>n 

Wg Æ N x (Tlien Xn) 上 的 g 函数 , 满足 定理 7.4.3 的 (iii). 证 完 . 

定理 7.5.3 ” 半 层 空间 为 连续 闭 映射 所 保持 . 

证 明 ff: X OY 是 半 层 空间 x 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映射 , 设 G 开 于 
Y, W f-1(G) FF X, AX 是 半 层 空间 , 有 半 层 对 应 广 !(G) 一 {71G}. W 
G — {f(f-1(G)%)} 是 空间 Y 上 的 半 层 对 应 , Y 是 半 层 空间 . 证 完 . 
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推论 7.5.1550 半 层 空间 满足 遗传 闭 包 保持 闭 和 定理 . 

证 明 ”由 一 般 性 定理 5.5.5 得 证 . 证 完 . 

定理 7.5.4 ”可 展 空间 是 半 层 空间 , 半 层 空间 是 次 仿 紧 空间 . 

证 明 ER {anen 是 可 展 空间 X 的 展开 . 不 妨 设 (ues 是 加 细 序 列 . 
定义 N x X 上 的 g 函数 为 


g(n, x) = st(z,%) (WEN, x e X). 


易 验 证 , g 满足 定理 7.4.3 的 (iii). 所 以 X 是 半 层 空间 . 
现在 , ow 是 半 层 空间 X WA, w X 上 的 半 层 对 应 为 U 一 {Un} 把 

集 族 U 按 序 “ < ” 良 序 化 , 设 & ={0.:0€ A}, 4 是 良 序 集 , 最 小 元 是 0. 对 
ncN, & 

Fon a (Oo)n; 

Fon = (Oa)n -U(Og: B € A,B <a} (o 0), 

Fn = {Fun :a € A}, 

F= |] Fa 


先 证 F 是 覆盖 . 对 ze X, RY 中 元 之 包含 x 的 最 小 者 为 0。, 存在 ”es N 
使 x € (Oa)n, 由 最 小 性 , x € Fun: 

下 证 每 一 F, 是 离散 闭 集 族 . 显然 , 每 一 Fan ZAR. Wee X, MY 中 
元 之 包含 x 的 最 小 者 Oa. 对 8 > a 的 Fan, On 已 被 减 去 , 故 Fon N Oa = g. 对 
B « o 的 Og, 由 最 小 性 , x d Og, 所 以 Og C X — {x}, (Og)o C (和 -{z))w 从 而 


[X — (X — (x«l N (Obj =, B«a. 


X-(X-Tzp, BAS x WHE, 故 z 的 开 邻 域 Os (X — (X- (x9) 至 多 与 
Fn 中 一 个 元 Fawn 相交 . 
综 上 所 述 , F 是 o AMAER, 显然 加 细 Y, 由 定义 6.1.1, X 是 次 仿 紧 的 . 证 


ut 


由 半 层 空间 的 定义 , 知 它 是 完备 的 (每 一 闭 集 是 Gs SR). 由 定理 7.5.2, 两 个 半 
层 空间 的 积 是 半 层 空间 , 从 而 也 是 完备 的 . 当 Ts 空间 X 的 自 乘积 X? 是 完备 时 
(一 般 未 必 成 立 ), 易 知 X 具有 Gs HAR (见习 题 2.7), 所 以 To 半 层 空间 具有 Gs 
WHA, 又 由 定理 7.5.4, 半 层 空间 是 次 仿 紧 的 . 故 知 正则 半 层 空间 具有 Gs 对 角 线 
(定义 7.3.3 及 其 注 记 ). 

推论 7.5.2R% To, M 的 半 层 空间 是 可 度量 化 空间 . 

证 明 i OX ÆT, M 的 半 层 空间 , 则 X 具有 Gs 对 角 线 . 由 定理 7.3.11, X 
是 可 度量 化 空间 . 证 完 . 
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FEM 7.5.1 0791. 空间 X PKA k 半 层 空间 (k-semistratifiable space), 如 果 存 在 
半 层 对 应 U > {Un}, 且 对 紧 集 K c HR U, 存在 ”EN fi K C Un. 上 述 对 应 称 
为 k 半 层 对 应 (k-semistratification). 

WA, k 半 层 空间 是 半 层 空间 , 且 易 知 层 空间 是 & 半 层 空间 (利用 层 对 应 ). 下 
MEHE- TAHR k 半 层 空间 是 层 空间 . 更 进一步 的 结果 见 定理 8.2.3. 

定理 7.5.5 070 第 一 可 数 的 半 层 、Ti 空间 是 层 空间 , 从 而 是 Mi 空间 . 

证 明 设 X 是 第 一 可 数 的 k 半 层 、Ti 空间 . 设 U 一 {0} 是 空间 X 的 大半 
层 对 应 . 设 ze U,U 是 空间 X WIR, We {Wi(z)}wen 是 点 z 的 可 数 开 邻 域 基 , 使 
U 5 Wi(z) 2 Wa(z) 2 … 如 对 每 一 ne N, W(x) Z Un, 选取 yn € W(x) — Un, 
则 序列 {yn} 收敛 于 x. 从 而 K = {x}U {yn :ne N} ERE, K CU. AU {Un} 
Æ k 半 层 对 应 , 存在 m € N f K C Um, 所 以 ym € Um, 这 与 ym 的 取 法 矛盾 . 
此 存在 某 W(x) C Un, FÆ x € (Un)?. MU =Unen(Un)®. 由 引 理 7.4.1, 知 XX 是 
层 空 间 , 再 由 推论 7.4.5, X 是 Mi 空间 . 证 完 . 

定理 7.5.6049, 243] Ts 空间 X Æ k 半 层 空间 , 当 且 仅 当 存在 NxX EH g 
函数 满足 : 对 ze 和 及 X 中 的 序列 {an}, {yn}, 如 果 £n € gn, Yn), Han > v, 则 
Un ` T. 

证 明 RU {Un} 是 和 上 的 大 半 层 对 应 , XE XC N x X ER g MB g(n, 2) = 
X —(X- (za. Rae X BX 中 序列 (x4), {yn}, Wan € g(n,yn), B. tn > z, 
要 证 y, > 2. 

WU FE X 中 任 一 开 集 ,x € U, B] zn 一 r, 不 失 一 般 性 , 可 作为 紧 集 {a} U (ms : 
n € N CU, H k YEIN, FE m € N 使 


{a} U {£n : n EN} C Um. 


由 于 £n € g(n, yn) = X — (X —{yn})n, 4n > m 时 ,有 


En € Un N (X — (X — {yn})n) = Un — (X — {yn Hn- (7.5.3) 


下 证 yn € U, 从 而 y, > c. WEDA, yn ¢ U, MW U c X — {yn}, 所 以 Un C 
(X — {Yn}, 5 (7.5.3) AUF. 

MZ, W gln, x) ÆN x X ER g 函数 满足 定理 的 条 件 , 此 条 件 蕴 含 定理 7.4.3 
的 (iii), 所 以 X 是 半 层 空间 . 对 X PREU, ne N, E 


U,—-X-U(g(n,zx):xe X—-U). (7.5.4) 


为 了 证 明 U > {Un} 是 半 层 对 应 , 由 于 它 是 半 层 对 应 (定理 7.4.3), 只 要 证 明 对 
eee K OCU, EE NEN fii K CU,. 
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如 若 不 然 , 对 每 一 ne N，K g Un, 则 存在 K 的 子 集 {rn :n e N} 使 [由 
(7.5.4) 式 ] 


In E K — Un = Kn(U(g(niz):e X —U}). 


由 £n € U{g(n, £): x € X —U}, May € HE g(n, yn), Yn € X - U. 所 以 存在 两 个 序 
列 {z {yn}, 满足 {tn} C K, {yn} CX—U Bap € G(n, yn). HE 7.5.2, K 是 
紧 度 量子 空间 (使 用 了 Ts 空间 条 件 ), 从 而 是 序列 式 紧 空间 (定理 3.5.4), {an} A 
有 收敛 子 序列 . 不 失 一 般 性 , 作为 zw 一 vo € K CU, 从 而 由 定理 的 假设 ，y, 一 vo. 
这 与 {yn} CX —U F/B. 证 完 . 

FETE 7.5.7 (149, 243 k 半 层 空间 是 o 空间 . 

证 明 设 X SER KEE. 由 定理 7.5.6 的 必要 性 (无 分 离 公理 的 假设 ), 存 
在 Nx 关上 的 g 函数 g(n,zx) 满足 : 对 x eX 及 六 中 的 序列 {£n}, {yn}, WR 
En € Jn, Yn), Han > x, Wyn > x. X X PRR x 及 序列 {£n}, (ys) 满足 
z € gN, £n), H £n € g(n,yn). H £ € g(n, £n) 可 得 £n 一 x， 从 而 得 yn > x. FH 
Heath-Hodel 定理 (定理 7.5.1 的 充分 性 无 分 离 公 理 的 假设 ) 3 X 是 o 空间 . 证 完 . 

综 上 所 述 , 有 如 下 蕴含 关系 : 

层 空间 > EN 半 层 空间 > 正则 o 空间 — 半 层 空间 . 

上 述 蕴 含 关系 均 不 可 道 . 存在 完全 正则 空间 [定义 8.1.1, 从 而 半 层 (推论 
8.2.1)], 而 非 正规 空间 928), 存在 第 一 可 数 的 To. TFA cosmic 空间 (定义 8.1.3, 从 
而 o 空间 ), 而 非 层 空间 185, 由 定理 7.5.5, 知 这 空间 也 非 半 层 空间 . 存在 正则 
半 层 而 非 o 空间 ( 见 文献 [166] 的 例 9.10). 存在 具有 可 数 基 的 Ts 空间 (从 而 o 空 
间 ), 而 非 半 层 空 间 ( 见 文献 [261] 的 例 2.7.14 和 例 2.10.9). 

k 半 层 空间 和 层 空 间 , 半 层 空间 一 样 都 是 遗传 的 , 可 数 可 积 的 , 下 面 是 映射 性 
质 . LutzerP?70 曾 证 明 完 备 映射 保持 半 层 空间 性 质 , 高 国士 4° 利用 定理 6.6.9 
证 明了 正规 半 层 空间 为 连续 闭 映 射 所 保持 . 

引 理 7.5.1059 设 BM k 半 层 空间 X 到 空间 YY 上 的 连续 闭 映射 . 若 X 
是 正则 空间 , Y 是 Ts 空间 , Wu) f 是 紧 覆 盖 映 射 . 

证 明 ”因为 X FE To, k 半 层 空间 , 让 gine) 是 NxX 上 的 9 函数 , 满足 定 
理 7.5.6 的 条 件 , 则 对 每 一 ze X, 门 ,wg9(n,7z) = (x). 由 定理 7.5.3, Y 是 半 层 空 
间 . We K 是 空间 Y 的 非 空 紧 子 集 , 由 推论 7.5.2, K EY 的 紧 可 度量 的 闭 子 集 . 对 
每 一 ye K, WE zy € f (y). S E—(z,:y e K}. M fŒ) = f(E) = 大. 为 完成 
定理 的 证 明 , 只 需 验证 E 是 可 数 紧 的 (定理 7.5.7 和 引 理 7.3.4), BD E 中 的 每 一 序 
IARA (定理 3.5.2). 

若 序 列 {an} C E, 存在 zn € En G(n,an)(n € N). ERA zn 相同 , 不 妨 
Wz € g(n, £n), 则 序列 {rn} 收敛 于 > 所 以 {en} ASEM. 若 所 有 的 zn 互 不 相 
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E, 则 fls 是 一 一 对 应 的 且 序 列 (f(2,)) C K 有 收敛 子 序列 , 那么 {zn} 在 五 中 
ABER. 这 也 表明 {zn} 的 任 一 子 序 列 有 育 点 . Ye x 是 {zn} 的 一 个 聚 点 , h X 的 
正则 性 , 存在 X 的 开 集 序列 {Vijen WE: £ € Viii C Vin g(üz)(i EN). 不 妨 设 
zn, € Vii € N). 序列 {zn} 的 聚 点 属于 集 ues Vi C (eg 90,2) = (x), 所 以 z 是 
的 子 序列 {2n, } 使 所 有 的 zu EU. 因为 {zw,,} 作为 {en} 的 子 序列 有 聚 点 , 且 这 
聚 点 只 能 是 x, 所 以 x d U, 矛盾 . 从 而 zn — x. 由 g 函数 的 性 质 (定理 7.5.6 的 条 
fF), 知 序列 {on} ARA. WOE 是 可 数 紧 的 . 证 完 . 

定理 7.5.8 ” 设 f:X 一 Y 是 连续 闭 映 射 , 其 中 X,Y 分 别 是 正则 空间 和 T» 
空间 . E X Æ k 半 层 空间 , WW Y 是 半 层 空间 . 

WEB] REN X 上 的 半 层 对 应 为 U 一 {Un}, W V FF Y, WU flv) 
FF x, 从 而 V 一 ((/7(V),)) Æ Y 上 的 半 层 对 应 ( 见 定理 7.5.3). HY 中 的 
Be K, A f PAAR (SBE 7.5.1), 存在 X 中 紧 集 C, 使 FC) = K. 设 
KcV,WOc fH), BX ER k BEM, FE n eN, WO c IHV), 从 
而 Kcf(f (V)) 所 以 V — (C 7(V),)) 是 了 上 的 大 半 层 对 应 . 证 完 . 
由 此 可 知 , 连续 的 闭 映射 保持 正规 的 有 半 层 空间 性 质 99), 不知 定理 7.5.8 中 
空间 X 的 正则 性 能 否 减弱 为 To 分 离 性 ?L427 

下 面 引进 一 种 很 强 的 正规 性 一 一 单调 正规 性 (定义 7.5.2). 主要 用 以 刻画 层 空 
E (定理 7.5.9). 容易 证 明 连 续 闭 映射 保持 单调 正规 性 (定理 7.5.10), 从 而 得 到 连续 
闭 映射 保持 层 空间 , 这 比 Borges 的 直接 证 明 (定理 7.4.10) 简单 得 多 . 

以 前 接触 到 的 最 强 的 正规 性 是 集 态 正规 (定义 5.1.4, 满 正 规 性 (定义 5.1.1) 属 
于 一 种 覆盖 性 质 ), 由 定理 7.5.11 看 到 单调 正规 性 更 强 于 集 态 正规 性 . 

定理 7.5.9~ 定理 7.5.11 均 由 Heath, Lutzer 和 Zenorl59] 得 到 . 关于 单调 正规 
性 的 其 他 性 质 参见 上 引 论 文 或 相关 文献 ， 如 文献 [95]. 

定义 7.5.2 T, 空间 X 称 为 单调 正规 空间 (monotonically normal space), 如 
果 对 X 的 每 一 对 不 相交 闭 子 集 FSK, 可 使 对 应 着 开 集 D(F, K) 满足 : 

(i) F c D(F,K) C D(F,K) CX —K; 

Gi) MP c F', K 5 K', F', K' 是 不 相交 的 闭 集 , 则 D(F, K) C D(F', K?). 

此 对 应 D 称 为 X 上 的 单调 正规 算 子 (monotone normal operator). 通常 可 以 假设 
D(F, K) n D(K, F) = Ø, 如 若 不 然 , 可 用 D'(F, K) = D(F, K) n (X — D(K, F)) 代 
D(F, K). 

单调 正规 算 子 的 符号 与 两 集 之 间 的 距离 符号 (定义 4.1.2) 相同 , 读者 从 上 下 文 
中 可 区 别 出 它 们 的 确切 涵义 . 

定理 7.5.9 ”空间 X 是 层 空 间 当 且 仅 当 x 是 半 层 空间 和 单调 正规 空间 . 

WEBB k X 是 层 空 间 , 取 层 对 应 F — (Eb ( 层 对 应 G,， 引 理 7.4.1 的 注 
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W 2), Fn BASH F MAR, WE F =n Fr F CK > Fy C Kn, A 
Fy 2 Frit, neN. w FL K Æ X 的 不 相交 闭 集 ， 置 


D(F, K) = (J (Fn — Kn). 
ncN 


显然 , FÆ D(F,K) > F. 对 每 一 ye K, y ¢ F, TE m € N, f y & Fm. 所 以 
(X =- Fm) O Km = Km — Fm 


是 y 的 开 邻 域 与 D(F,K) 不 交 . 从 而 D(F, K) c X — K. D 的 单调 性 可 由 层 对 应 
的 单调 性 得 到 . 

RZ, OX 是 半 层 空间 及 单调 正规 空间 , 具有 半 层 对 应 F 一 {Fa} FQ 
包含 闭 集 WIE ( 半 层 对 应 G, 引 理 7.41 的 注 记 3), 及 单调 正规 算 子 D. E 
Fi = D(F, X — Fan), 显然 FL 是 包含 F WAR, HWE F = Npenl Fh). 由 单调 正规 
p. 


FCDPX- RP)CDEX mch,, 


所 以 
Poy) = N DEX = Fa) c Fr =F. 
ncN nc€N ncN 

更 由 D 的 单调 性 , 知 F 一 {F} Æ X 的 层 对 应 . 证 完 . 

定理 7.5.10 ”单调 正规 空间 为 连续 闭 映 射 所 保持 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 连续 闭 映射 , Dx 是 单调 正规 空间 X 的 单调 正规 算 子 . 
设 K 是 空间 Y 的 不 相交 闭 集 , JF), JHK) 是 空间 X 的 不 相交 闭 集 , BU 
为 包含 在 Dx(f F), fK) 内 的 最 大 饱和 集 (关于 f), 即 


U = {reX:f (f(2) c DxG (P, fF OO) 


则 f(U) EFR ( 见 推论 1.5.1), 且 F(U) C f(Dx(f 1 (P), f£ 100)). 下 证 f(U) = 
Dy(F,K) 是 二 上 的 单调 正规 算 子 . 
显然 , Fc fU) 下 证 fU) CY — K. 由 Dx 是 单调 正规 算 子 ， 


F(Dx (707), E) c f(x - 17 (0) Y-K, 
TR 


PS Dx (FAP) T CR) 2 K, 


所 以 对 每 一 ye K, Y — f(Dx (£109), f-10€)))  y 的 开 邻 域 与 F(U) 不 交 , 从 而 
fU@)cy-kK. 
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容易 证 明 , Dy 满足 定义 7.5.2 的 (ii), 所 以 Dy Æ Y 上 的 单调 正规 算 子 . 证 完 . 

由 定理 7.5.9、 定 理 7.5.10 及 定理 7.5.3 重 又 得 到 连续 闭 映 射 保持 层 空间 (定理 
7.4.10), 这 里 看 到 通过 单调 正规 空间 以 证 明 层 空间 为 连续 闭 映 射 保持 简洁 得 多 . 

定理 7.5.11 单调 正规 空间 是 集 态 正规 的 . 

证 明 设 多 是 单调 正规 空间 OX 的 离散 闭 集 族 , w X 上 的 单调 正规 算 子 D 
满足 D(F, K) N D(K, F) =Ø. MWH-PFPeF%,F FP =UPeF:F AF}. € 
Up = D(F, F*), W) F C FÆ Up. X} Fo, Fe .Z, Fo z Fi, Bul 


Up, NUr, = D(Fo,F;)) O D(F, FP) € D(Fo, Fi) O D(F, Fo) = Ø. 

证 完 . 

推广 度量 空间 也 可 以 从 减弱 度量 公理 (定义 41.1) AF. 

EX 7.5.31 BX 是 一 集 , 如 果 对 任意 两 点 x,y € X 可 以 定义 非 负 实 值 函 
数 d(x,y) 满足 : 

(i) d(x,y) 20 SAMS z= y; 

(ii) d(x,y) = d(y, x), 
则 称 d(x,y) 是 X 上 的 对 称 (symmetric). 

与 度量 公理 比较 , 这 里 缺少 三 角 不 等 式 , 从 而 通常 的 = BR 


B(x,e) = (y € X : d(x,y) < e) 


之 集 不 能 形成 拓扑 的 基 . 这 是 因为 缺少 三 角 不 等 式 , 我 们 不 能 像 定 理 4.1.1 一 样 证 
明 : “对 每 一 ye B(x, £), FE 5 > 0 4E B(y,5) C B(xz,e)”, 因此 为 了 使 带 对 称 的 集 
X 成 为 拓扑 空间 , 增加 定义 7.5.4 中 的 条 件 . 

定义 7.5.4521 拓扑 空间 X 称 为 可 对 称 化 的 (symmetrizable), 如 果 X 上 
存在 对 称 d 满足 条 件 : U CX 是 开 集 当 且 仅 当 对 每 一 ze U, 存在 s > 0 使 
B(z,s) CU. 简称 拓扑 空间 CX, d) 是 对 称 空间 (symmetric space). 
由 定义 7.5.4 结合 此 定义 前 的 讨论 , 这 里 的 = 球 未 必 是 开 集 , 从 而 不 能 把 定义 
7.5.4 中 的 条 件 换 为 “U 是 开 集 当 且 仅 当 U ÆRE e 球 的 并 ”. 

定义 7.5.4 中 的 条 件 可 以 它 的 对 偶 形 式 表 述 : F CX 是 闭 集 当 且 仅 当 对 每 一 
a dé F, 距离 D(x, F) > 0 (定义 4.1.2), 即 是 闭 集 当 且 仅 当 对 每 一 x é F, 存在 
e > 0 ÎE B(z,e)nF- 9. 

定义 7.5.5 [183,412] 拓扑 空间 X 称 为 可 半 度 量化 的 (semi-metrizable), 如 果 
X 上 存在 对 称 d 满足 定义 7.5.4 的 条 件 及 “对 每 一 zeX e。 >0, 有 ze B(x,e)””. 
简称 拓扑 空间 (X, d) 是 半 度 量 空间 (semi-metric space). 
由 上 述 定义 知 : 可 半 度 量化 空间 是 可 对 称 化 的 ， 所 以 “对 x € RFR U, FF 
E e > 0, IË x € B(x,e)° C B(z,e) C U” (结合 定义 7.5.4 的 条 件 ), 也 可 以 说 
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{B(a,e): € > 0) 形成 点 x 的 邻 域 基 (但 这 邻 域 基 未 必 是 开 的 )， 如 果 把 “= ” 换 为 
*1/n^, WW {B(x,1/n)}nen 形成 点 x 的 可 数 邻 域 基 , 从 而 可 半 度 量化 空间 是 第 一 可 

易 验 证 , 可 对 称 化 空间 是 Ti 空间 . 

定理 7.5.1203] 对 To 空间 X, 下 列 条 件 等 价 : 

(i) X 是 可 半 度 量化 的 ; 

(ii) X 是 第 一 可 数 的 可 对 称 化 空间 ; 

(iii) X 是 Fréchet 的 可 对 称 化 空间 . 

证 明 ”由 定义 7.5.5 后 的 讨论 ,只 要 证 明 (ii) — (i). 设 X 是 Fréchet 的 可 
对 称 化 空间 (Fréchet 空间 的 定义 见 定理 2.3.1 的 注 记 ), 要 证 对 ze X, e > 0, 有 
£ € B(v,cy. WHAM, xz € X — B(x,2)? = X- B(a,2). Al X Æ Fréchet 空间 ， 
存在 X — B(x,e) 中 的 点 列 {zw} 使 z, > z. AA X 是 To 空间 , 所 以 收敛 序列 
的 极限 是 惟一 的 (定理 2.2.4), HFS F = (x4 :n € N}, W F= FU(xdH. F^ 
闭 集 . 另 一 方面 , 对 每 一 y ¢ F, WR y zr, FES > 0 fF B(y,06)n F = e, 从 而 
Bly, N F = Ø; WR y= zx, W Bly, NF =ø. Alt F MAAR, 这 一 矛盾 说 明 
z € B(x,e)°. 证 完 . 

注 记 ”在 集合 [0, w) 上 赋予 有 限 补 拓扑 的 空间 是 可 对 称 化 的 Fréchet 空间 , 但 
不 是 第 一 可 数 空间 01791. 

定理 7.5.13 89 空间 X 是 可 半 度 量化 空间 当 且 仅 当 X 是 Ti 第 一 可 数 的 半 
层 空 间 . 

证 明 ”必要 性 . 显然 , 可 半 度 量化 空间 X 是 Ti 的 第 一 可 数 空间 , 下 证 X 是 
半 层 空间 . 

WIS FCX, E G(F,n) = (y: Diy, F) < 1/27, HF x € B(x,e)” (定义 
7.5.5), FC G(F,n). 显然 


F=()G(En), BF CK ( 闭 集 ) > G(Fin) C G(K,n) (n € N). 
ncN 
所 以 下 一 {G(Fn)} 是 上 的 半 层 对 应 . 
充分 性 . Be X 是 Ti 第 一 可 数 的 半 层 空间 . 对 每 一 x € X, 点 x 具有 可 数 递减 
的 开 邻 域 基 {0(n,z)}wen, 及 存在 N x X EH g 函数 g(n,z) WE: ze gln, yn) > 
Yn > x (EH 7.4.3). E h(n, x) = b(n, x) N g(n, x), 定义 


0, ï ry 
d(z,y) —4 1/2", Hry, KB m € N 是 使 x d h(n, y) 
K y € h(n, x) 都 成 立 的 最 小 正 整数 ， 
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也 可 记 作 d(x,y) = sup(1/2" : x d h(n,y) & y € h(n,2)} (这 里 “sup” 是 对 1/2” 
说 ). 显然 , d 是 X 上 的 对 称 (利用 Ti 分 离 性 质 ). 

YER, y e h(n,7x) 2 d(x,y) < 1/2", 所 以 h(n,z) C B(x,1/2")°. 

下 证 {B(x,1/2"):n € N} 是 点 z 的 邻 域 基 . 如 若 不 然 , 存在 包含 点 x 的 开 集 U 
不 能 包含 任 一 B(x,1/27), BDSHEE— n € N, B(x, 1/2")-U 4 Ø, W yn € B(a,1/2")— 
U. 由 于 d(a, yn) < 1/2", 无 论 yn € h(n, a) C b(n, x) 或 z € h(n, yn) C g(n, yn) 出 现 
无 限 次 , 由 前 者 yn € b(n, x), 则 因 第 一 可 数 性 而 得 yn 一 x, 或 者 由 后 者 x € g(n yn), 
则 因 半 层 性 而 得 yn 一 v, 所 以 存在 {yn} 的 子 序列 收敛 于 x. 但 这 是 矛盾 的 , 因 这 
些 ys 都 处 于 开 集 U 之 外 , 而 UBA x. 证 完 . 

定理 7.5.14083 T, 可 展 空间 是 可 半 度 量化 的 . 

证 明 ”可 展 空间 是 半 层 空间 (定理 7.5.4) 和 第 一 可 数 空间 , 由 定理 7.5.13 得 
证 . 证 完 . 


7.6 具有 点 可 数 基 的 空间 


推广 度量 空间 也 可 以 把 Nagata-Smirnov 度量 化 定理 中 的 “o 局 部 有 限 基 ” 减 
弱 为 “o RARE”. “o 局 部 可 数 基 ” “点 可 数 基 ", 三 者 之 中 以 “点 可 数 基 ”(point- 
countable base) 在 广义 度量 空间 理论 及 度量 化 理论 中 最 有 用 处 . 

关于 具有 点 可 数 基 的 空间 的 度量 化 定理 , 最 著名 的 是 Miščenko 的 “具有 
点 可 数 基 的 T。 紧 空间 可 度量 化 ”( 定 理 7.6.1)， 这 定理 的 证 明 依 赖 于 更 著名 的 
Miséenko 引 理 ( 引 理 7.6.1)， 从 而 证 明 命题 “ T, 紧 的 点 可 数 基 是 可 数 的 "， 然 后 
由 Urysohn 度量 化 定理 得 Mistenko 定理 . 

以 下 在 证 明 Miščenko 定理 时 , 我 们 绕 过 Miscenko 引 理 , 采用 M. E. Rudin 的 思 
路 与 方法 ( 见 文献 [97]), 这 样 做 不 但 比较 自然 简捷 , 而 且 可 以 把 定理 中 的 条 件 “ 紧 ” 
减弱 为 “可 数 紧 ”. 鉴于 Miséenko 引 理 的 重要 性 远 超过 上 述 度 量化 定理 , 因此 我 们 
还 是 先 证 明 这 条 引 理 . 

引 理 7.6.1 (Miscenko 引 理 284) Kw 是 集合 E 的 子 集 族 . UR 是 点 可 
数 的 , 则 由 .ox 中 元 构成 的 的 有 限 最 小 覆盖 至 多 可 数 (最 小 覆盖 指 不 包含 真子 履 
盖 者 ). 

WEBB W Y, (n € N) A aA PIER n 个 元 构成 的 E. 的 有 限 最 小 覆盖 所 成 集 族 
(所 有 由 of 中 有 限 个 元 构成 的 最 小 覆盖 当 为 Une Mn). 设 引 理 不 真 , 则 存在 no € N 
使 Vno FEAR AT SET. 对 正 整数 k< no 及 中 任意 个 (不 同 ) 元 A1, 42,7. Ar, 
置 


SA1 Ag Ay 为 Uno HA i CS Al, A», tT Ax, 者 所 成 族 . 
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FER pi € E, E A£, —(A€ x :p € A} (由 假设 |A| < No), WA 


Yrs d] sui (7.6.1) 
AED, 
FH (7.6.1), [Yao] > Xo 和 |, | < No 可 知 , 存在 Al € or, 使 |.94| > No. 容易 
看 出 ， Eg A (否则 ， no = 1 并 且 pin = Dp, 与 LAM > Ro All Zp, | < No F). 取 
p2 € E— Ai. E A, — (A € A: po € A} (由 假设 |A| <No), WA 


I ld: (7.6.2) 
ACA, 

利用 (7.6.2), 类 似 于 上 面 , 存在 Ao € GH, TE 74, 4,| > No, HFA EG AU Ao. 

继续 如 此 下 去 , 对 k < no, 存在 点 pear € E— UL, Ai 与 Aka € Gy, 
使 | Ya As—ALAsu| > No， 特 别 地 , k = no — 1 时 , 我 们 可 以 找到 c 中 不 同 元 
A1, Ao,+++, Ang 使 144 > No. 但 是 Yay Aa--Ang C Yio; 从 而 SA LaL, A 
能 是 由 单元 素 的 一 个 覆盖 ({ 41, 42，…, Ano }) 构成 的 族 . 这 是 矛盾 的 . 证 完 . 

引 理 7.6.2 (Rudin) 可 分 空间 的 点 可 数 基 可 数 . 

证 明 设 X 具有 点 可 数 基 cac 是 X 的 可 数 稠 子 集 , 则 xz 中 任 一 元 ( 开 集 ) 
必 与 C 相交 , 由 于 of 的 点 可 数 性 及 C 是 可 数 集 知 of 是 可 数 的 . 证 完 . 

引 理 7.6.3(Rudin) 具有 点 可 数 基 的 Ti 可 数 紧 空间 是 可 分 的 . 

证 明 设 X 是 Ti 可 数 紧 空间 具有 点 可 数 基 多 .下 面 构造 可 数 集 的 序列 
{Cr}nen f Cn C C441 E C = Unen Cn BAF X. 

任 取 zeX, 令 Ci = {r}. 如 可 数 集 C, BRA, 置 


Bn ={BEB: BC, ZØ}. 


对 多, 的 每 一 有 限 子 族 多 之 满足 X-UF Ao 者 , FWA cz © X-UF. 4 
Capi A Cr 与 这 些 ag 所 成 集 的 并 , 则 C, C Chai. 由 于 Cn 可 数 , FG. 也 可 数 ( 因 
多 是 点 可 数 的 ), 它 的 有 限 子 族 也 仅 可 数 个 , 所 以 C, ui 是 可 数 集 . 置 C = Unen Cn, 
则 C 是 可 数 集 , 下 证 C HIF X (BIC = X). 

如 若 不 然 , 存在 xo EX-C, 因 和 是 Ti 的 ,X-{zol BAS CME, 而 F 
Æ X 的 基 , 故 可 取 多 为 多 中 元 ( 开 集 ) 之 与 C 相交 而 不 包含 zo 者 所 成 集 族 . V 
形成 C BUFE, y 中 元 FE) 与 C 相交 , 也 与 C 相交 , C 是 可 数 集 , v c 多 
是 点 可 数 的 , HY 可 数 . YU 覆盖 可 数 紧 集 C, 故 y 具有 有 限 子 覆盖 A. HT 
4 中 元 均 与 C 相交 , 从 而 分 别 与 菜 些 C 相交 . A Fo 仅 包含 Y 中 有 限 个 元 , 而 
C, C Cua, 故 存在 no EN 使 Fo 中 每 一 个 元 均 与 Cno 相交 , 所 以 Fo C 多 但 
U 中 元 都 不 包含 xo, MA X —UF%) z o. XE, Cua MAS X — UA 的 一 个 点 
LF, 这 与 Fo 覆盖 Crys (Fo 覆盖 C) 矛盾 . WC BAF X, X 是 可 分 空间 . 证 完 . 
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Hip 上述 引 理 中 的 Ti 条 件 是 重要 的 . 如 让 X 是 任 一 不 可 数 集 , 赋予 排除 
点 拓扑 ( 例 5.5.3, 取 定 排除 点 peX). WX 是 To 的 紧 空间 , 但 不 是 Ti 空间 . 由 
FX — (pb 的 每 一 点 都 是 X 的 孤立 点 , 所 以 X 不 是 可 分 空间 . 又 惟一 非 孤 立 点 p 
的 仅 有 开 邻 域 是 X, 所 以 X 具有 点 可 数 基 . 

结合 引 理 7.6.2 得 如 下 命题 . 

命题 7.6.1094. Ti 可 数 紧 空间 的 点 可 数 基 是 可 数 的 . 

和 Miščenko 原 命题 比较 , 这 里 把 “ 紧 ” 减弱 为 “可 数 紧 ”. 

定理 7.6.1 (Mistenko 度量 化 定理 284) 具有 点 可 数 基 的 T» 紧 空 间 可 度量 化 . 

证 明 ”用 命题 7.6.1, T» 紧 空 间 是 正规 的 , 由 Urysohn 度量 化 定理 (定理 4.3.1) 
得 证 . 证 完 . 

从 上 面 论证 可 以 看 到 Rudin 的 思路 是 突出 可 分 性 . 

定义 7.6.1 空间 X 到 空间 Y 上 的 映射 f: X 一 了 称 为 s 映射 (smapping)， 
如 果 对 每 一 y e Y,f-1(y) 是 可 分 的 . 

定理 7.6.2 B35 连续 的 开 、s 映射 保持 具有 点 可 数 基 的 空间 . 

证 明 设 了 :XX 一 Y 是 由 具有 点 可 数 基 的 空间 x 到 空间 Y 上 的 连续 开 、s 
映射 . 设 多 是 X 的 点 可 数 基 , Al f 是 连续 开 上 映射, f(2) = {f(B):Be 2) HY 
的 基 . 由 于 每 一 f-7!(y) (ye Y) 是 可 分 的 ，f-1(y) 仅 与 多 中 可 数 个 元 相交 (5188 
7.6.2), 所 以 F(A) 是 点 可 数 的 . 证 完 . 

这 里 看 到 连续 开 、s 映射 保持 点 可 数 基 是 最 自然 的 . 

度量 空间 具有 点 可 数 基 , 由 定理 7.6.2, “度量 空间 在 连续 开 、s 映射 下 的 像 具 
有 点 可 数 基 ”. 定理 7.6.3 是 上 述 论断 的 逆 . 

定理 7.6.3099]. 每 一 个 具有 点 可 数 基 的 To 空间 是 某 一 度量 空间 在 连续 开 、 
s 映射 下 的 像 . 

回忆 前 面 的 定理 4.4.4, Ponomarev 在 证 明 “ 每 一 个 满足 第 一 可 数 公理 的 To T 
间 是 某 一 度量 空间 在 连续 开 映 射 下 的 像 ” 时 构造 了 一 个 广义 贝尔 零 维 空间 N(A) 
(是 一 度量 空间 ), 具有 点 可 数 基 的 空间 满足 第 一 可 数 公理 , 可 以 借用 那里 的 证 法 , 读 
者 可 参考 . 

证 明 — UY = {Usa}aea 是 To 空间 XX 的 点 可 数 基 . 利用 指标 集 A 构造 广义 
贝尔 零 维 空间 NCA), 取 N(A) 的 子 集 


S= {(a1, 02, SEX 3 : (Ua, }nen 形成 某 一 点 rcx 的 邻 域 基 }. 


定义 映射 f :5 5 X TE f(a) = z, KH a = (ai,a2,…), M {Uon tne BRR z 的 
邻 域 基 . 在 定理 4.4.4 中 已 证 明 三 是 满 的 连续 开 映 射 , 这 里 只 要 证 明 f 是 s 映射 ， 
即 证 每 一 fix) (x e X) 是 可 分 的 . 
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fx N(A) 可 记 作 N(A) = [Inen An, F An = A, A 是 指标 集 , 可 赋予 离散 拓 
dh, 所 以 N CA) 是 离散 空间 的 可 数 积 ，S 是 N(A) 的 子 集 . KEY 是 点 可 数 的 , 每 
一 x EX DU&T UY 中 可 数 个 元 , 所 以 广 !(z) 是 可 数 离散 空间 的 可 数 积 的 子 空 间 ， 
是 可 分 的 (习题 2.17). 证 完 

Filippov!9 证 明了 “连续 双 商 、s 映射 保持 点 可 数 基 ” 改进 定理 7.6.2, 原 证 
较 繁 , Burke 和 Michael’! 提供 一 引 理 使 证 明 较 易 , 这 引 理 本 身 很 有 用 , 证 明 也 不 
简单 . 

引 理 7.6.41] 空间 Y 具有 点 可 数 基 当 且 仅 当 Y 具有 点 可 数 履 盖 2 使 对 每 
—yeY 及 包含 点 y WHE V, 存在 2 的 有 限 子 族 D 使 ye (02^), 且 对 每 一 
PeP HyePcv. 

证 明 ”必要 性 显然 . 下 证 充分 性 . 设 空间 Y 具有 点 可 数 履 盖 2 满足 定理 条 
fr, 要 证 Y 具有 点 可 数 基 . + 


D={F C P: F 是 有 限 集 族 }. 


为 后 面 要 用 , 先 指出 Y 是 第 一 可 数 的 , 这 是 因为 由 定理 条 件 , 对 每 一 ye Y 
{((UF)? : F € Gy € (UF), y ENF} 


是 点 y 的 可 数 邻 域 基 . 显然 , (UF) :.7 € O} 是 Y 的 基 , 但 未 必 是 点 可 数 的 , 下 
面 使 集 (U8)” 作 适当 收缩 
对 每 一 有 限 集 F < o, 置 


4 (7) ={AC (UF) : 4 RF 的 真子 集 时 , AC (uC)"}， 
V(F) = (UU(F) N F)). 


TMEV ={V(F): FED 是 Y 的 点 可 数 基 . 

先 证 Y JÉ Y 的 基 . & y e W, W J& Y 中 的 开 集 . 由 定理 条 件 , 存在 F € o fii 
y € (UF)? CW. 可 以 假设 : MRE CF, Wl yd (uc). BRA, VF) C UA C£) C 
(UF)? CW. 下 证 ye VCZ). 因为 ye (UF), 再 一 次 引用 定理 条 件 , RSC 
使 ye (UZ), EXI&— Pe SF, yePc(UF). ESF, Hye Pc(UF) X 
y € (U&)*, Al P z (UE). 再 由 2 (7) 的 定义 , Pe U(F). Bibl. cars F) NZP. 
从 而 (UZ) CV(F), y E VF). 

下 证 v 是 点 可 数 的 , 即 证 y © V(F) 仅 对 可 数 个 多 © 5 成 立 . Hy € V(F), 
则 ye 某 些 集 ACUAN P, 由 于 A 是 点 可 数 的 , ye 4 仅 对 可 数 个 4e 元 成 
3r. 所 以 只 要 证 明 : 
(x) MACY, W ACW(F) 仅 对 可 数 个 F € 5 成 立 . 
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对 neN, 置 
$,-— (27 e686:|F|=n}. 


只 要 证 A e Y(F) 仅 对 可 数 个 F e o, 成 立 ， 如若 不 然 , Ac UIF) 对 5 中 
不 可 数 个 F 成 立 , 这 不 可 数 个 多 所 成 族 记 作 v.v c Dn MARKIE BCP 7E 
ROCF, MAMTA Few My. BW ={F EW: BEF, PRO<|A <n, 
mFew,WMWACUF) RAGEF. MOH 4 C7) HEM, AC (UA), 可取 
y € A M y ¢ (UA). SE=Y-UZ, Wyck. AF Y 是 第 一 可 数 的 , 存在 可 
ME Z = {zn n EN} C E IË zy, MyeZ. MF ew, Wye (UF) (A 
y € AC (U.Z)?). 所 以 2Z 与 某 些 Pe 多 相交 , A? 是 点 可 数 的 , 2 只 能 与 可 数 个 
Pe 多 相交 . 从 而 Z 必 与 某 些 Py € P 相交 , 而 这 Po 属于 v* 中 不 可 数 个 F. E 
BP 4 多 , 因为 P 5 Z 相交 而 U 多 与 Z 不 相交 . 令 B = 0(Py), WZ 22 
RR. F 对 不 可 数 个 F ETRA, 这 与 多 的 极 大 性 矛盾 , 从 而 证 明了 (x). 

到 此 证 明了 是 空间 Y 的 点 可 数 基 . 证 完 . 

定理 7.6.4(Filippov 定理 016) 连续 的 双 商 、 s 映射 保持 具有 点 可 数 基 的 
空间 . 

证 明 设 f: 久 一 Y 是 由 具有 点 可 数 基 的 空间 x Sj] Y 上 的 连续 的 双 
商 、s 映射 , 设 ABR X 的 点 可 数 基 , BP = f(A), A f 是 s 映射 , 和 定理 7.6.2 
一 样 知 多 是 空间 mun pm. 

对 ye Y.W Jé Y 中 包含 y WHR 取 多 中 元 之 使 Bc fl(W) H Bn 
fy) 42 者 所 成 族 Z, 则 A C 22,27! 覆盖 fy). AS 是 双 商 的 , 存在 有 限 
AK E C B', 使 ye (Uf(8))"*. 对 每 一 Be 8, f(B)e f(E), B Bc f (W) & 
BNf-1y) 关 8 得 ye f(B) CW. 由 引 理 7.6.4 知 空间 Y 具有 点 可 数 基 . 证 完 . 

定理 7.6.5 ”对 To 空间 X, 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 具有 点 可 数 基 的 空间 ; 

(ii) X 是 度量 空间 在 连续 的 开 、s 映射 下 的 像 B35]; 

(iii) X 是 度量 空间 在 连续 的 双 商 、s 映射 下 的 像 9); 

(iv) X 是 度量 空间 在 连续 的 可 数 双 商 、s 映射 下 的 像 9871. 

证 明 — (i) — (ii), WEM 7.6.3. (ii) > (iii) > (iv), 显然 (定义 5.2.1). 由 度量 
空间 具有 点 可 数 基 , 点 可 数 基 空 间 性 质 是 遗传 性 及 引 理 7.6.2, 度量 空间 上 的 可 数 双 
TE] s 映射 就 是 双 商 映射 , 所 以 由 定理 7.6.4 得 (iv) > (1). 证 完 . 

在 例 6.6.1 后 面 曾 引入 Arhangel’skii 的 MOBI 类 ， 空 间 Y 是 MOBI 类 中 
的 元 当 且 仅 当 存 在 一 度量 空间 M 及 有 限 个 连续 开 紧 映射 41,02, Pn, 使 (bi © 
$2 0+++0bn)(M) = YU2, 下 面 证 明 连 续 开 、 紧 映射 保持 具有 点 可 数 基 的 Ti 空间 ， 
这 是 能 为 连续 开 、 紧 映射 保持 的 极 少数 的 一 类 空间 . 
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定理 7.6.6049 设 f 是 由 具有 点 可 数 基 的 Ti 空间 X 到 空间 Y 上 的 连续 伪 
FEH, 且 对 每 一 ye Y, f(y) 是 可 数 紧 的 , 则 Y 具有 点 可 数 基 . 

证 明 “对 每 一 yeY, 由 引 理 7.6.3, f(y) 是 可 分 的 ; 又 由 命题 7.6.1 和 定理 
3.5.9, f-!(y) 是 紧 的 (也 可 应 用 定理 6.6.1). 所 以 f 是 s、 紧 映射 下 证 S 是 双 商 
BR. 对 每 一 y ce Y RX 中 的 任 一 开 和 集 族 UY 覆盖 fo). 由 于 f 是 紧 映 射 , 存 
在 多 的 有 限 子 族 V 覆盖 f(y), 即 f-1(y) cm. 因为 f 是 伪 开 映射 , 所 以 
y € f(Um'). 从 而 f 是 双 商 映射 . 再 由 定理 7.6.4, Y. 具有 点 可 数 基 . 证 完 . 

注 记 ”定理 7.6.6 的 证 明 表 明 : 紧 的 伪 开 映射 是 双 商 映射 . 由 于 闭 映射 是 伪 开 
映射 , 所 以 拟 完备 映射 (定义 5.2.1) 保持 具有 点 可 数 基 的 Ti 空间 性 质 . 由 此 可 获 
得 下 列 Filippov 的 定理 . 

推论 7.6.19] 完备 映射 保持 具有 点 可 数 基 的 Ti 空间 . 

顺便 指出 : “度量 空间 在 连续 开 、 紧 映射 下 的 像 正 好 是 Ti 弱 仿 紧 (BD meta XX) 
的 可 展 空间 ”[ 叫 , 从 而 知 这 样 的 空间 具有 点 可 数 基 . 

定义 一 个 MOBI 类 的 子 类 MOBI, 类 : 当 MOBI 类 中 的 元 表示 为 度量 空间 
在 有 限 次 连续 的 开 紧 映射 的 复合 映射 下 的 像 空 间 时 , 满足 这 每 一 次 连续 开 紧 映射 的 
像 空间 都 是 Ti 空间 . Chaberks"] 证 明了 每 一 具有 点 可 数 基 的 Ti 空间 属于 MOBI, 
类 . 反之 , 由 定理 7.6.6 及 MOBIL 类 的 定义 有 下 述 推论 . 

推论 7.6.2 MOBI, 类 的 每 一 元 是 具有 点 可 数 基 的 空间 . 

Mistenko 度量 化 定理 (定理 7.6.1) PAN “Se” 并 非 必要 , 可 代 以 (在 Ti 意义 
下 ) 可 分 离 点 的 覆盖 . 

定义 7.6.2090] 空间 x 的 覆盖 Y 称 为 Ti， 可 分 离 的 (Ti-separating), 如 果 
对 任意 zyeX (x 4y), FÆ U CY fx cU My ¢U (Ma cCUCX — {y}). 

回忆 Ni 紧 的 概念 (定理 4.1.7 的 注 记 ). 拓扑 空间 X 称 为 Ni 紧 的 , WR X 的 
每 一 离散 闭 子 集 的 势 小 于 Ni, 也 就 是 每 一 不 可 数 子 集 有 聚 点 . 

引 理 7.6.5 N 紧 空间 的 点 可 数 开 覆盖 具有 可 数 子 履 盖 . 

WEB] 设 是 Ni 紧 空 间 X WANA. 可 以 归纳 地 定义 X 的 子 集 
{£a : a < K} E £a € Ug, st(ag,¥) RX — Us tlta, V), M {{ta}:a < K} Æ 
X 的 离散 集 族 . 事实 上 , 如 ze X, 则 存在 最 小 的 6 «kf x € st(za, 27), WA x 

IRER st(z, V) MG {{za} : a < K} 中 一 个 元 相交 . B] X 是 Ni 紧 的 , 于 是 每 一 离 
散 集 族 是 可 数 的 (定理 6.6.13 的 注 记 1), 从 而 |«| <i, MAY 是 点 可 数 的 , 所 以 


(Uc V : FE a<n IË ra EU} 


ÆU 的 可 数 子 履 盖 . 证 完 . 
定理 7.6.70] 具有 点 可 数 的 Ti 可 分 离开 覆盖 的 To 可 数 紧 空 间 X 是 紧 可 
度量 化 空间 . 
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证 明 ”只 要 证 明 x 具有 Gs 对 角 线 , 就 由 定理 7.3.9 得 证 . 
所 谓 x 具有 Gs 对 角 线 是 指 X? 的 对 角 线 A = {(z,7x) : zx e X} 是 X? 中 的 
Gs Æ. 注意 , X? 也 具有 点 可 数 的 Ti 可 分 离开 覆盖 , 记 为 V. 置 


V ={UU':U' CU 是 4 的 有 限 最 小 覆盖 }. 


由 Miscenko 引 理 ( 引 理 7.6.1), V 是 可 数 的 , 只 要 证 A = ny. 显然, ACNY (由 下 
面 的 证 明 可 见 , 4 X Zo NY AS). 下 证 ADNY. 设 pe X?-A. 下 证 pd 
中 某 一 元 UZ/', 从 而 p 4 YY 得 证 . 

对 每 一 ge A, 由 WNT, 可 分 离 性 , TRU, e V, fi qe U, c X? {p}, Bul 
{Vy :qe A} 是 A 的 点 可 数 开 覆 盖 不 包含 点 p. K ARR X, A 也 是 可 数 紧 的 ， 
从 而 Ni AW. 由 引 理 7.6.5, (U,:q € A} 具有 可 数 子 覆 盖 , 于 是 具有 有 限 最 小 子 履 
x Y (A A WRB). 所 以 ACUY’, Mh p¢UY' e Y, MpEny. 证 完 . 

Ishii 和 Shiraki?! 证 明了 更 一 般 的 结果 : 具有 点 可 数 的 Ti 可 分 离开 覆盖 的 
To, M 空间 是 可 度量 化 空间 . 

关于 点 可 数 覆 盖 的 进一步 研究 参见 文献 [76], [171], [259], [391] 等 . 

习 题 7 

1[215] Ni E, Moore 空间 可 度量 化 . 
.2 证 明 在 可 展 空 间 , 闭 集 P=), cy StF, Mn), 这 里 {Mnr}nen 是 这 空间 的 展开 , 从 而 可 
展 空间 是 完备 的 . 

7.3 证 明 如 果 X 是 To 空间 且 X? 是 完备 的 , 则 X 具有 Gs 对 角 线 ; 具有 Gs 对 角 线 这 
一 性 质 是 遗传 的 且 为 可 数 积 保持 . 

7.4 验证 Bennett 和 Lutzer 的 例 45] (习题 6.4) 具有 0 基 . 

7.5 证 明 如 果 wA 空间 的 定义 (定义 7.2.1) P, 当 an € st(z, Yn) 时 , {on} 的 聚 点 就 是 
x, 则 (st(z, 47.) nen 形成 点 x 的 邻 域 基 , 从 而 此 空间 是 可 展 空间 ， 
7.6 证 明 Tz、 局 部 紧 的 0 加 细 空 间 是 wA 空间 . 
7.7 WEB] M 空间 是 闭 遗 传 的 . 
7.8017] T, 空间 X 是 仿 紧 M 空间 当 且 仅 当 X 同 胚 于 T. 紧 空 间 与 度量 空间 的 积 中 的 


kik 


aur 


7.9014 证 明 可 数 个 Cech 完全 空间 的 积 是 Cech 完全 的 . 
7.10 证 明定 义 7.2.3 中 的 (ii) Men st(z,%m) = (lues St(z, Un) THA (ii^) 对 每 一 
n € N FE n' € N 使 st(x, Yar) C stle, Mn). 

7.11 设 A 是 某 度量 空间 X 的 Cech CATE, 则 4 是 X 中 的 Gs Æ. 

7.12 Cech 完全 空间 的 Gs TRÆ Cech 完全 的 . 从 而 X 是 Cech 完全 的 当 且 仅 当 它 同 
胚 于 某 一 T. 紧 空 间 的 Gs f. 

7.13 度量 空间 与 可 数 紧 空间 的 积 的 闭 子 集 是 M 空间 . 度量 空间 与 To 紧 空 间 的 积 的 Gs 
子 集 是 p 空间 . 


习 题 7 


7.14824 ”证明 
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(i) 具有 o 局 部 有 限 网 络 的 任 一 子 空间 具有 o 局 部 有 限 网 络 ; 


(i) 具有 o 闭 包 保持 网 络 的 正则 空间 的 任 一 子 空间 
(ui) 设 X 是 可 数 个 闭 子 空间 Xn (ne 


网 络 , 则 X 


Ao 局 部 有 限 (o 闭 包 保持 ) 网 络 . 


具有 o 闭 包 保持 网 络 ; 


1) 的 并 , 如 每 一 Xn 


有 o 局 部 有 限 (o. 闭 包 保持 ) 


7.15162] 证 明 在 正则 空间 , Moore 空间 — c 空间 + wA 空间 . 


7.16[287] 


HÄ w RA; 


X {An}nen 是 空间 X. 的 递减 闭 集 序列 , 置 4 =), cy An. 考察 下 列 情况 : 
(i) A 是 可 数 紧 集 , H {An}nen 是 A 的 邻 域 基 ; 
(ii) W £n € An (n € N), W {£n} Æ A 4 
(ii) 如 £n € An (n € N), W {£n} Æ X PH w RA; 

(iv) 如 集 列 {Kn }nen 递减 , Kn C An (n € N), WO nex Kn z 9. 


试 证 明 : (i) > (ii) > (iti) > (v). BU Oey An = Nnen An, 则 四 者 等 价 . 


Nagamil312] 关于 OX 空间 的 原始 定义 是 : 空间 X 的 x Pj (X-net) 是 可 数 个 局 部 有 限 闭 覆盖 


序列 {Fihien 满足 下 列 条 件 者 : 如 Ki D KD 是 一 列 不 空 的 闭 集 序列 , HX x € xX, Kic 
C(a, Fi) =F: ce FEA} (i e N), WA flex Ki z Z. 如 置 C(x) = Mien C(x, Fi), 则 


C(x) 是 可 数 紧 闭 集 . 空间 X DU 空间 , MWR ox 


Nagami 的 原始 定义 等 价 于 定义 7.3.4. 


7.1709) 证 明定 理 
7.1817] 


7.3.14 对 强 O* 空间 也 成 立 . 


证 明 强 2# 空间 是 9 加 细 的 . 


A X 网 . 试 利用 Michael 的 上 述 结果 证 明 


7.19 正则 开 集 (regular open set) 与 正则 闭 集 (regular closed set). U 称 为 正则 开 集 , 如 
U=U~°. F 称 为 正则 闭 集 , W F= F°. 证明: 


(i) WF 是 闭 集 , 则 


F° 是 正则 开 集 ; 如 U BIG 


iv) W F, H IEW 
v) 两 个 正则 闭 集 的 
(vi) 正则 闭 集 (正则 


ii) 正则 开 (正则 闭 ) 集 的 补 集 是 正则 闭 (正则 开 
F&, 则 U CV BAR UT CV; 
Jm, 则 PCH 4AM Fo CH; 
并 是 正则 闭 集 , 两 个 正则 开 集 的 交 是 正则 开 集 ; 
FR) 与 开 闭 集 的 交 是 正则 闭 集 (EWA 


iii) 如 U,V 是 正则 玫 


E, W U- 是 正则 闭 集 ; 


FÆ). 


7.20 证 明 Sorgenfrey 直线 ( 例 2.3.3) 是 完备 正规 的 , 但 不 是 Ms 空间 (1971. 


7.21087] 用 定理 7.4.7 的 注 记 中 的 (x) 证 明 : Ms >o. 


7.22057] 证 明定 到 


E 7.4.5 的 (i) 及 (ii) > 定理 7.4.7 的 注 记 中 的 («). 


7.23133] TERA HA 


7.24 设 /是 空间 X 到 空间 Y 上 的 映射 , 如 果 存 在 X 


每 一 a E A, Ua 同 胚 于 


胚 映 射 ; (i) f 是 闭 映 射 . 
7.251133] 
是 Mi 空间 , 则 X 是 M 


F、 不 可 约 映 射 是 拟 开 上 映射. 


HREH V7 = {Ua}aea, 使 对 


Y 中 的 开 集 f(U.), WE f 是 局 部 同 胚 映射 (locally homeomorphic 
mapping). 证 明 : 设 f 是 T» 空间 X 到 空间 Y 上 的 对 一 的 连续 开 映 射 , 则 i) f 是 局 部 同 


1 空间 . 


设 X 是 正规 空间 , V = {Ua}aea 是 X 的 局 部 有 限 开 履 盖 , 每 一 Us (a € A) 


缘 是 可 数 紧 的 , 则 了 是 可 数 双 商 映射 . 
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7.2644) Wt x 是 T, 空间 . 如 果 闭 映射 f: X — Y 满足 : 对 每 一 ye Y, f^ (y) 的 边 


7.27 验证 Heath-Junnlia 定理 (定理 7.4.12) 证 明 中 的 空间 ZY 的 每 一 闭 集 都 具有 闭 包 


保持 开 邻 域 基 , BU Z, Y e AR. 


7.289901 证 明 可 对 称 化 空间 是 序列 型 空间 . 

7.2997] 证 明 具 有 点 可 数 基 的 正则 空间 如 存在 o ZATE, 则 可 度量 化 (用 引 理 7.6.3). 
7.3007) 具有 点 可 数 基 的 To 局 部 紧 空 间 可 度量 化 . 

7.31 验证 Michael 直线 ( 例 5.4.1) 具有 点 可 数 基 但 不 是 可 展 空间 . 存在 具有 点 可 数 基 的 


Cech 完全 空间 但 不 是 可 展 空间 1091. 


7.32ll89] 证 明 Ti 空间 x 是 单调 正规 空间 当 且 仅 当 存在 有 序 对 (p,C) 上 的 函数 H, 这 


a 


里 C 是 闭 集 及 pe XX 一 0, tt H(p,C) 是 开 集 且 满 足 : 


(i) p€ H(p,C) CX —C; 

(ii) 如 DD BAER p € C 2 D, Jl H(p,C) C H(p, D); 

(iii) Wl p, q € X Wü p z q, W H(p, {4}) 0 H(q, {p}) = 2. 

7.33 ”验证 可 用 g 函数 刻画 : 

OPS! 可 展 空间 : 对 每 一 me N，{p,zn} Cg(r,yn), W {an} A p 为 聚 点 ; 
GEIT wA 空间 : 对 每 一 mn EN, {p,2n} C g(r, ys), 则 {zn} ARA. 

7.34 让 X 是 正 整 数 集 N 赋予 有 限 补 拓扑 的 空间 . 证 明 : 

(i) X 是 Ti 的 紧 、 可 展 空间 ; 

(ii) X PÆ k 半 层 空间 ; 

(iii) 79) 存在 x 上 的 对 称 d 及 X 中 的 序列 {zn} 满足 : an 一 c. 1 d(z,zxn) 7» 0. 
7.35 空间 X 称 为 8 空间 (8-spacel196|), 如 果 存 在 9 函数 使 对 每 一 ne N, p € gln, £n), 


则 {xan} ARA. 比较 习题 7.33 关于 wA 空间 的 刻画 知 wA > 6. 比较 半 层 空间 的 9 函数 刻 
Hi (定理 7.4.3) 知 半 层 > 6. 试 证 明 下 列 论 断 等 价 [396] 


(i) X # 8 TM; 
(ii) 对 X 的 每 一 开 集 U, 存在 X 的 闭 集 序列 LF, (U) fren 使 : (1) Fa(U) CU, (2) W V Æ 


FÆ, U CV > Fa(U) C Fa(V), (3) 如 果 {Unen 是 X 的 递增 开 集 序列 且 U, s Un = X, 


(iii) 对 X 的 每 一 闭 集 F, 存在 X 的 开 集 序列 {Un (F)}nen 使 : (1) Un(F) 2 F, (2) 如 五 


是 闭 集 , F C H => U,(F) C Un(#), (3) 如 果 (Fs sen Æ X ERARE E Mren Fn = e, 
QU gen Un Pa) = X. 


1 上 述 刻画 , Au 8 空间 是 可 数 弱 仿 紧 空 间 O87) (利用 定理 6.1.22). 

7.36096] 证 明 8 空间 为 连续 闭 映射 所 保持 . 

7.37242] 证 明 8 空间 为 拟 完备 映射 的 逆 像 保持 . 

7.38197] 证 明达 空间 是 6 空间 . 

7.39096] 证 明 在 正则 空间 , 半 层 = 8 + 具有 G3 对 角 线 . 

由 习题 7.35~ 习题 7.39 可 看 到 ，5 空间 与 其 他 广义 度量 空间 的 联系 很 广泛 . 但 8 空间 不 


必 是 第 一 可 数 的 , 甚至 不 必 是 空间 ( 例 7.4.1). 
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7.4009] 空间 X 称 为 y 空间 (y-space)， 如果 存在 g 函数 使 对 每 一 n € N, yn € 
g(n.p), En € g(n, yn), W {en} A p ARR. 试 证 明 : 

(i) 空间 是 第 一 可 数 的 ; 

(ii) 8, y 的 Ti 空间 是 可 展 空间 . 


7.3 节 的 o 空间 (定义 7.3.1) 是 把 Nagata-Smirnov 度量 化 定理 中 的 “ 基 ” 换 为 
“网 络 ”",“ 基 ”必须 是 开 集 , “网络 ” 没有 此 限制 (定义 3.1.2). 下 面 引进 k 网 络 , 把 网 
络 定义 中 的 “点 ”推广 为 “ 紧 集 ”( 见 定义 8.1.1), 网 络 可 简称 为 网 , 而 网 络 不 简 
称 为 网 的 原因 恐怕 是 为 了 避免 这 里 的 “network” 与 1.4 节 的 “net” 相 混淆 . 

定义 8.1.1028 空间 x 的 子 集 族 2 WR X W k eR (BK k 网, k-network), 
如 果 对 X WAR K 及 开 集 U WEK CU, 存在 多 的 有 限 子 族 A! 18 K CUP! c 
U. 正则 空间 X 称 为 No 空间 (No-space 754) (N 空间 (N-space)), WR X 具有 可 
Bk PA (o 局 部 有 限 网 ). 

在 正则 空间 ,大 网 的 元 可 设 为 闭 的 , RAA k 网 (closed k-network). 

注 记 ”由 于 对 可 数 集 族 P, 可 以 假设 关于 有 限 并 封闭 的 , 所 以 上 述 No 空间 的 
定义 可 简化 为 “存在 Pe 多 使 KCcPcU” Michael R84 引入 No 空间 时 , RRA 
上 述 性 质 的 多 为 伪 基 (pseudo-base), 称 具 有 可 数 伪 基 的 正则 空间 为 No 空间 . 这 
与 定义 8.1.1 是 等 价 的 . 

FERR No 空间 的 性 质 , 显然 可 分 度量 空间 (具有 可 数 基 ) 是 No 空间 . 

定理 8.1.1094. No 空间 是 可 分 的 , 具有 Lindelöf PER, 完备 的 , 且 具 有 Gs 对 
角 线 . 

WEBB ”作为 习题 , 读者 自 证 . 

由 此 可 知 , No 空间 是 具有 G* 对 角 线 的 仿 紧 空间 . 

定理 8.1.2094. No 空间 是 遗传 的 , 可 数 可 积 的 . 

证 明 ”遗传 性 是 显然 的 . 下 面 证 明 可 数 个 No 空间 的 积 是 No 空间 . 

设 X = [ilen Xn, 每 一 Xn (n € N) 是 No 空间 , 具有 可 数 网 om. 显然 , X 
是 正则 空间 . 对 每 一 m e N, 置 


za Ay X [het nem]. 
n=1 n>m 
则 2, Æ X 的 可 数 集 族 . S P = Umen Am. 为 完成 定理 的 证 明 , 只 需 验 证 可 数 
集 族 P Æ X mk. 
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Ww X 的 紧 集 K 及 开 集 U 满足 K COU. 对 每 一 点 zx € K, 取 积 空间 的 基 中 的 
753 [nen Us (2) f x € [Ie Us (2) C U, 其 中 仅 对 有 限 个 meN, Un(e) Z Xn. 
K 是 紧 集 , K 为 有 限 个 这 种 元 素 所 覆盖 . 记 作 


Kc || Unau [U0 [I Unk cU. 
ncN nc€N ncN 
由 X 的 To. 4 EATER K 的 紧 性 , 易 证 明 (习题 3.7), 存在 X 的 非 空 紧 子 集 族 
{Ki; :i 二 1,2,.…,k} 使 


K-|J&, REc][U;G«&, 
4='1- ncN 
这 里 对 每 一 i< k, 仅 对 有 限 个 n EN, Uni A Xn- 
固定 正 整数 i < k. 对 每 一 ne N, 记 X 的 子 集 K 在 第 ”个 坐标 空间 X 的 
投影 是 Knai, 即 pn(Ki) = Kni, 则 紧 集 Kni 含 于 开 集 Uni. 因为 of, 是 空间 X, 
的 网 , 存在 ot, 的 有 限 子 集 Ai 使 Kn C UG C Uni. 不 妨 设 当 n > mi 时 
Uni = Xa. 置 


a= {Th ax II Xn i An ens) 
n=1 


nni 


则 .2; Pn, CPF 的 有 限 子 集 , H 


K;c II Kni i U2; CG II U, i. 


ncN ncN 


从 而 ULL, 2 是 2 的 有 限 子 集 , B. 


k k k 

K=KcUw2)cU (uU vn) CU. 
j=l i=l i—l NncN 

因此 , A dé x 的 大 网. 证 完 . 

引 理 8.1.1754. 连续 的 紧 覆 盖 映 射 保持 可 数 kc 网 . 

证 明 o Wf:xovJEmRdánuE kam x 到 空间 Y 上 的 连续 的 
‘Re RON, 下 证 f(W)={f(P): Pe 2) 是 空间 Y WAR k 网. 

设 C,U 分 别 是 了 中 的 紧 集 、 开 集 , ACCU. AS JE EC SEI, 存在 X PARR 
使 1(K)=0, 则 Kc fl), 存在 2 的 有 限 子 族 P'E K CUZ! c foU), 
从 而 C c f(UP’) Cc U, 这 里 f(U) = uf(), f(2) ={f(P): PE 2) 
f(F) 的 有 限 子 族 . 证 完 . 
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引 理 的 证 明 表 明 : 连续 的 紧 履 盖 映 射 保 持 k 网 . 

定理 8.1.3 284 连续 的 闭 映射 保持 No 空间 . 

证 明 WE f: X — Y 是 由 wo 空间 x 到 空间 了 上 的 连续 闭 映 射 ,由 定理 
8.1.1, X 是 正则 Lindelöf 空间 , 从 而 是 To 仿 紧 的 , 因此 是 正规 的 . f 是 闭 映 射 , Y 
是 正规 的 , 从 而 是 正则 的 . 由 推论 6.6.2, f EZA HN, X 具有 可 数 网 , 由 引 理 
8.1.1, Y 具有 可 数 k 网. 证 完 . 

注 记 ”由 于 No 空间 是 Lindelöf 空间 , 所 以 No 空间 性 质 不 关于 拓扑 和 保持 , 于 
是 定理 5.5.5 不 适用 于 No 空间 . 

定义 8.1.2094. 空间 X PKA r 空间 (r-space), 如 果 对 每 一 x € X 存在 开 邻 
域 列 {Ui,(z)}wen WE, 如 £n € Un(x), M {an} 包含 在 某 紧 集 内 . 上 述 开 邻 域 列 称 
为 点 2 的” 序列 (r-sequence). 

定理 8.1.4094. No 空间 X, 如 果 又 是 7 空间 , 则 X 是 可 分 度量 空间 . 

证 明 E OX 具有 可 数 伪 基 2, 要 证 (P^ : Pe P} (P? 表示 PAK EX 
的 可 数 基 , 从 而 由 X 的 正则 性 得 证 . 

如 若 不 然 , 存在 点 zx € X RX 中 开 集 U 使 x € U, (ARATE P e Pi 
xE PCU, W A 中 元 之 包含 在 U 中 者 为 (DP, ccu Pri}. AX EM, 存在 
点 x 的 开 邻 域 V, EV C U, AX J& r 空间 ,存在 点 xz 的 7 序列 (Us (x)) aen; 不 
Ju Unle) CV, ne N. 由 反 证 的 假设 , Ui(z) — Pa * D, B x, € Un(a) - Ph. S 
A= {zn :ne NN}, Ar 序列 的 定义 , A 包含 于 某 紧 集 OCA, AC 是 闭 集 , ACC, 
所 以 A 也 是 紧 集 , HACV CU. AP 是 伪 基 , 存在 P, 使 AC P, CU, XX 

Hid ”由 于 第 一 可 数 性 、 局 部 紧 性 均 蕴 含 r 空间 性 质 , 所 以 满足 第 一 可 数 公 
理 的 (或 局 部 紧 的 ) No 空间 是 可 分 度量 空间 . 

定理 8.1.5 094. Yr X 是 正则 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) 是 No 空间 及 上 空间 ; 

(ii) X 是 可 分 度量 空间 在 商 映 射 下 的 像 . 

证 明 (Gi) > (ii). WX 是 No BARR 空间 , 设 多 是 空间 X 的 可 数 闭 k 
hj, 且 关 于 有 限 并 及 有 限 交 是 封闭 的 . BN = (e, 这 里 对 集 多 赋 以 离散 拓扑 ， 
则 积 空间 N 是 可 分 度量 空间 ，N 的 每 一 点 是 一 集 序列 {Fa} = (FEES) 每 一 
Fa € Fn (= F) 选取 具有 如 下 性 质 的 集 序列 {Fn}, 使 X 中 某 一 点 z 的 每 一 
PREE Fa, 且 x © Aen Fn. 易 证 {zx} = nen fn， 具有 上 述 性 质 的 集 序列 
{Fr}nen 称 为 点 z 的 网 络 ( 见 定理 7.3.21 前 的 定义 ). 记 这 些 集 序列 的 全 体 为 M, 显 
SRM CN. 

定义 f: MX, 使 点 x 的 网 络 {jwen 对 应 着 点 ze X. 由 点 网 络 的 定义 ， 
易 证 f 是 连续 的 满 射 ( 见 定理 44.4). 下 证 f 是 由 可 分 度量 空间 M 到 X 上 的 商 


8.1 No E 间 .271 ， 


映射 . 

如 f 不 是 商 映 射 , 则 存在 AC X 不 是 闭 的 , 但 f (A) WAF M. AX Ek 
空间 , 存在 紧 集 K 使 Kn A 不 是 闭 的 . 由 于 K 是 紧 的 o 空间 (A e WERN), 从 
而 可 度量 化 (定理 7.3.13), 存在 ze K-A Bay € KNA fiia, > x (EH 2.3.1). 对 
每 一 m € N, {x}Ufan:n>m} 是 一 紧 集 , WE Zm. Zm 应 为 中 有 限 个 元 覆盖 . 
由 于 多 关于 有 限 并 封闭 , FE F eF IEF o Zm. 这 种 F 的 全 体 记 为 {Gn}wen. 
r 的 每 一 邻 域 包含 菜 一 紧 集 Zm. BF 是 网, 这 领域 包含 着 菜 G 所 以 {Gn}nen 
是 点 z 的 网 络 , 即 {G%} e M H f((G.) =x g A, AM {Ga} ¢ f (A). 另 一 方 
IE, 点 {Gn} 在 M 中 的 一 个 邻 域 基 元 形 如 


B f(Bm) = fg, Gis m e N [证 明 同 定理 4.4.4 的 (4.4.11) A). 由 于 多 关于 有 
限 交 是 封闭 的 , 所 以 对 m € N, (o, Gi E F, XEFE G; (i e N) 包含 着 序 
Jj {an} 的 几乎 所 有 的 点 , 于 是 AN (Pu, Gi) z e, 所 以 FHA) N Bm z e, B 
{Gn} e FTA). 这 与 f-!(4) 是 M 的 闭 集 相 了 矛盾. 

(ji) > (i). Rf: M > X 是 可 分 度量 空间 M 到 正则 空间 X 上 的 商 映 射 . 首 
先 易 知 X 是 天 空间 [ 因 度 量 空间 是 空间 , 而 空间 为 商 映 射 保持 (定理 3.4.8)]， 
TE X Æ No 空间 . 

KBE M 的 可 数 基 . 下 证 SA 是 X IJ k Pl. 如若 不 然 , 存在 X PREK 
及 开 集 U 使 KcU, 但 不 被 = {Ce f(A): C CU) 中 有 限 个 元 覆盖 , dE. V 
中 元 排列 为 序列 {Cr}, Man € K — Uic, Ci- 

K 具有 可 数 网 络 , 是 紧 的 o 空间 , 从 而 可 度量 化 , 序列 s) 应 有 收敛 子 序列 , 不 
失 一 般 性 , 就 作为 z >x eK H rge. A={an:neN} DAF X, A f EA 
$, f (CA) RAF M. ze F A-A), Uze fK) cf). MBEB 
使 ze Bc FHU), WA f(B)e€. HF M 是 度量 空间 且 z€ fA) - fA), 
存在 f-1(4) 中 的 序列 {zi} KAF z. 由 于 B 是 开 集 , 存在 j € N, HEM i> 7 时 有 
zi € B, AT f(z) € f(B), 故 1(B) 包含 无 限 个 zw, 这 与 v, 的 取 法 矛盾 . 证 完 . 

定理 8.1.6094. Xx x 是 正则 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 No 空间 ; 

(ii) X 是 可 分 度量 空间 在 连续 的 紧 履 盖 映 射 下 的 像 . 

WEB] (i) = (ii). 设 No 空间 X 存在 可 数 闭 k 网 多 . 利用 定理 8.1.5 的 证 明 
(i) 2 (ii) 所 构造 的 可 分 度量 空间 M 及 连续 的 满 射 f: M 一 X. 下 面 证 明 f 是 紧 
覆盖 的 . 

E KC XER, 则 KK 为 多 中 有 限 个 元 覆盖 , 把 所 有 这 些 有 限 覆 盖 的 全 体 
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(可 数 个 ) 排列 为 集 序列 {Fa} 则 积 空间 TL cy Fn 是 多 ”的 紧 子 空间 . 令 


b= {tne Ia: (ne) nsn]. 
ncN ncN 
X {Fa} € L, W (D, Fn) N K z e, ME ce (eg Fu) K. WRU Æ x 的 邻 
域 , d K 的 正则 性 , 存在 天 中 的 开 集 W 使 得 ec WCW CUNK. AA F EX 
的 天 网 , 存在 多 的 有 限 子 族 多 ' AF" 满足 : 


WcuZ'cU K-WcUF" CX — {za}. 


-3 Uu". MN 多 是 多 的 有 限 子 族 , K C UF, A st(x,F_,) C UF' CU, IX 
z 应 是 某 Fn, 从 而 F, CU. 这 表明 , {Fa}]nen 是 点 x 的 网 络 , 所 以 {Fh} € N A 
fJ(F,)-zeK. Aii Lc M, RH f(D) cK. 另 一 方面 , WR x e K, 由 于 CZ.) 
是 K 的 覆盖 列 , 所 以 存在 Fr © Fn 使 得 v € Falin € N). 这 时 x € (Qhen Pr) OK, 
于 是 {Fn} € L, 由 前 所 证 , f({F.}) = x, PUA K C f(L). HK f(L) = 

如 果 {Hn} € Inen Fn — L, 那么 (Mren En) N K = e, 由 于 天 是 紧 集 及 每 一 
H, n K (n € N) 是 闭 集 , 存在 m EN 使 得 (hem Hn) N K = Ø (定理 3.1.1). + 


-fire I[ 4:528. ien]. 


ncN 


则 B 是 点 (Ha) 在 积 空 间 TL en Fn PRA BAL = 9. A L AF 
Inen Fn; 从 而 是 紧 集 . 

综 上 所 述 , f 是 紧 覆 盖 映 射 . 

(ii) > (i). 由 引 理 8.1.1 得 证 . 证 完 . 

定义 8.1.3294. 具有 可 数 网 络 的 正则 空间 称 为 cosmic 空间 (cosmic space). 

显然 , No 空间 是 cosmic 空间 , cosmic 空间 是 o 空间 . 此 外 , cosmic 空间 是 遗传 
的 , 可 数 可 积 的 . 

定理 8.1.73 Ye x 是 正则 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 是 cosmic 空间 ; 

(ii) X 是 可 分 度量 空间 在 连续 映射 下 的 像 . 

证 明 (i) = (ii). 设 空间 (X,7) 具有 可 数 闭 网 络 0. 取 多 的 元 的 所 有 有 限 
交 所 成 集 族 为 Z, B 是 可 数 的 , 赋予 X 新 的 拓扑 使 多 是 (X,7') 的 基 . 多 的 
元 对 原来 的 拓扑 7 是 闭 集 , 对 新 的 拓扑 r 是 既 开 且 闭 集 , 所 以 (X, r) 是 正则 空间 ， 
且 具 有 可 数 基 多 , 从 而 (X,7') 是 可 分 度量 空间 , (X, 7’) 到 (X,7) 的 恒 等 映 射 是 连 
续 的 (A r 2 7). 
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(ii) > (i). 因 连 续 映射 保持 网 络 . 证 完 . 

Michael P584 命名 cosmic 空间 源 自 定 理 8.1.7, 因为 此 空间 是 Continuous-images 
Of Separable Metrics. 

No 空间 的 最 有 趣 的 应 用 是 在 函数 空间 理论 方面 , 回忆 2.1 节 关 于 积 空间 的 叙 
XR, 由 定理 2.1.4, REN Pler X 中 按 积 拓扑 收敛 可 分 解 为 按 坐 标 收敛 , 也 称 为 按 
点 收敛 . 后 一 术语 常用 于 坐标 空间 相同 时 . 3.6 FBR RIN, 在 定理 3.6.2 后 述 及 : 
设 A 是 一 集 , |4| 表示 A WH, I = [0,1] 是 闭 区 间 , 积 空间 1^ 是 |4| 个 [0, 1] WAR, 
每 一 ge IA 可 表示 为 4= {xa}ae4, 这 里 ze € [0,1], q 可 以 看 作 集 4 BT AMS 
值 函数 . 因此 , 1^ 是 由 4 到 了 内 的 实 值 函 数 全 体 , 这 函数 空间 的 收敛 是 按 积 拓扑 
收敛 , 也 就 是 按 点 收敛 的 . 

一 般 来 说 , 从 空间 X 到 空间 Y 内 的 函数 f 的 全 体 可 表示 为 YX, 记 


W(z,U)-(feY*:f())eU) «eX, U FFY. 


函数 空间 的 按 点 收敛 拓扑 (topology of pointwise convergence) 是 集 YX 以 所 有 
W(x, U) 作为 次 基 形 成 的 拓扑 , 此 拓扑 的 基 元 是 这 些 W (v, U) 的 有 限 交 . 在 应 用 时 ， 
按 点 收敛 拓扑 不 够 “ 精 ”(fine), 所 以 下 面 引 入 紧 开 拓扑 741 (compact-open topol- 
ogy), 这 是 把 上 述 按 点 收敛 拓扑 的 次 基 的 W (e, U) 中 的 点 s 代 以 紧 集 C (EIZ k 
络 是 把 网 络 定义 中 的 点 代 以 紧 集 ). 置 


w(c,U) ={feYy*:f(C)cU}, CHE XKE, UOFT Y. 


把 这 些 W(C,U) 作为 次 基 形 成 的 拓扑 称 为 紧 开 拓扑 , 记 为 Bg. 这 拓扑 的 基 元 是 这 
些 W(C,U) 的 有 限 交 . 由 于 单 点 集 {x} 是 紧 集 , 显然 , 紧 开 拓扑 精 于 按 点 收敛 的 
拓扑. 

下 面 把 由 空间 x 到 空间 Y 内 的 连续 函数 全 体 所 成 集 赋 以 紧 开 拓扑 形成 函数 
空间 记 为 (X,Y). 

读者 可 能 对 紧 开 拓扑 不 太 熟 悉 , 可 以 作 一 些 简 单 的 练习 (习题 8.20~ 习题 8.24) 
以 加 深 理 解 , 其 中 有 些 习题 在 后 面 证 明 时 要 引用 . 

引 理 8.1.21] «(X,Y) 是 正则 空间 当 且 仅 当 Y 是 正则 空间 . 

证 明 ”必要 性 . AY EEF eX, Y) 的 子 空间 (习题 8.23). 

充分 性 ， 由 于 积 空间 YX 是 Ti 空间 且 紧 开拓 扑 精 于 按 点 收敛 的 拓扑 ， 所 以 
@(X,Y) 是 T, 空间 . 要 证 对 每 一 fe v(X,Y), f 在 O(X,Y) 中 的 每 一 邻 域 包含 
某 闭 邻 域 , 就 紧 开 拓扑 多 的 次 基 证 明 就 足够 了 . 

X f € W(C,U), C Æ X PRR, U FF Y, WW(C,U) Æ f E e(X,Y) 中 
的 邻 域 . f € W(C,U) > f(C) CU, f(C) BY "PER. BN Y 正则 , 存在 Y 中 开 集 
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VfE f(C)CVCV CU (定理 3.1.5). 从 而 


f €W(C,V) CWOV) CW(C,V) c W(C,U). 


W(C,V)^ REE RMAC W(C,U) 内 的 闭 邻 域 (上 面 第 二 包含 式 见习 题 8.22， 
符号 “-《 ”表示 关于 紧 开 拓扑 v 的 闭 包 ). 证 完 . 

回忆 赋值 映射 的 概念 (定义 3.6.4). 

引 理 8.1.30 设 C 是 空间 X 的 Ts 局 部 紧 子 集 , W E(X, Y) xC 一 Y 的 赋 
值 映 射 e: (f,zx) 一 f(x) 是 连续 的 . 

证 明 设 zeC,U 开 于 YY 及 (f,zx)ee-1(U0), 这 里 fe €(X,Y),W) f(x) eU. 
C 是 正则 的 (定理 3.4.3) 及 f 连续 , 存在 x TE C 中 的 紧邻 域 N 使 f(N) CU, 
即 fe W(N,U), W(N,U) Æ f Æ CX, Y) 中 的 邻 域 ,于 是 W(N,U)xN 是 (f,zx) 
在 CX, Y) x C 中 的 邻 域 且 包 含 于 etU). 所 以 e: (f,2) 一 f(x) ER. 证 完 . 

下 面 要 用 如 下 符号 : 对 CB(X,Y) 及 ACX, 记 


F(A) = (f(z) : fe F R xe A}, 


BU F(A) = e(F, A). 

引 理 8.1.4 Wt X 是 Ts 空间 . EXE X "Pr, — x & K((x]) CU, 则 对 充分 
XH] n €N, K({an}) CU, 这 里 紧 集 K C €(X,Y), U FF Y. 

证 明 ”如 若 不 然 , 存在 fa € K, 使 falan) dU. h K 是 紧 的 , {fn} ARA 
feK.*C-(zx)U(z,:ne NJ, C BRR. 由 于 f(z) eU, 与 引 理 8.1.3 所 证 明 
的 赋值 映射 e: (f m) 一 f(x) 的 连续 性 矛盾 . 证 完 . 

定理 8.1.8054. 设 空间 X,Y 都 是 No 空间 , 则 (X,Y) 是 No 空间 . 

证 明 ”首先 由 引 理 8.1.2 知 (X,Y) 是 正则 空间 ， 下 面 通过 三 个 断言 证 明 
CIX, Y) 具有 可 数 W. 

新 言 1. 空间 X 可 以 设 为 可 分 度量 空间 . 

设 X 是 No 空间 , 由 定理 8.1.6, 存在 可 分 度量 空间 M KERR AE MIRIT 
f:M>X. 定义 映射 


$:€(X,Y) €(M,Y) M ?(g 2gof, g€€(X,Y). 


不 难 验证 e 是 到 它 的 值 域 上 的 同 胚 映射 (f 是 紧 覆 盖 映 射 保证 了 Ó 的 连续 性 ). 
所 以 , WR C(M,Y) 是 No 空间 , 则 它 的 任何 子 空间 是 No 空间 (定理 8.1.2), 从 而 
@(X,Y) 是 No 空间 , 到 此 证 明了 断言 1. 

对 ACX 及 BCY, 令 


W(A, B) = (f € @(X,Y) : f(A) c B). 
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KA EX 的 可 数 基 , 2 是 Y 的 可 数 丰 网 , 它们 都 关于 有 限 并 及 有 限 交 封闭 . E 
P ={W(B,Q): BEB, QE 2}. 


断言 2. KcW(C,U), 这 里 K 是 多 (X,Y) PRE, C 是 X PRERU 开 
FY, 则 存在 Pe A, EK cC PCW(C,U). 

为 了 证 明 断 言 2, 只 要 找到 X PHEVIOCR Qe Qt K(V)CQCU. € 
这 种 情况 下 , 对 每 一 Be 多 之 满足 Cc BCV 者 就 有 K CW(B,Q) CW(CU). 
断言 2 可 得 证 . 

对 Qe 久之 满足 QCU BHAA {Qn}. 如 果 没有 这 样 的 V 及 Q 存在 , 则 存 
TE £n € X f D(an,C) = inf{d(zn,7x) : £ E€ C} < 1/2", XE d Æ X EWED 
量 , 及 fn E K 使 falen) € Vien Qi (2 关于 有 限 交 封闭 ). 由 C 的 紧 性 , 序列 {2n} 
有 收敛 子 序列 . 不 失 一 般 性 , 可 作为 zw 一 ze C. 

由 于 K c W(C,U), WA K({2}) c U, 由 引 理 8.1.4, 对 充分 大 的 n eN, 
K({an}) CU. & A= {x} U {an : K([zx4]) C U}, N) A EZE, H K(A) CU. 由 
引 理 8.1.3, K(A) 是 紧 集 , 所 以 K(A) CQ CU 对 某 些 Q e 2 成 立 . HQ 应 是 某 
Qm, 所 以 K(A) C Q 5 flan) € Q E nz m 时 矛盾 , 到 此 证 明了 断言 2. 

下 面 的 断言 3 完成 定理 8.1.8 的 证 明 . 

断言 3. wt o 如 断言 2 所 设 , 则 多 的 元 的 有 限 交 所 成 集 族 2 是 G(X,Y) 的 
k PY (这 网 显然 是 可 数 的 ). 

KW 是 8(X,Y) 的 基 , 是 所 有 形 如 W(C,U) 的 次 基 的 元 的 有 限 交 所 成 的 集 
族 . 由 断言 2 易 知 : 如 KK CW EW, RB K 是 (X,Y) WR, WA Pe P 
KCP CW. rz 3 的 证 明 可 由 下 述 易 证 的 事实 得 证 GER, V (X, Y) 是 正则 的 ). 

W H cU, H,U 分 别 是 €(X, Y) 中 的 紧 集 、 开 集 , 则 五 为 有 限 个 闭 集 (从 而 
是 紧 集 ) 覆盖 , 这 些 闭 紧 集 包含 在 某 些 W ew 而 W cU( 见 习题 3.7). 证 完 . 
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Michael P841 引入 No 空间 用 的 是 伪 基 , O'Meara 878) 引入 空间 用 的 是 网 
(BA o 局 部 有 限 网 的 正则 空间 称 为 N 空间 ), 这 里 的 o ARAR k 网 不 能 换 成 
c 局 部 有 限 伪 基 . 林 寿 P45) 曾 证 明 : 具有 点 可 数 (从 而 o 局 部 有 限 ) 伪 基 的 Ts 空 
间 有 具有 可 数 伪 基 (习题 8.10), HTA N 空间 的 定义 中 如 把 k 网 换 为 伪 基 , 则 得 到 的 是 
No 空间 . 

由 于 基 是 有 Mj. k 网 是 网 络 , 所 以 度量 空间 是 NO 空间 , X 空间 是 o 空间 , 从 而 
是 半 层 空间 、 次 仿 紧 的 完备 空间 且 具 有 Gl 对 角 线 (定理 7.3.1 和 定理 7.3.12). 
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定理 8.2.1523 w 空间 是 遗传 的 、 可 数 可 积 的 , 且 仿 紧 空间 的 可 数 积 是 仿 
紧 空间 . 

证 明 空间 的 遗传 性 是 显然 的 . 类 似 定 理 8.1.2 关于 No 空间 的 方法 , 可 以 
证 明 w 空间 的 可 数 可 积 性 , 其 中 o 局 部 有 限 集 族 的 构造 同 定理 7.3.3 关于 o 空间 
的 情况 . 至 于 仿 紧 空间 的 可 数 积 的 仿 紧 性 可 由 定理 7.3.6 得 到 , 因为 N 空间 是 o 
空间 . 证 完 . 

定义 8.2.12 空间 X 的 有 序 集 对 (Fi, Fo) 所 成 族 多 = ((03, Fy)}, 这 里 
F, 是 闭 集 且 Fc Fo, KAM k 网 (pair-k-network), 如 果 对 X 的 紧 集 K RIF 
RUD K, 存在 多 中 有 限 个 元 (RH) (FP, FP), i< n EK CURL? c 
Ut m cu. 

F 称 为 垫 状 的 (定义 7.4.1), 如 果 对 任何 FCF, 


ULF, : (F3, F3) € F'} G U{ F> 2 (Fi, Fo) € F'}. 


定理 8.2.2 [121 139] 空间 x 是 半 层 空间 当 且 仅 当 X 是 Ti 空间 且 具 有 o 
垫 状 对 大 网 . 

WEBB 设 (X9) Æ k MBS, U 一 {Un} 是 X 上 的 半 层 对 应 (定义 
7.5.1). 置 

Fan ={Un, U): U EI} F= |] Fn, 
ncN 

这 里 U, BAR. 对 X 的 紧 集 K RAR UDK, FE nc N f£ K CU, cU, m 
(U,,U) € Fn. 所 以 F FEXt k W. 对 每 一 ”ne N, f£— 27 CF, E 


V =U{U : (Un, U) € Fi}. 


AHF UCV Un C Va, MA 


U{Un : (Un, U) € FLY C Vn, 
V, 是 闭 集 . 从 而 
U{Un : (Un, U) € Fi} CW CV =ULU : (Un, U) E€ 21). 


到 此 证 明了 每 一 多 , 是 热 状 的 . MF = Unen Fn Æ o 执 状 对 网 . 
相反 , 设 空间 (X, 29) 具有 o 垫 状 对 大 网 F = Uren Fn, 这 里 每 一 F, = 
(GU, Fo)} 是 热 状 的 , PF, BAR, H FL CR. HneN, UE Z, 置 


Un = UI : (Fi, Fo) € Fn, Fo CU}, (8.2.1) 
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则 Un, 是 闭 集 . AF, 是 垫 状 的 ， 
Un C U{ F> i (Pi, Fo) € Fn, Foc U} C U. 


对 每 一 x € U, 单 点 集 {x} 是 紧 的 , 由 对 网 的 定义 , FE m € N 及 (Fi, Fo) € Fm 
ice Fi C Fa CU. Bi (8.2.1) AM x € Um, PIU U = U, cg Us. 此 外 ,由 (82.1) 
式 知 当 U c V 时 有 Un C Va. 到 此 证 明了 UU 一 {0%} 是 关上 的 半 层 对 应 . 下 证 它 
更 是 大 半 层 对 应 . 

不 失 一 般 性 , 可 设 Fn C uua (n e N), RAK K c FEU. 由 对 网 的 定 
X, 存在 no € N 及 有 限 子 族 Fl, C Fn. 使 


KC ULF; : (Fi, F3) € S G U{ F> : (F4, F3) € S) C U. 


FH (8.2.1), K C Uno. 所 以 U > {Un} Æ k FERN, X 是 大半 层 空 间 . 证 完 . 

推论 8.2.1079 空间 是 半 层 空间 . 

证 了 明 c 局 部 有 限 闭 k 网 — o 闭 包 保持 闭 k 网 — o 执 状 对 网 ,所 以 以 
空间 是 半 层 空间 . 证 完 . 

FEAH k 半 层 空间 的 新 刻画 (定理 8.2.2) 证 明 Fréchet AY k ER. T, 空间 是 
单调 正规 的 , 从 而 是 层 空间 , 改进 了 前 面 Lutzer 的 结果 : “第 一 可 数 的 Y Ti 
空间 是 层 空 间 ”( 定 理 7.5.5 的 前 半 ), 因 第 一 可 数 = Fréchet (WEM 2.3.1 的 注 记 ). 

定理 8.2.31148, 243] Fréchet ff] k 半 层 、Ti 空间 是 层 空间 . 

WEBB ” 层 空间 等 价 于 半 层 的 单调 正规 空间 (定理 7.5.9), 而 大 半 层 空间 是 半 层 
空间 , 所 以 只 要 证 明 Fréchet BJ k 半 层 、Ti 空间 X 是 单调 正规 的 . 

由 定理 8.2.2, We k 半 层 空间 X 具有 o SUDORE k 网 多 = Unen Fn, 每 一 Fn 
是 垫 状 的 . KH, K 是 X 中 一 对 不 相交 的 闭 集 , 置 


U, — prine U F, snx- 中 - 


t<n 
U{Fi : (F, Po) E LU A, ANH = 9} (8.2.2) 
t<n 
及 D(H, K) = (Unen Un)?. 下 证 D 是 X 上 的 单调 正规 算 子 (定义 7.5.2). 
显然 , W HCH, KD K', EH,K 是 X 中 不 相交 的 闭 集 , 则 由 (8.2.2) AH 
D(H, K) C D(H', K’). 
证 H c D(H, K). WEDA, H ¢ D(H, K), 则 存在 


re€H-(D(HK)UK)—-H- (uu) sK) 


icN 
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c(X-K)n (x-Uu)nn-x- («u(Ua)) ow 


X 是 Fréchet 空间 , 存在 序列 {£n} C X — (K U (Uien Ui) fi tn > x. PRU X 
WATE fa} Uflan:neN}cx-—K (FR), AF 是 对 网, 存在 多 中 有 限 个 
元 (F(?, Ff?) (i < m), 使 


[xbjU[zx,:neN]c Nous Usfex-x. 


i<m icm 
从 而 存在 io <m 及 {an} 的 子 序列 {£n}, 使 
{zw} C FE c RY cc-k (8.2.3) 


于 是 F NK 2 e. 另 一 方面 , 存在 ke N, W (F, F) e A. AA re H, BI 
以 


cx ras 


exco [nime Fi, nie 


因而 存在 no € N, 4 j > no 时 


i<k 


In, EX- fn meya ann-el U F, FR AH = | 


cX- famme U F, PNH=8 
iik 


这 时 , 结合 (8.2.3), 由 (8.2.2) 式 得 
ttn, € F® -U G : (Fi, Fo) € |] Fi, FNH = J C Up. 
i<k 


于 是 Ui 含有 无 限 个 vu, 这 与 {cn} 的 取 法 矛盾 . 所 以 H C D(H, K). 
证 D(H,K) CX —K. 下 面 的 证 明 思路 与 步 又 类 似 于 前 证 , 略 去 较 烦 的 细节 . 
如 若 不 然 , D,K) v X — K, 则 存在 


a € D(A, K)N K(X —H) Cc D(A, K)— HAK. 
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所 以 有 X 中 的 序列 {£n} C (Unen Un)? -H TE tn — o. 于 是 存在 (04) 的 子 序列 
{£n} K (Fi, F2) € Fm fi £n, € Fi, FOH =Ø, je N. AMO, c X-Fi, kz m. 
MAH k> mht, zs; d Ux. W an, € jem Us FÆ zeli uU; = Uicm Ui 从 
而 存在 io < m, 使 


sem e| nine Ushnk ce | exc 


i<io 


这 与 x e K 矛盾 . 所 以 D(H,K) Cc X-K. X 是 单调 正规 空间 . 证 完 . 

推论 8.2.2055. 243] Ye X Æ Fréchet 的 正则 空间 , W X 具有 o 闭 包 保持 大 网 
当 且 仅 当 x Æ k 半 层 空间 . 

证 了 明 Ms = M», Ms 空间 具有 o 闭 包 保 持 有 网 , 由 定理 8.2.2 和 定理 8.2.3 
得 证 . 证 完 . 

推论 8.2.3199 Fréchet 的 太空 间 是 层 空 间 . 

WEBB ”由 推论 8.2.1 及 定理 8.2.3 得 证 . 证 完 . 

注 记 ”定理 8.2.3 和 推论 8.2.3 中 的 Fréchet 条 件 是 否 可 进一步 减弱 ? 1986 年 ， 
Foged (1231 曾 构造 序列 型 的 空间 不 是 正规 空间 , 从 而 不 是 层 空间 . 至 于 推论 8.2.2 
中 的 Fréchet 条 件 是 否 可 略 去 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 1139, 264]. 

XT ON 空间 的 度量 化 定理 有 下 述 O'Meara 9?9] 定理 : “正则 空间 x 可 度量 化 
HHNH X 是 7 空间 且 具 有 o 局 部 有 限 网 .” 这 里 作为 Foged 定理 (定理 8.4.1) 
的 推论 (推论 8.4.1 及 习题 8.2) 得 出 , 不 另行 证 明 . 

r 空间 的 定义 见 定义 8.1.2. 由 于 第 一 可 数 性 、 局 部 紧 性 均 萤 含 > 空间 性 质 , 故 
A: “第 一 可 数 的 (或 局 部 紧 的 ) N 空间 可 度量 化 .” 

No 空间 的 函数 空间 定理 (定理 8.1.8) 是 非常 巧妙 的 , 定理 的 表述 很 简洁 : “ 设 
X,Y 都 是 No 空间 , 则 (X, Y) 是 No 空间 .” 当 引入 8 空间 后 , 学 者 们 很 想 把 这 定 
理 推广 到 空间 . 

注意 , No 空间 的 特大 优点 是 由 于 它 是 可 分 度量 空间 在 连续 的 紧 履 盖 映 射 下 的 
像 (定理 8.1.6). 因此 , 在 定理 8.1.8 的 证 明 中 可 把 X 取 作 可 分 度量 空间 . 借助 于 这 
一 优点 , 在 推广 定理 8.1.8 到 空间 时 , 保持 X 为 No 空间 是 明智 的 , Y RANT 
间 , HE (X,Y) 也 是 N 空间 . 8 空间 的 函数 空间 定理 即使 在 这 样 的 提 法 下 还 是 很 
难 解决 的 . 

O'Meara 9901 对 站 加 强 为 仿 紧 的 空间 得 到 下 述 定理 : “ 设 X 是 No 空间 , Y 
是 仿 紧 尺 空间, 则 (X, Y) 是 仿 紧 N 空间 .” 

此 定理 的 证 明 精 微 而 元 繁 , 我 们 不 在 此 介绍 它 的 证 法 . 在 证 明 中 可 以 看 到 如 果 
Y 上 不 附加 仿 紧 性 得 到 的 结果 是 o 空间 . 
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作者 不 满意 自己 的 结果 , 希望 去 掉 空间 Y 的 仿 紧 性 假设 ( 回 到 前 面 期 望 的 结 
AR), 也 就 是 能 否 有 : “ 设 X 是 No 空间 , Y AR 空间 , 则 OXY) EN Ad” 

Michael [289] 重 又 提出 这 一 问题 . 

此 问题 的 解决 是 曲折 的 . Guthrie 0791 摹仿 天 网 引入 cs 网 , 以 收敛 序列 代替 紧 
集 (定义 8.3.1). KAUF N 空间 定义 cs-o 空间 (定义 8.3.2) 等 , 他 想 另 辟 蹊 径 并 不 
是 想 解 决 上 述 问 题 , 只 是 过 渡 得 到 下 述 定理 : “ 设 X 是 No 空间 , Y 是 cs-o 空间 ， 
则 (X, Y) 是 cs-o 空间 .” 

这 是 8.3 节 中 的 定理 8.3.3. 恰好 Foged A 证 明了 AN 空间 等 价 于 cs-o 空间 
(定理 8.3.2), 作为 Foged 定理 的 推论 解决 了 上 述 问题 (定理 8.3.4). 

XT ow 空间 的 映射 定理 必须 在 N 空间 的 刻画 定理 充分 表述 以 后 才能 得 到 , 故 
放 在 8.4 节 末 ( 引 理 8.4.10 起 ). 从 而 由 映射 定理 而 得 和 定理 (推论 8.4.8). 


8.3 cs 网 与 cs-o 空间 


Guthrie U7! 引入 cs 网 把 网 中 的 紧 集 换 为 收敛 序列 连同 它 的 聚 点 ， 记 为 
Z-2(zuzcmshàXcz c 显然 Z 是 紧 集 . 为 简单 起 见 , 称 2 为 收敛 
序列 , 而 记 Zn = 26 ai e 

定义 8.3.1079). 空间 x 的 子 集 族 A PRA X 的 cs 网 (cs-network), 如 果 对 
X 的 收敛 序列 Z 及 开 集 UD 2, 存在 neN 及 Pe 多 使 Z,CPCU. 

cs 网 与 上 网 (定义 8.1.1) 是 不 同 的 概念 , 无 蕴含 关系 ( 见 定理 8.4.2 的 注 记 ). 

定理 8.8.1073] 下 列 论断 等 价 : 

(i) X Æ No 空间 ; 

(ii) X 是 正则 空间 且 具 有 可 数 cs W. 

证 明 (i) — (ii). 因 收 敛 序列 是 紧 集 , 而 可 数 太 网 可 作为 关于 有 限 并 封闭 的 . 

(i) 二)， 先 证 每 一 单 点 集 是 Gy 集 的 Ts 紧 空间 是 第 一 可 数 的 因 TS RE 
间 是 正则 的 , 设 {z} = (1, Gm 这 里 Gr 是 开 集 , H Gays C Gs n e N. EM 
tn € Gn, M {an} Wa HRA, 所 以 这 空间 是 第 一 可 数 的 (习题 4.13). 

Xx 是 空间 X 的 可 数 cs 网 , 下 证 A AKA. 对 X 的 紧 集 KK 及 开 集 UD EK, 


置 
Z'—-(iPe9:PnKzgoHPcU). 


P' 是 可 数 的 , 记 P = {Pan E N}. REFE ne NK CU. P. 如 若 不 
AR, 存在 K 中 的 序列 {zn} 使 zn E€ K -Ucr P. AI X  o 空间 , 所 以 X 
的 每 一 单 点 集 是 Gs K, 于 是 紧 空间 K 是 第 一 可 数 的 ， 从 而 是 序列 式 紧 的 (定理 
3.5.4), 所 以 {zn} 存在 收敛 子 序列 , 不 妨 就 作为 zn 一 ze K. Al P 是 cs Wl, 存在 
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mcN, Pe 2 ff 
Zm = (Z;Zm Zmzi, d] c P CU. 


P 应 是 Z 中 的 某 一 元 P; 取 > max{m,j}, W zj € Pj, 矛盾 , 所 以 FA kW. 
证 完 . 

注 记 ”上述 定理 (i) > () 的 证 法 也 适用 于 o 局 部 有 限 k AK o 局 部 可 数 k 
网 情况 , 因为 局 部 有 限 集 族 、 局 部 可 数 集 族 分 别 是 紧 有 限 的 、 紧 可 数 的 (每 一 紧 集 
Ej k 网 中 可 数 个 元 相交 ), 所 以 P 仍 是 可 数 的 , 且 紧 集 的 每 一 单 点 集 是 Gy R. 

定义 8.3.2074 具有 o 局 部 有 限 cs 网 的 正则 空间 称 为 cs-o 空间 (cs-o- 
space). 

下 面 叙述 Foged 0291 得 到 的 空间 的 刻画 定理 . 

称 空间 x 的 子 集 Ww 是 它 的 子 集 (fF CW) 的 序列 邻 域 U (sequential 
neighborhood), 如 果 每 一 收敛 于 中 某 一 点 的 序列 终 留 于 (eventually in) W (定义 
1.4.6). 

引 理 8.3.1020. 设 空间 X 具有 o WARA k W, {Fa : a € A} 是 离散 集 
TK, 则 存在 互 不 相交 的 集 族 {Wa : ae A}, 其 中 Wa Æ Fa 的 序列 邻 域 , a € A. 

WEBB Ken Pn 是 空间 X 的 o WORREN k W, BE DF, 是 闭 包 保 持 的 ， 
H Z,C Z,41(neN) HMneNRBCA É 


T(n, B) =U{P € Z,:Pn(U(F,:ae B) = e). 


对 每 一 ae 4, É 
Wa = |] (Tín, A- (o) — T(n, {a})). 
ncN 
利用 {Fa : a € A) 的 离散 性 , 不 难 验证 集 族 {Wi : a € A} 是 互 不 相交 的 . 下 证 每 
一 Wa 是 Fy 的 序列 邻 域 . 
设 序列 {£n} 收敛 于 ce Fa. B { :a € A} 的 离散 性 , AK Fa 是 闭 
集 , 置 


U=X -U{Fy : a’ € A- {a}}. 


U 是 包含 r WIR, {cn} BB U, 不 妨 设 紧 集 (m4 :n € NJU(x) CU. AA 
k WA Pn C Praia, 存在 meN 及 Pm 的 有 限 子 族 Zl, C Pm 使 


(zx, :nEN}U {rz} CUM, CU. 


UZ' C T(m,A — {a}), 所 以 序列 {rn} 终 留 于 T(m,A—{a}). 此 外 , A, P 
元 之 与 Fy 不 交 者 之 并 是 T(m, {a}, 由 Zm 的 闭 包 保持 性 , T(m, (o3) 是 闭 集 , 与 


- 282 - 第 8 章 广义 度量 空间 (下 ) 


Fa DX. 序列 {rn} 不 能 共 尾 于 不 包含 点 r WISE T(m, {a}. W {rn} 终 留 于 
T(m, A— {a}) — T(m, {a}) C Wa. 证 完 . 

引 理 8.3.21 设 2 是 空间 x 的 点 可 数 闭 网 , 且 关 于 有 限 交 封闭 , 如 果 
W 是 点 zx © X 的 序列 邻 域 , 且 有 序列 fon} 收敛 于 v, 则 存在 多 的 有 限 子 族 Z 
使 {on} 终 留 于 UF CW. 

证 明 把 多 的 有 限 子 族 A’ 之 满足 下 列 条 件 : (i) ze NV; (ii) {an} AB 
FUP! 者 之 全 体 记 作 {2:n EN} 这 是 因为 2 是 点 可 数 的 , 而 Z 是 有 限 的 及 
zr € 04, 所 以 这 种 oo 是 可 数 的 . AEWA A A! 中 必 有 能 满足 UF! CW 
者 . 

如 若 不 然 , 对 任何 ne N BA UP! -Wze. 由 于 A 关于 有 限 交 封闭 及 条 
件 (i), Gi), 可 设 C (0222) -W A, W 


ywe]uZz)-W  (neN). 
in 

下 证 yn > x. 

WU 是 xz 的 任 一 开 邻 域 , AP 是 上 网, PEG CNR 的 有 限 子 集 多 使 
{x} U {an:n > j} CUF CU, S M={FeF:xeF}, W 7A 满足 条 件 (1), (ii) 
(注意 , A 的 元 是 闭 集 ). 从 而 A’ 应 是 某 一 Pl 这 时 {yn n >m} CUM, CU, 
于 是 {yn} RAFU. 故 {yw} 收敛 于 x. 这 与 W 是 x 的 序列 邻 域 矛盾 . 证 完 . 

定理 8.3.2120) yr X 是 正则 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 

(i) X 具有 离散 cs W; 

(ii) X AA o AH k W; 

(iii) X 具有 o 局 部 有 限 cs 网 ; 

(iv) X 具有 o 局 部 有 限 k 网 . 

证 明 BA, (i) = (iii), (ii) > (iv), 由 定理 8.3.1 的 注 记 , 可 证 (G) > (ii) 及 
(iii) > (iv), 这 里 只 要 证 明 (iv) > (i). 

设 X 具有 o PRAM k PI P =U en Pin, 每 一 Pm 是 关于 有 限 交 封闭 的 
局 部 有 限 闭 集 族 , 且 Zm C Anyi. W Z ={Py:a€ A}. 

对 每 一 m € N, 由 于 Pm 的 局 部 有 限 性 , 存在 X WFP Ait Ym, 使 Wn 的 每 个 
元 仅 与 Pm 的 有 限 个 元 相交 . ALS 空间 是 次 仿 紧 的 , Un 具有 o 离散 闭 加 细 和 覆盖 
Unent{ #3 : 8 € Bm n}, 这 里 对 每 一 ne N, {Fo : 8 € Bmn} 是 离散 闭 集 族 , 从 而 可 
知 每 一 Fo (B € Bos) MS Pm 中 有 限 个 元 相交 . 

由 引 理 8.3.1, 对 每 一 对 (m,n), m,n € N, 有 互 不 相交 的 集 族 (Wa : 8 € Boa) 
使 每 一 Ws 是 Fa 的 序列 邻 域 , 8 € Bm n E 


Cmn = {(0,B) : Px € Pm, BE Bos, Px Fa £ 8}. (8.3.1) 
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构造 集 族 
{Pa Wa : (a, B) € Cmn}- 


下 面 验证 这 集 族 是 星 有 限 的 (定义 6.1.8), 即 这 集 族 中 的 每 一 元 P, n Wa ((o,8) € 
Cmn) 仅 与 集 族 中 其 他 有 限 个 元 相交 如果 (Pa MN We) N (Py N Ws) z e, 这 里 
(7,6) € Cm n, W Wa Ws z e. 由 于 6,6 MBF Bin, 而 {We : 8 € Bm n} 中 的 元 
是 互 不 相交 的 , 这 就 迫使 8 = 6. 从 而 (4,8) € Cmn, 由 (83.1), Py Fs z e. 由 于 
F5 仅 与 Am 中 有 限 个 元 相交 , P, 是 其 中 的 一 个 , 这 说 明 只 有 有 限 对 (7,6) € Cos 
f& (P, N Wg) n (P, N Ws) z Ø. 

固定 正 整数 对 (m,n), 对 (0,8) € Co I& r € N, E 


S o Br = U{ Py n P, : P, € Pr, P, €. Ws], 


(8.3.2) 
V non = 155,8,» : (a, B) € Cmn}- 


由 于 S Br & Pa N Wa, 而 {Pa N Wg : (a, B) = Conn] 是 星 有 限 的 ， 所 以 对 每 一 
r € N, Smnr 也 是 星 有 限 的 . 此 外 ，:. 兄 ,mr 的 元 是 局 部 有 限 集 族 


{Pa N P: Py € Pm, Py € Pr} 


的 子 族 的 并 , Sinn 是 闭 包 保持 的 . 按 星 有 限 集 族 是 o 互 不 相交 集 族 ( 引 理 6.1.3), 
而 互 不 相交 的 闭 包 保 持 闭 集 族 是 离散 的 (习题 5.6), 所 以 .Zn nr 是 o 离散 的 , 于 是 
P =NSmne :m,n,r E N} t o 离散 的 , 可 以 记 作 Z = Uken Fk» 每 一 SY, 是 
离散 闭 集 族 , 且 当 了 AK, AOA =o. & 


F= {多 :多 4.7 HARTER, NF 72). (8.3.3) 


作为 F 的 有 限 子 族 , 由 于 n. = 9 (G Ak), F 的 元 (AR) 可 能 分 属于 不 同 
的 4. Wt 6 是 正 整 数 集 的 有 限 子 集 , E 


Fs={F EeF:{kEeEN: FNA FO} = P}. 


注意 , F 中 的 元 多 ( 集 族 ) 至 多 包含 一 个 元 在 一 个 A V, 因 这 些 Y, 是 互 不 相交 
的 . 

对 给 定 的 o, 考察 集 族 (0.7 : F € Fs}, 这 是 局 部 有 限 的 , 因为 它 包 含 于 局 部 有 
限 集 族 Upeo Ir 的 有 限 交 ， (0.7 :.7 € Fo} 又 是 互 不 相交 的 , WF, A Fo, Ai, Fo 
都 是 Fg 的 元 , 则 对 某 些 ke o, FaN Sy z Zn, lit {51} = FANA, {52} = 
Fo N Pe, WW Sy A So, AA, 的 互 不 相交 性 有 $105» = e, AM (NF1) (N22) = 
所 以 {nF : F € Fo} 是 互 不 相交 的 局 部 有 限 闭 集 族 , 从 而 是 离散 闭 集 族 . 由 引 理 
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8.3.1, 有 互 不 相交 的 序列 邻 域 族 LV (F) :.£ e Fs} 使 每 一 (多 ) EOF 的 序列 邻 
域 . 
对 每 一 7EN 及 .多 EFs, B 


V(F,j) =U{SNP5:S€ F, Ps € Pi, Ps CV(F)}, (8.3.4) 
XE VCZ,j) CV(F), 所 以 对 固定 的 js N, 集 族 


V(9,5) 2 V(7,3) : F € Fo} 


是 互 不 相交 的 . 此 外 , 每 一 (0, 5) 是 局 部 有 限 的 闭 集 族 


[sons U A, re an} 


kcó 
的 某 一 子 族 的 并 . 所 以 


Y ={V(F,j): FEF, jeN] 
= U{V(6,j): 6 EN WARTS, je N} 


是 o 离散 的 . PIE Y EX Hy cs 网. 

设 U 是 开 集 , 序列 {zw} WHF x € U. A 2 d& X I k Pj, 存在 meN 及 
Pm WART P, UP), CU (o) RAF UP, 由 于 多 的 元 是 闭 集 , 可 以 
选取 PA, exc En. 

Unen{ £3: 8 € Bm n} 是 X 的 覆盖 , En ENR BE Bam 使 Ye Fy. BH 
于 We 是 Fs 的 序列 邻 域 , 也 是 x 的 序列 邻 域 , 再 由 引 理 8.3.2, 存在 rEN K 2, 
的 有 限 子 族 PA! E UP! C Ws 及 {an} 终 留 于 UA. 由 于 2 的 元 是 闭 集 , 所 以 
reU. 

W Pa E€ A, Wa E Pa N Fo, 由 (831) (o,8) e Cnn. WEA P, e Z., W 
P, € P, K Py C We. B (8.3.2), Pa N P, C Soo. 由 此 知 


(UF, NA UZP) c UlSsas : Py CO 
由 于 r eUZ., FE— yE AIE re P e A, ee P E Zh, H (8.3.2), 
yen(Ssas: Pa € Ph). 


WF ={Sogr: Pa E Ph) (F 的 有 限 子 族 ). 由 上 述 讨论 知 (x) BAF UF 
(Al {an} 终 留 于 (UZ) NUZ) Rae enF. H (8.3.3) 4 F EF. 
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前 面 已 证 V(F) OF 的 序列 邻 域 , 那 也 是 x 的 序列 邻 域 , 由 引 理 8.3.2, 存在 
jeN 及 2; WART A, EUZ, CVF) 且 {rn} RAF UF. 

mn Ps € Pi, W Ps € A; 及 Ps CVF). 所 以 对 任 一 Se 多 ,有 SNPc 
V(Z,j), 由 (8.3.4), (UF) N (UP!) C V(F, j). AT {an} 终 留 于 VCZ, j). 此 外 ， 
由 (8.3.4) 及 (8.3.2), 


LEV(F, j) CUF =U Sa p,r : Pa E A} CUP), CU. 


所 以 Æ X 的 cs 网 . 证 完 . 
推论 8.3.1050 vx x 是 正则 空间 , 则 下 列 论断 等 价 : 
(i) X Æ X 空间; 
(ii) X 具有 点 可 数 且 o 闭 包 保持 闭 网 ; 
(iii) X 具有 点 可 数 且 o 闭 包 保持 闭 cs 网 ; 
( 
( 


iv) X 具有 o 局 部 可 数 且 闭 包 保 持 W; 

v) X RA o 局 部 可 数 且 闭 包 保持 cs 网 . 

证 明 ”由 于 点 可 数 的 闭 包 保持 闭 集 族 是 局 部 可 数 的 (习题 5.24), 而 局 部 可 数 、 
闭 包 保持 集 族 的 闭 包 仍 是 局 部 可 数 、 闭 包 保 持 集 族 , 所 以 (ii) e (iv), (iii) e (v). 
由 定理 8.3.1 的 注 记 知 (v) = (iv). (i) > (iv) 是 显然 的 . 要 证 的 是 (iv) > (i) (v), 
这 可 利用 定理 8.3.2 的 证 法 证 明 (在 下 段 中 说 明 ): 如 X 具有 o 局 部 可 数 且 闭 包 保 
FH k 网, U X 具有 离散 cs 网 , 从 而 得 (iv) => (i) 及 (v). 

在 定理 8.3.2 的 证 明 中 , 对 应 着 局 部 可 数 且 闭 包 保持 闭 集 族 Pm WFP Ym, 
可 得 25, B o RAIA te UN{Fo : 6 E Bos), 则 每 一 Fa MS Ay 中 可 数 
个 元 相交 , 从 而 导致 (8.3.1) 式 后 的 集 族 是 星 可 数 的 (定义 6.1.8), 但 是 星 可 数 集 族 
( 同 星 有 限 集 族 一 样 ) 是 o 互 不 相交 的 ( 引 理 6.1.3), 至 于 证 明 中 用 到 的 引 理 8.3.1 
在 目前 情况 仍 可 引用 . 在 引用 引 理 8.3.2 时 , 要 求 相 应 集 族 关于 有 限 交 封闭 (见习 题 
8.12). 此 后 , 同 法 构造 o 离散 cs 网 . 证 完 . 

现在 回 到 8.2 节 末 的 空间 的 函数 空间 定理 , 这 里 紧 接 着 Guthrie 定义 的 cs-o 
空间 (定义 8.3.2) 谈 起 . 我 们 将 证 明 Guthrie 的 重要 结果 (定理 8.3.3). 由 此 定理 并 
结合 Foged 定理 (定理 8.3.2) 解决 O'Meara 及 Michael 提出 的 问题 . 

引 理 8.3.30 d P 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 子 集 族 . WR ZÆ X m 
任 一 收敛 序列 , S 是 x 的 次 基 中 的 元 ( 开 集 ) 满足 : d Z c S, MFE n EN, PEP 
ÎE Zn CPCS, WA 2 Æ X W cs 网 

证 明 ik Z CU, Z 是 收敛 序列 , 收敛 于 z, U J& X 中 开 集 . 存在 X 的 基 中 
的 元 B 使 ze B CU, 从 而 存在 X 的 次 基 中 的 元 S1, So,---, Sz, 使 B= Nick Si. 
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对 每 一 i<k, z € Si, TE nli) EN K Pe 2 EZ cPcS. E 


i<k ick 
W Z, CPCBCU. WA P2 Æ x 的 cs Pj. 证 完 . 
51 8.3.4094 d X Æ Tə, 空间 , K Æ V (X,Y) 中 的 紧 集 . 定义 


plz) ={f(a): fE Ky (we X), 


WW {xE X: d(x) CV} Æ X PIR, REV 是 Y 中 开 集 . 

WEBB CHE %(z) 限制 在 X 的 紧 集 上 作出 证 明 , 然后 利用 空间 推广 到 X 上 . 

设 CcX 是 中 任 一 紧 集 . 置 go = dle. 要 证 {x cC: óc(z) CV} Æ 
C 中 开 集 , 需要 证 : WR x eC 及 ela) CV, We BAC 中 的 邻 域 u 使 对 每 一 
z € U, o(z) CV. 对 每 一 fe K, 由 引 理 8.1.3 可 找到 z 在 C 中 的 邻 域 Dr 及 了 在 
(X,Y) 中 的 邻 域 Wi 使 对 ze Uy 及 ge Wr 有 g(z) e V. 紧 集 KK 为 有 限 个 Wy 
覆盖 , 取 相 应 的 有 限 个 Uy 的 交 为 UV, 则 U 是 zx dE C 中 的 邻 域 满足 所 有 要 求 . 

现在 回 到 d(x), ve X. WU = {rE X: G(x) c V}, WI X KHR ZECE 
UNC = {rE C: dc(x) CV}, 由 前 所 证 UNC 关于 C BAW. AX Jé k lal, U 
是 X 中 的 开 集 . 证 完 . 

定理 8.3.3 (Guthrie 定理 41) WX Æ wo 空间 ,Y 是 cs-o IH, 则 (X, Y) 
是 cs-o 空间 . 

证 明 ”定理 8.1.8 证 明 中 的 断言 1 对 这 里 也 成 立 GER, cso 空间 的 子 空间 
也 是 cs-o 空间 ), 所 以 可 设 x 为 可 分 度量 空间 , 记 作 S, 只 要 证 明 €(S,Y) 是 cs-o 
空间 . 

设 2 = {P:i c N 是 可 分 度量 空间 5 的 可 数 基 , 关于 有 限 交 封闭 , 2 = 
Ujen Zj 是 cs-o 空间 Y 的 o 局 部 有 限 cs PIE Phe APR Re; i 


(Pj, R) = {f € €(S,Y) : f(Pi) i R}; 


[P., 2j] = {(P, R): RE Zi} [2,2 = PsA. 
i, jEN 
EX (PP, R) 即 定理 8.1.8 中 的 W(P, R). 先 证 [22, 2] 是 空间 (S, Y) 中 的 o 局 部 
有 限 族 . 只 要 证 [Pi 2] 是 € (S, Y) 的 局 部 有 限 族 . 
设 fe G(S,Y), RE x € P, W f(z) e Y. AF 2; dE Y 中 局 部 有 限 , 存在 
f(x) YE Y 中 的 邻 域 V 至 多 与 zs 的 有 限 个 元 R 相交 , 那么 (x, V) 是 €(S,Y) 次 
基 中 的 元 , 是 包含 f 的 开 集 , 仅 与 集 族 [Pi 27] 中 有 限 个 元 (P, R) 相交 , 其 中 R IE 
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好 是 与 了 相交 者 . 所 以 [Pi 2; 是 € (S, Y) 的 局 部 有 限 族 , 从 而 (A, 级 | 是 «€ (S, Y) 
的 o 局 部 有 限 族 . 

id [多 , Z| 中 的 元 的 所 有 有 限 交 所 成 集 族 为 (22, BY, 则 (A, BY 仍 是 o 局 部 
有 限 的 . 下 证 [多 , A) 是 空间 v (S, Y) 的 cs 网 . 
由 引 理 8.3.3, 验证 [A,B Æ v (5, Y) 的 cs 网 时 , 仅 考 察 v (S, Y) 的 次 基 中 的 
元 就 足够 了 . x F ={fo, fi, fos) Je O(S,Y) 中 元 (BUN) 所 成 序列 收敛 于 fo, 设 
(C,U) 是 €(S, Y) 的 次 基 中 元 包含 着 F. 因为 是 8(5,Y) WAR, 且 S 是 度量 
空间 , 由 引 理 8.3.4, 


F(U)—-(reS:ficF, fíz) €U, i=0,1,2,---} 
是 5 PFE. 显然 fF-1(U) D> C. É 
g'—-(Pe4:PcF-(U)). 
对 每 一 ze C, 再 置 
P(x) = {P € P' :re PNC} = (Pj);es 


d (a) = |z :P =(P; Pe al ; 
j<i 


B(x) ={REB: folr) € RCU}= {Ri}en. 


下 面 断言 : 对 每 一 x © C, 存在 一 组 正 整数 1,i,j, 使 FC (P! Rj) C (sU). 由 
于 对 每 一 组 1,i,j, WE z e P! 及 Rj c UV, 恒 有 (PY,Rj) C (z,D), 所 以 如 果断 言 不 
成 立 的 话 , WA F, ¢ (PL Ri), 即 存在 某 些 n > 1 使 f,(P') v R. 下 面 利用 这 一 结 
果 选 取 F 的 一 个 子 序列 . 

取 faay 使 (PI) Y Ri, 存在 n(2) > n(1) f£ fa (Pi) g Ra， 类 似 地 , 取 
f.) 使 n(3) > n(2) E fng) (P3) € Ra Æ fou f n(4) > n(3) B. faa) (PQ) £ Ras 
注意 , PI 的 下 标 按 自然 数 次 序 , 而 R; 的 下 标 形成 序列 


1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, des. 


从 Ri 开始 依次 进行 到 第 一 次 出 现 某 R 为 止 (此 Ry 前 面 未 出 现 过 ), 然后 再 从 Ri 
出 发 如 法 依次 进行 下 去 . 

HE ff = fay, 并 选取 wi € PLE fl) 不 是 Ry 的 元 素 , 此 R 对 应 着 ho 及 
PL W (27) Æ F 的 子 序列 收敛 于 fo, 集 族 P(r) 是 S 中 点 x 的 递减 的 可 数 邻 域 
基 , 所 以 {zi} KAF z. 
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紧 开 拓扑 中 的 收敛 使 {f(zi)} 收敛 于 fo(z) ( 引 理 8.1.3), 所 以 {Fia RA 
限 个 外 都 包含 在 U 内 . 从 而 存在 正 整 数 n 及 Re € A(x) 使 fi) e Ry 对 所 有 的 
i> n RML, 但 由 于 序列 (fi) 及 {oi} 的 取 法 , FERE m > fi fl, (am) € Re. 这 
一 矛盾 证 明了 上 述 断 言 

对 每 一 2 < C, TEER Uc), ile) 及 ile), 使 Fie) C (Play y) c (SU) 
由 于 { (x) :TE C) etm AR C, int Sie S E. {Piep Pi i(z2)? adr Ph 取 


m = maxicr<r{U(xz)}, 则 


uc Bau Pia Hats) C (C,U). 
1l<t<r 
故 [P,B) Æ v«(S,Y) BJ o 局 部 有 限 cs 
因为 Y 正则 , 由 引 理 8.1.2, #(5,Y) 所 以 @(S,Y) 是 cs-o 空间 . 证 完 . 
由 上 述 Guthrie 定理 , 结合 Foged 定理 (定理 8.3.2) 立 得 如 下 定理 , 解决 了 
O'Meara °°, Michael [289] 提出 的 问题 ( 见 8.2 节 ). 
定理 8.3.4020. 设 X 是 No EN, Y 是 NN 空间, 则 名 (X,Y) EN EN. 
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Lagnev P40.241] 成 功 地 研究 了 度量 空间 在 连续 闭 映 射 下 像 的 性 质 ， 学 者 们 称 
此 像 为 Lasnev 空间 9631, 下 面 叙述 Foged H? 对 Lasnev 空间 的 著名 刻画 .作为 
Foged 定理 (定理 8.4.1) 的 推论 , 我 们 给 出 Burke, Engelking 和 Lutzer [79] XF o 
遗传 闭 包 保持 基 的 度量 化 定理 . 

引 理 8.4.1 dx P 是 序列 型 空间 X 的 遗传 闭 包 保 持 闭 集 族 , 则 由 2 的 任意 
非 空子 族 AE OP! 形成 的 集 族 仍 是 遗传 闭 包 保 持 的 . 

证 明 WEDA, 存在 由 P 的 非 空子 族 P 形成 的 族 {ZL : a € A} 及 
Ga C n. (a € A) fH Usca Ga 不 是 闭 集 . 因 X 是 序列 型 空间 , 存在 序列 {zn} C 
Uses Ga f zn > £ E€ X-Uaca Ca, TAR a(n) € A ÍË zn E Gan), TH v d {zn}. 
不 失 一 般 性 , 可 作为 这 些 a(n) 是 不 同 的 . 这 时 , 对 每 一 m EN, R Unom Pon) 
是 无 限 的 , 从 而 可 以 选取 正 整 数 的 子 序列 {rm} 及 PA 中 的 序列 {Pm} 使 


Pn € Peingy — (Pei k < m}, 


则 这 些 已 ,是 不 同 的 , 而 enn € Pm. 由 多 的 遗传 闭 包 保持 性 将 导致 


rH {Zn,,:me€ N}, 


这 是 矛盾 的 . 证 完 . 
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引 理 8.4.2027]. dt PET, 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 , (24) AE X — {a} 
内 的 序列 收敛 于 v, 则 存在 m € N, 使 (z,:n > mpn P z e WHATS P e 2 p 
AL. 

证 明 ”如 若 不 然 , 存在 {zn} 的 子 序列 {nn} FA 的 子 族 {Pn :me N} 使 
Zn, € Pm, MEN. AF 的 遗传 闭 包 保持 性 及 XX 是 Ti 空间 将 导致 fz, : meN} 
是 闭 集 , 矛盾 . 证 完 . 

引 理 8.4.3777. d X 是 To, Fréchet 空间 , HA k W P = Unen Pn, Pn C 
Pari: WR U 是 开 集 , 序列 Z = (z, :ne N} 收敛 于 xe U 一 2, 则 存在 neN 使 
Z 终 留 于 Int(U{Pe Pa: PC U}). 

证 明 ”对 每 一 me N, BA, = {Pe Zm: PCU} 如 引 理 结论 不 成 立 , 可 
以 选取 Z 的 子 序列 Len, } 使 


Zn, € U —Int(UY%,) CU -UPI (meN). 


X 是 Fréchet 空间 , 对 每 一 点 zn 存在 序列 Len, k} CU 一 UB TS Zn kk zn. 
从 而 a € {zw :mk © N}. 再 因 X Æ Fréchet 的 , 由 假设 x 4 2 J& To 分 离 性 , 可 
以 选取 序列 Z' 包含 于 {zanki Mm, k EN} EZ KAF v, Z' 具有 如 下 形式 : 


Z = {Zim ski SEEN} (mi < mir;ie N). 


BréZoin,:meN)h Z PADE r. AAEM, FE meN fi z' AB 
T UF), 这 与 当 mj > m 时 , zu € U Ug, FB. 所 以 引 理 的 结论 成 立 , 证 
Tu. 

定理 8.4.1 (Foged 定理 223) 空间 X 是 Lasnev 空间 当 且 仅 当 X 是 To, 
Fréchet 空间 且 具 有 o 遗传 闭 包 保 持 闭 k 网 . 

WEB] ” 先 证 充分 性 . WE To, Fréchet 空间 X RAM k A — Unen Fn, 每 
一 Pn 是 遗传 闭 包 保 持 的 , 由 引 理 8.4.1, ntf A, 关于 有 限 交 封闭 . 此 外 , 设 
Pa C 2,4 (ncN) & 


R,(P) = P — Int(U{Q € Pn: P $ QY}, Pe Pn: (8.4.1) 
Rn ={Rn(P):P E€ Ay}. (8.4.2) 
分 下 述 4 个 断言 完成 充分 性 的 证 明 . 
断言 1. Ww Z= {zw :neN} MNF crex-Z,# 
4t = {RE Bn: ROZ 是 无 限 集 }. (8.4.3) 


如 果 U Æ r 的 开 令 域 及 Z AATF Int(U{Pe Pa: P CUY, M Z AEF Int(UZz) 
AK UZ% CU. 
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证 明 E 
V 2Int(UZ,) —U{Q E PraU Bn: QNO Z 是 有 
由 断言 1 的 假设 及 (8.4.4) 式 右 端 减 去 部 分 仅 含 Z 中 有 
所 以 Z 终 留 于 V, 要 证 2 终 留 于 Int(U#*) 及 UB* CU. 


限 集 }. (8.4.4) 
民 个 点 (由 引 理 8.4.2), 


先 证 V c UZA. 从 而 即 得 2 终 留 于 Int(UZ;). W y € V, WA, 在 点 y 是 点 


有 限 的 . 事实 上 , Aye Qe 2,,W Qnz 是 无 限 集 , mss 


Q 仅 有 有 限 个 , 所 以 Pn 在 点 y 是 点 有 限 的 . 置 


P(y) - (Qe Pn ye Qh, 


E 8.4.2, Pa 中 这 样 的 


上 式 右 端 是 有 限 交 . 由 于 多, 关于 有 限 交 封闭 ，P(y) e An, 所 以 


y£UlQe Pr: Ply) É QJ. 


FH (8.4.1), (8.4.2), 
y € R,(P(y)) € Bn, 


从 而 R,(P(y)) n Z 是 无 限 集 . 由 (8.4.3), Rn(P(y)) e Zz, 所 以 


y € R,(P(y)) C UR). 


‘Ait V cus, Z APF Int(U#*). 


下 证 UZ CU. 对 每 一 R,(P) e Zz, R,(P) c P, 只 要 集 族 


(Qc 2,:QcU) 
中 有 某 些 QË P cQ, 则 可 有 


RnPICPCQCL 


从 而 uU; c U 得 证 . 如 若 不 然 , 由 断言 1 的 假设 及 (8.4.1) 式 , 2 终 留 于 


Int(U{Q E Pn: Q CUY) Cnt( {QE 2,:PgzQp)cX- RP). 


从 而 R,(P)OZ 是 有 限 集 , 5 (8.4.3) 式 矛 盾 . 所 以 UB* CU 
对 每 一 "EN, E 


. 断言 1 得 证 . 


HW = Ky, U {X —Int(UZ,)) = {Ra : a € In}. 


再 置 


M = (e = {o(n)} € | [| In: {Rom }nen 形成 菜 点 ze X 的 网 络 }. 


ncN 
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这 里 点 的 网 络 的 概念 见 定理 7.3.21 前 的 介绍 . 对 指标 集 m (n € N) 赋 以 离散 拓扑 ， 
取 In (n € N) 的 可 数 积 . 在 此 积 拓扑 下 [Len In 是 度量 空间 , 它 的 子 空间 M 也 是 
度量 空间 . o= {o(n)} € M 是 一 序列 , 每 一 o(n) € In, Roin) 是 {Ra : a € In} 中 的 
元 , {Ro(n)}nen 是 集 序列 . 定义 映射 f: M 一 XX, 使 


Ho) 2» HERM {Rwy}wen 形成 点 c 的 网 络 . 


Na 2. f(M) = 

证 明 如 z 是 孤立 点 , 则 {fo} cH 25. B (8.4.1) Ñ Rar} = {x}; Ma A^ 
是 孤立 点 , 设 2 是 一 序列 包含 在 X — (x) 内 而 收敛 于 v, W Ron) € Bn IE Rony NZ 
是 无 限 集 , 如 可 能 的 话 就 这 样 做 , 如 不 可 能 的 话 可 取 Re = X — Int(UZ,). 在 任 
何 情况 下 , 由 引 理 8.42, £ € Rom), 则 由 引 理 8.4.3 及 断言 1, {Rony hen 形成 点 x 
的 网 络 . 断言 2 得 证 . 

Ws 3. f 是 连续 的 . 

WEBB 设 志 是 X 中 开 集 ,ze A o= {oln)} e M iE {Romn}nen 是 点 xz 
的 网 络 , ATE n EN IE Ron CU. BUM 中 点 o BS ( 按 积 拓 扑 ) 邻 域 B, f B 
ME 点 的 前 n 项 与 点 o 的 前 ”项 相同 , 则 f(B) C Rom CU. 断言 3 得 证 . 

言 4. 上 是 闭 映射 . 

证 明 FP EM 的 闭 集 Z= {zi n EN] 是 包含 在 f(F) 内 的 序列 收敛 于 
reX-Z. 对 每 一 neN, 选取 一 on CFO (en), 序列 on OLDE zn) 是 MM 的 
元 . 令 So = N. 下 面 对 每 一 m CN, 归纳 地 选取 无 限 集 Sin C S, 1 及 T(m) € I, 

由 引 理 8.4.2, 可 找 一 ieN 使 


KR = {Re Zl: ROZ 是 无 限 集 } 
C {R E€ Zla: RO {zn: n 2i} Ao} 


是 一 有 限 集 族 , 所 以 对 n >i, Rom) € B*. 然 由 引 理 8.4.2, 这 种 RG 0) 只 能 有 有 
限 个 . 于 是 这 无 限 个 ns (mo) 中 必 有 无 限 个 是 相同 的 , 即 存在 无 限 集 Sm C Smi 使 对 
每 一 ne Sm, on(m) 是 相同 的 . 把 这 相同 的 oa(m) 记 为 r(m), 即 令 r(m) = on(m). 

下 证 了 = (r(m)) 属于 f(x). 由 于 对 每 一 m EN, zn € Fo, (m) = Rr(m) 对 所 
有 me Sm 成立, Wt zc en Da: "lU fi X PIR, x € U, 则 由 引 理 8.4.3 
及 断言 1, 存在 ”EN 使 Fm) € Bn pa Rr(m) CU. 所 以 Ut (m) }men 形成 点 x 的 
网 络 , 从 而 f(r) = 

Kim € Sm 使 对 每 一 m EN 有 nm < msi, 则 序列 {on,,} KAF r. EKE, 
Al m > k, W nm € Sk, 所 以 on, (k) =7(k). BRET € F, z e f(F), FÆ f(F) 是 闭 
集 . 充分 性 得 证 . 
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必要 性 是 显然 的 , 读者 可 以 自己 完成 . 提示 如 下 : 度量 空间 是 Frkchet 空间 , 后 
者 为 连续 闭 映射 所 保持 (见习 题 8.3); 局 部 有 限 集 族 是 遗传 闭 包 保持 集 族 , 后 者 为 
连续 闭 映 射 所 保持 ; 定义 在 度量 空间 上 的 连续 闭 映 射 是 紧 履 盖 映 射 (定理 6.6.9), 后 
者 保持 网 . 证 完 . 

上 述 定 理 的 必要 性 的 证 明 中 定理 6.6.9 可 代 以 引 理 7.5.1, 由 此 可 类 似 证 明 : 如 
果 一 个 Ta 空间 是 Ww 空间 在 连续 闭 映射 下 的 像 空 间 , WERA o 遗传 闭 包 保持 天 
网 . 不 知 每 一 具有 o 遗传 闭 包 保持 有 网 的 正则 空间 是 否 Ww 空间 在 连续 闭 映射 下 的 
像 ? [168, 249] 

下 面 介 绍 Foged 定理 的 几 个 应 用 .显然 , 由 Foged 定理 , 具有 可 数 k 网 的 正 
WU. Fréchet 空间 是 Lasnev 空间 . 

引 理 8.4.4047 若是 正则 空间 六 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 , 则 多 = {P:Pe 
Pr BÆ X 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 . 

证 明 W A= {Pea HPA REX 的 遗传 闭 包 保持 集 族 , 那么 对 每 一 
a € A, 存在 Ha C Pa, E Use, Ho 不 是 闭 集 . 取 ze Usca Ha 一 sea Ho. BE 
则 性 , 对 每 一 a € A, 存在 开 集 Va, Ua, fii £ € Va, Ha CU, H Va N Ua = 9, FÆ 
Ha C Ua N Pa C Ua N Pa. 所 以 


xz E€ U{Ua N Py: a E A} = U{Ua N Py: Q E A}. 


从 而 有 Be A, f& x € Ug A PBs, 因此 Us n Pan Va 49, 矛盾 . MP RX 的 遗传 闭 
包 保持 集 族 . 

推论 8.4.1023 正则 空间 X 可 度量 化 当 且 仅 当 X 是 第 一 可 数 的 且 具 有 oii 
传 闭 包 保持 网 . 

证 明 ”由 引 理 8.4.4 及 Foged 定理 , 具有 o 遗传 闭 包 保持 k 网 的 第 一 可 数 的 
正则 空间 是 Lasnev 空间 , 再 由 Morita-Hanai-Stone 定理 (定理 4.4.2), 第 一 可 数 的 
Lasnev 空间 可 度量 化 . 证 完 . 

推论 8.4.2B29 正则 空间 X 可 度量 化 当 且 仅 当 X 是 第 一 可 数 的 且 具 有 o 局 
部 有 限 网 . 

推论 8.4.3 (Burke-Engelking-Lutzer 度量 化 定理 3) 正则 空间 x 可 度量 化 
4AM4 X 具有 o 遗传 闭 包 保持 基 . 

证 明 ”只 要 证 明 具 有 o 遗传 闭 包 保持 基 的 正则 空间 X 是 第 一 可 数 的 . 显然 
此 空间 是 o 空间 , 所 以 每 一 点 a e X 的 单 点 集 是 Gs 集 , 即 {0} = Agen Gas Gy 是 
FR. KPA 是 点 x 的 遗传 闭 包 保持 的 邻 域 族 . 不 妨 设 zx 是 X 的 聚 点 , 下 证 A 是 
有 限 的 , 从 而 X 是 第 一 可 数 的 . 

姑 设 P 是 可 数 无 限 的 , 即 A={P,:neN}. > 


Di = PAG, D, = D, 10 PrN Gn (n22). 


84 oc 遗传 闭 包 保 持 k 网 与 Lasnev 空间 - 293 - 


由 于 POG, 是 z 的 邻 域 , 于 是 xz 是 Di - {z} 的 聚 点 . 然而 v 不 是 每 一 集 D, 一 
Dni (n € N) 的 聚 点 , 从 而 由 P 的 遗传 闭 包 保持 性 知 x 不 是 集 


U{ Dn — Dn41 : n E N} = D, — {a} 


的 聚 点 , 矛盾 . 所 以 P2 是 有 限 的 . 证 完 . 

在 Ww 空间 的 理论 方面 , 最 显赫 的 是 Foged 的 两 个 定理 : 定理 8.3.2 刻画 了 N 
空间 ; 定理 8.4.1 刻画 了 Lasnev 空间 一 一 度量 空间 的 连续 闭 映 像 . 尽管 Burke- 
Engelking-Lutzer 73] 曾 以 o 遗传 闭 包 保 持 基 刻画 度量 空间 (推论 8.4.3), 但 遗传 闭 
包 保 持 集 族 引 起 学 者 浓厚 兴趣 是 在 Foged 两 定理 以 后 , 因为 是 否 可 用 o 遗传 闭 包 
保持 有 网 刻画 w 空间 是 受 Foged 两 定理 启发 的 必然 结果 . 这 一 问题 被 Junnila 和 
Ae 225 解决 (定理 8.4.3), 完整 了 这 方面 的 理论 , 此 定理 是 继 Foged 两 定理 后 
的 又 一 大 定理 . 

与 例 4.1.5 的 序列 扇 一 样 的 思想 , 这 里 要 引进 有 趣 的 扇 空 间 (fan space) Su, . 
取 数 直线 R 的 子 空间 (在 通常 拓扑 下 ) S = {0}U (1/n : n € NV. 对 每 一 a < wi, Sa 
AAT S. 作 拓扑 和 全 ,S56, 把 它 的 所 有 非 孤 立 点 (是 一 闭 集 ) 映 成 一 点 所 得 的 
商 空 间 记 作 SL... 拓扑 和 Boe, So 是 度量 空间 , 自然 商 映 射 是 闭 的 , 所 以 Su, 是 
度量 空间 的 连续 闭 映 像 , BY Lasnev 空间 . 由 Foged 定理 (定理 8.4.1) All So HA o 
遗传 闭 包 保持 网 , 但 由 下 述 定理 8.4.2 AU Su, AEN 空间 . 

定义 8.4.1059 空间 x 的 子 集 族 c BRA X 的 cs* 网 (cs*-network), WR 
Xt X 的 收敛 序列 Z= {2}U {znin EN} (zn > 2) KFR U D Z, FE PEZ KR 
Z 的 子 序 列 Z = {2}U {zn iE N}, HZ’ CPCU. 

显然 , cs 网 是 cs* 网 , 易 知 闭 网 是 cs* 网 (习题 8.14). 

定理 8.4.2091 So 不 具有 点 可 数 cs* 网 , 从 而 不 是 空间 . 

证 明 设 a 是 5, BJAESIOE ER X a <u, S Ya = Sa — {a}. Wh S, 具有 
点 可 数 cs* 网 PY, 记 可 数 集 族 


(Pe Z2:ac P HAEREA a <u, IE Ya N P Ø} (8.4.5) 


为 {Paine N}. 对 每 一 已, Ryn € P, — {a}, 且 使 不 同 的 y,, BPA Ya, 则 
{yn :n EN} 是 Su, 的 闭 集 . 

置 V = 5 一 {yn :neN},V CAR WRaePcvV,HPeES, hl 
PA{yn:n EN} = 8%, 从 而 Pg {P,: ne N}. H (8.4.5) 式 ，PP 仅 与 有 限 个 Y 相 
交 . 置 

H=U{P€ P:a€ PCV}. (8.4.6) 


H 是 可 数 并 , 所 以 H MBAR Ys 相交 , 因此 存在 8 <w 使 Yan H = e. 
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男 一 方面 , V (x, :n € NJ 2 VYa, Wl] x, — a. AP & cs* 网 , 存在 子 序列 
{rn,} K Pe P f (ajU(z, :ie NJ CP CV. HI (846) X, Yan H z e, FH. 
故 5,, 不 具有 点 可 数 cs* 网 . 

HF OR 空间 具有 o ARARA k 网 — 点 可 数 闭 上 网 — 点 可 数 cs* 网 , 所 以 
So, PÆ N 空间 . 证 完 . 

ii DWE, SL, 具有 点 可 数 网 . 由 定理 8.4.2, S, 的 此 点 可 数 网 必 不 
是 cs* Pj, 从 而 网 未 必 是 cs 网 . 另 一 方面 , 由 于 最 大 紧 化 BN 不 存在 非 平凡 的 收 
SUFI (Bil 3.6.2), 所 以 集 族 P = ((x) : x € BN} 是 BN 的 cs 网 ,但 是 PY 不 是 BN 
的 & 网. 否则 , 由 GN 的 紧 性 , A 的 有 限 子 集 将 履 盖 ON, 从 而 BN EARE, 矛盾 . 

定理 8.4.3 (Junnila-Yun 定理 225) 具有 o 遗传 闭 包 保持 网 的 正则 空间 X 
是 太空 间 当 且 仅 当 X TAGS BTanBIST S. 

证 明 ”必要 性 的 证 明 是 显然 的 , A N 空间 是 遗传 的 , 而 Su, 不 是 N 空间 ( 定 
理 8.4.2). 

充分 性 的 证 明 需 要 引入 一 系列 的 引 理 . 

引 理 8.4.5 253 Y X Æ Ti, o 空间 , 且 每 一 紧 集 是 有 限 集 , W X 可 表示 为 
X = Unen Xn 使 每 一 Xn 是 离散 闭 子 集 . 

证 明 R F — Uen Fn Æ X BS o 局 部 有 限 网 络 且 关于 有 限 交 封闭 , 每 一 
Fy, 是 局 部 有 限 的 . 对 每 一 neN, 令 XX, = {x eX: {eh} E Fn}, W Xn 是 离散 闭 
集 . 对 每 一 v € X, 因 多 是 点 可 数 的 , 记 


(FeSZ:zeF)2(FiikeN F; = () Fn (kEN), 
nik 
WF One 是 点 xz 的 网 络 , 于 是 必 有 一 ke N 使 FL = {a}. 如 若 不 然 , 则 每 一 及 
是 无 限 集 , 存在 不 同 的 点 所 成 序列 {a} 使 x, € FY H zx Ax, k € N, 这 时 无 限 集 
{zx :ke N} U (a) Æ X WERE, 矛盾. FL 应 属于 某 Fa, 从 而 xc Xp. 证 完 . 

引 理 8.4.6807] i F HET, 空间 XX 的 遗传 闭 包 保持 集 族 ， 开 是 可 数 紧 子 集 , 
则 存在 K 的 有 限 子 集 4 使 (K -ANF Ao 仅 对 有 限 个 Fe 多 成 立 . 

证 明 引 理 8.4.6 是 引 理 8.4.2 和 引 理 5.5.1 的 一 般 形式 , 证 也 与 引 理 8.4.2 类 
似 . 证 完 . 

Hip o ASIAN 多 还 是 闭 集 族 , WE D= {rE X: (F) > v}, W D Æ 
Se. 由 上 述 引 理 知 含 在 D 内 的 紧 集 是 有 限 集 . 这 里 , (7), - (F € Z :2€ Fh. 
其 次 , 由 排除 点 拓扑 空间 ( 例 5.5.3) 知 引 理 8.4.2 和 引 理 8.4.6 中 的 Ti 分 离 性 不 可 
减弱 为 To 分 离 性 . 

引 理 8.4.7 79 wT. 空间 X 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 Soa. WR F Æ X B 
传 闭 包 保 持 闭 集 族 , 则 对 每 一 zeX 至 多 有 可 数 个 下 e 多 fF - {x} 包含 一 序列 
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收敛 于 a. 

证 明 ”如 若 不 然 , 存在 点 ae X 及 的 不 可 数 子 族 {Fs : a < wi) 使 对 每 
— a< w, Fy —{a} BETA Ya = (yos : n € N} f£ yan 一 a. 由 引 理 8.42, 
不 妨 设 多 在 每 一 yon ERARI. 从 而 (Fe F: FAY, z e) 是 可 数 的 , 所 
以 {Ya : a < wi} 是 星 可 数 的 , 因此 是 o 互 不 相交 集 族 ( 引 理 6.1.3)， 由 wi 的 不 
可 数 性 , 存在 (Ya : a < wi} 的 互 不 相交 的 不 可 数 子 族 {Ya : 6 < wi}, 于 是 不 
W {Ya : a < wi} 是 互 不 相交 和 集 族 . 由 多 的 遗传 闭 包 保持 性 ，X 的 闭 子 空间 
{a} U (Us Yo) FUE So 与 引 理 假设 矛盾 . 证 完 . 

引 理 8.4.8279] KAA o 遗传 闭 包 保持 网 F 的 正则 空间 X 不 含 闭 子 空 
HEEF So, 设 D 是 镁 的 离散 闭 子 空间 , 则 存在 X 的 o 离散 闭 子 集 族 oC EOM 
X PRE K Rede KOD, {HEw#:delntk(KNA)} Ed d X PHM. 

证 明 ”由 引 理 8.4.4, 设 正则 空间 X 具有 o ERA ER k AF = Unen Fn, 
每 一 Fn 是 遗传 闭 包 保持 的 , BOF, C Fn. 对 每 一 x e X, 置 


F(x) = {FE 多: HERR K C F f x € K — {x}}. (8.4.7) 


HF X 是 o 空间 (定理 73.5), X 的 每 一 紧 子 集 可 度量 化 (定理 73.13). 由 引 理 
8.4.7, 集 族 F(x) 是 可 数 的 , 从 而 可 以 记 


{UF': F' 是 Fl) 的 有 限 子 族 }U {{x}} = {fx(x) : k EN}. 
对 每 一 de D 及 neN, 令 Gild) Æ d HABE, 满足 


G,(d) CX —U{F E Z,:d£ F}, 
并 设 
S,(d) =U{F E€ Fn: FAD = (d). 


由 于 每 一 多, 是 遗传 闭 包 保持 的 , 集 族 {G(dn su(d) : d e D) 是 离散 闭 的 . 从 而 
对 n,keN, 


J£, x = {Fk(d) NGn(d) n S,(d) : d € D} 


是 离散 闭 的 . 下 面 证 明 o 离散 闭 集 族 .和 = Un pen Cre 满足 引 理 的 条 件 . 
WAS K CX, de KD, O 是 4 在 X 中 的 邻 域 . 设 站 是 da 的 闭 邻 域 , 15 
jÉVcO-(D-(d). 由 于 多 是 网 ,存在 .多 的 有 限 子 族 .多 ' 使 


KnVcuZ'co -(D- (d). 
取 meN 使 F c.Z, FHM KEN 使 


Fr(d) = U(Z' n Z(d)) U (d), 


- 296 - 第 8 章 广义 度量 空间 (下 ) 


注意 到 Fe F'NF(d 二 de F, Nl 
d € F,(d) NGp(d) n S,(d) C UF’ c O. 


下 面 验 证 
d € Int (K N Fy(d) NGn(d) N S, (d)) (8.4.8) 

以 完成 引 理 的 证 明 . 

由 于 de Intkx(KNV) C Int (IKQ(U.7^)) 及 F' 是 覆盖 KOV WI X KARAT 
W, SUE d € Inte (IK (UCZ^)4)). HF (U.F')n(D—{d}) = e, WA U(F')a c Sn(d), 
这 里 (Z^),—(Fe':de F}. 由 上 所 证 ,得 de Intk(K n S, (d)). 
由 于 de IntxGn(q), WA d € Intk(K n Gn(q)). 
余下 要 证 de Intk(K N (qd)), 从 而 (8.4.8) 式 得 证 . 对 每 一 Fe 多 ', B 


Erp=X-FOK —({d}, E=Er: Fe #' &de Ep}, 
N) E Æ d 的 邻 域 . x RE Fe. Fede Ep, W EC Er, 从 而 
KnFnEcKnFnEpgcKnFn(X -(FOK — {d})) c {d}; 
di dg Ep, WdeFNK (id), Hi (84.7) RM Fe F(d). 总 之 


KNWUF')NE CUF'N F(d)) U {d} = Fi, (d). 


由 于 de Intg(K 0 (U.Z^)) Rd € Intx E, 由 上 得 证 d € Intk( n Fi(d)). 证 完 . 
定理 8.4.3 充分 性 的 证 明 ” 设 多 = Unen Fn 是 正则 空间 X 的 闭 网 , 每 一 
Fy, 是 遗传 闭 包 保 持 的 , 且 Fn C Zu ne N. W X HHEATRALF So. E 


Dyn = {@ EX: \(Fn)z| 2w} (NEN). 


由 引 理 8.4.6 的 注 记 及 引 理 8.45, D, 可 表示 为 Dn = Uren Dn zr, 对 每 一 上 EN, 
D, 是 X 的 离散 闭 子 集 上 且 Dre C Drep 另外 , WH nk EN, V Hy d X 
的 o 离散 闭 子 集 族 , 满足 引 理 8.4.8 的 条 件 (关于 2€ = Hnr K D= Dy). 

对 每 一 ne N, F, 是 闭 包 保持 闭 集 族 , TE X — D, 中 是 点 有 限 的 , 从 而 在 X — Dr 
中 是 局 部 有 限 的 . 对 每 一 n,keN, 令 


Sn, -U(F E Fp: FA Dn = Ø} K Fnk ={FN Sn: FE Fn}, 


则 2, , dE X 中 局 部 有 限 . 下 证 o 局 部 有 限 族 
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ke X I k W. 

设 KcO,OJé X WIR, K 为 紧 集 . 存在 多 的 有 限 子 族 F IE K CUF C 
0, 取 meN 使 多 'C Fa 由 引 理 8.4.6 iki, Kon D, 是 有 限 集 ， 从 而 可 取 
ke N ÎE KAD, C Dnk. 由 引 理 8.4.8, 对 每 一 de KNpD,, 存在 Ha € Hy 使 
de Intk(K n Ha) K Haco. > 


K' = K—U(Inty(Kn Ha) :d € Kn Dr}, 


则 K' 是 紧 集 及 K' C X-D (FR). 从 而 存在 F 的 有 限 子 族 F" 48 K'cuz"c 
X — D,. KR le N IË F" CA, WI UF" C Sni K K' C Say. 置 


FP ={Hag: dE KAD} ULEN Sna: Fe Ft, 


则 2" 是 2 的 有 限 子 族 , 由 上 得 K CUP' CO. use. 

由 于 So 不 具有 点 可 数 cs* 网 (定理 8.4.2), 从 而 不 具有 点 可 数 闭 e 网 . 故 得 
下 述 两 推论 . 

推论 8.4.4097]. 正则 空间 X 是 空间 当 且 仅 当 x 具有 o 遗传 闭 包 保持 
网 及 点 可 数 闭 k 网 . 

推论 8.4.5 P61 正则 空间 X AEN 空间 当 且 仅 当 X 具有 o 遗传 闭 包 保持 k 
网 及 点 可 数 cs* 网 . 

定理 8.3.1 证 明 cs 网 — 网 是 对 可 数 集 族 证 明 的 . 其 后 的 注 记 指出 , 这 证 法 
适用 于 o 局 部 有 限 集 族 、o 局 部 可 数 集 族 情况 . 对 遗传 闭 包 保持 族 怎样 ?能 和 否 借用 
ERIRE. 有 下 述 定理 . 

定理 8.4.4820) 设 P fT. mH] X HW] o 遗传 闭 包 保持 cs* W, WW A EX 
的 o 遗传 闭 包 保持 W. 

证 明 ”这 里 要 用 下 述 论 断 : 如 可 数 紧 子 集 K 为 Ti 空间 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 
F ism, Up. 的 有 限 子 族 F NK ( 引 理 5.5.1). 

BP = Unen Pn Æ X 的 o 遗传 闭 包 保持 cs* W, 每 一 270, 是 遗传 闭 包 保持 
W. 对 x 的 紧 集 K, 开 集 UDK 及 neN, 令 


g!-(PeZ,:PcU) F.-UZ. 


下 证 K 为 有 限 个 F 覆盖 . WEDA, 存在 K 中 序列 {en} f v. € K - UL, Fi A 
下 用 定理 8.3.1 的 (ii) > (1) 的 证 法 导出 矛盾 (利用 Ts 分 离 性 ), 得 到 K C Ucn Fi- 
然后 由 引 理 5.5.1, FE Uin Fi 的 有 限 子 族 P" WE K CUZ" CU. 证 完 . 

cs 网 、k 网 一 般 无 蕴 舍 关系 ( 见 定理 8.4.2 的 注 记 ). 由 上 述 所 证 结果 , 在 具体 
情况 下 , 似乎 cs 网 强 些 . 由 Junnila-Yun 定理 (定理 8.4.3), RA o 遗传 闭 包 保 持 k 
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网 不 足以 刻画 N 空间 . 林 寿 P49) 提出 “具有 o 遗传 闭 包 保持 cs 网 能 否 刻画 ON 空 
ll”? 答案 是 肯定 的 , 见 下 面 定 理 8.4.5. 

引 理 8.4.9 056.431 S, PRA c 遗传 闭 包 保持 cs W. 

TERA HK Sa 具有 o 遗传 闭 包 保持 cs 网 F. So 可 以 表示 为 


Su, = ((1/n, a) :a <w, n € NYU ((0,0)). 


(0,0) 是 S,, HRA. 对 每 一 a <w, $ SM = ((1/n,0) :n e N}. AF & o WHE 
闭 包 保持 集 族 , 由 引 理 8.42, {F e F : SON F| =v} ME F 的 可 数 子 族 . AT 
导出 矛盾 , 只 要 证 明 集 族 {F € F : [S0 n F| =w} 是 不 可 数 的 . 

下 面 用 超 限 归纳 法 证 明 , 对 每 一 a, 0< a <w, PRP, EF I za € S n F,, 
使 当 07 CBW, Fa # Fs. 

对 每 一 a, 0<a < w, SOUS 作为 一 序列 , 这 序列 的 奇数 项 形成 的 子 
序列 是 SO, 偶数 项 形成 的 子 序列 是 SO, 这 序列 收敛 于 (0,0). 因 多 是 cs 网 , FF 
E F eF iE SO USO AAF A, FM a e SUNK. BR, [S9 n &| = v. 
X a < wi, 假设 对 每 一 6 < a (B > 0), 已 取得 Fs € 多 及 zg e SON Fy fi 
[S9 A Fs| = w. HER, R Su — (29 : B <a} 是 开 集 及 (0,0) € $4, — (25: 8 < a}. 
所 以 存在 Fa E€ F 使 SOUS RAF Fa H Fa C So — {28:8 <a}. BR, 
IS A Fa| = w, ŽIR za € SUNK. HF Fa C 8,, — {26:8 « o, MARRE — 
B<a, Fa 4 Fg. 从 而 得 到 {Fe F : | SON F| 2 w} 是 不 可 数 集 族 . 证 完 . 

定理 8.4.5 254 431 正则 空间 X fe 空间 当 且 仅 当 X 具有 o 遗传 闭 包 保持 
cs 网 . 

证 明 ”必要 性 由 Foged 定理 (定理 8.3.2) 得 到 . 下 证 充分 性 . 设 正则 空间 X 
具有 o 遗传 闭 包 保持 cs 网 多. 由 定理 8.4.4, 多 也 是 X H o 遗传 闭 包 保持 W. 
此 外 , X 不 能 包含 闭 子 空间 同 胚 于 Su, (不然 的 话 ， 多 |5。, 将 是 Su, M o 遗传 闭 包 
保持 cs W. 这 与 引 理 8.4.9 矛盾 ). 由 定理 8.4.3 知 AEN 空间 . 证 完 . 

关于 空间 的 映射 性 质 , 由 于 So Æ Lasnev 空间 (度量 空间 的 连续 闭 映 像 ) 
而 不 是 N 空间 知 , N 空间 不 能 为 连续 闭 映 射 所 保持 . 容易 验证 , 完备 映射 保持 N T 
IR] (习题 8.5). 下 面 证 明 连 续 的 闭 Lindelöf 映射 保持 N 空间 . 

引 理 8.4.1040. 设 f:X 一 Y 是 正则 空间 XX 到 空间 Y 上 的 连续 、 闭 Lindel6f 
映射 , 则 f£ 是 紧 覆 盖 映 射 

证 明 Xx 是 空间 YY 的 紧 子 集 , W ftw) Æ X HS Lindelof TÆ ( 见 定理 
3.3.3). X TE, fK) 是 仿 紧 的 . 置 g = fg ae 则 9 是 从 Ts 仿 紧 空间 
JK) 到 K 上 的 连续 闭 映 射 . 由 推论 6.6.2, 9 EZA AN, 存在 f-1(K) 中 的 紧 
4& C 使 g(C) = K, C 也 是 X 中 紧 集 且 f(C) = 9(C) = K. M f BRB RB. iE 


Ti 
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定理 8.4.6 246. 380] Kp: xX y ER Bi x 到 正则 空间 Y 上 的 连续 、 闭 
Lindelöf 映射 , W) Y Æ 8 空间 . 

WEBB 设 N 空间 X 具有 o 局 部 有 限 闭 k 网 有 ,了 是 正则 空间 , fs X SY 
是 连续 、 闭 Lindelof 映射 . E f(A) ={f(P): Pe 2}, 由 引 理 8.4.10, f BRB 
的 , 所 以 f(F) 是 Y 中 的 o 局 部 可 数 且 闭 包 保 持 的 闭 k 网 . 由 推论 8.3.1 知 ,Y 是 
N 空间 . 证 完 . 

引 理 8.4.11 B99 i f: X >Y BRS x 到 空间 Y 上 的 连续 闭 映射 , 则 
f 是 边缘 Lindelöf 映射 ( 即 对 每 一 y € Y, 0f-!(y) 是 Lindelöf fJ) *4 B.C Y 不 
含 闭 子 空间 同 胚 于 Su. 

证 明 f 是 边缘 Lindelof 映射 , 则 存在 度量 空间 M 和 连续 、 闭 Lindelöf 映 
tg: M 一 Y ( 见 引 理 4.4.8 的 注 记 ). 由 定理 8.4.6, Y Æ N 空间 . 再 由 定理 8.4.3, Y 
不 含 闭 子 空间 同 胚 于 So. 

反之 , f 不 是 边缘 Lindelof BRIN, WFE y € Y, 使 Of-!(y) 不 是 X 的 
Lindelöf 子 空间 , 于 是 存在 9f-1(y) 的 离散 闭 集 (zo : a <w} AA X ERSE 
规 空间 , 存在 x 的 离散 开 集 族 {Ds。}。<,, 使 每 一 ze e Da. 由 于 f 是 连续 的 闭 映 
H, SDa) aca 是 空间 Y 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 对 每 一 a < wi, AV 是 点 y 在 
Y 中 的 邻 域 , 那么 


f (V)n(Du-f^()*9, B VNA Da) - ty) #2, 


于 是 ye F(Da) — (y. 因为 了 是 Fréchet 空间 (见习 题 8.3), f(Da) — (y) 中 包含 
— FRIIS y. 这 与 引 理 8.4.7 相 了 矛盾. 证 完 . 

推论 8.4.6 152 246] 下 列 论断 等 价 : 

(i) X Æ Fréchet Æ N 空间 ; 

(ii) X 是 度量 空间 在 连续 、 闭 Lindelöf 映射 下 的 像 . 

WERA (i) > (ii). Wt X Æ Fréchet 及 六 空间 . 由 Foged 定理 8.4.1, 是 Lasnev 
空间 , 即 存在 度量 空间 M 及 连续 的 满 、 闭 映射 f: M — X. BEDA X 是 空间 , 所 
以 X 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 Sa. 由 引 理 8.4.11, f 是 边缘 Lindelöf 映射 . 从 而 存在 
度量 空间 A 和 连续 的 满 、 闭 Lindelöf 映射 9: A X ( 见 引 理 4.4.8 的 注 记 ). Hh X 
是 度量 空间 在 连续 、 闭 Lindelöf 映射 下 的 像 . 

(ii) > (i). 由 定理 8.4.6 及 连续 的 闭 映 射 保持 Fréchet 空间 得 证 . 证 完 . 

由 例 4.4.1 (度量 空间 在 连续 、 有 限 对 一 开 映 射 下 的 像 未 必 是 正则 的 ) AH E 
间 不 能 为 有 限 对 一 的 连续 开 映 射 所 保持 .下 一 例子 说 明 即 使 附加 正则 性 也 不 能 得 
到 有 限 对 一 的 连续 开 映 射 保持 N 空间 . 

例 8.4.1 ”有限 对 一 的 连续 开 映 射 不 保持 N 空间 . 

RY X ={(2,y) €R?:y>0}. WX FV 拓扑 : 
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(i) XJ y >0, (x,y) Æ X 的 孤 江 点 ; 
(ii) Xf y = 0, (a, y) 的 邻 域 基 元 形 如 


V(a,n) ={(t,s)e X:t=xts,0<Ks8<1/n}, (neN). 


X PEA V 空间 , 或 Heath 的 V 空间 0591, 

A.X 是 正则 空间 .由 于 OR x (0) 关于 欧 几 里 得 拓扑 是 第 二 纲 的 , 用 标准 的 
2875 1 ( 见 例 2.2.3), X 不 是 正规 空间 . WR X Æ k 半 层 空间 , 因为 X 是 第 一 可 数 
空间 , 由 定理 7.5.5, X 是 层 空间 , 这 与 X 不 是 正规 空间 矛盾 . 所 以 X 不 是 上 半 层 
空间 , 从 而 X PE NTE (推论 8.2.1). 

对 每 一 rER, 让 X = {(2,y) € R? : y = |e - rh}, UX, 是 XX 的 可 度量 化 
的 开 子 空间 (因为 它 具 有 o 离散 基 ), H {X, :reR} 是 X 的 点 有 限 开 覆盖 . > 
M-Q, Xr, 设 f:M 一 XX 是 显然 映射 ( 见 定理 3.4.9 的 证 明 ), W M 是 度量 空 
EEH f 是 有 限 对 一 的 连续 开 上 映射. 这 表明 度量 空间 的 有 限 对 一 的 连续 开 的 正则 映 
像 未 必 是 N 空间 . 

度量 空间 能 为 既 开 且 闭 的 连续 映射 所 保持 (定理 4.4.3). 林 寿 P491 提出 问题 ON 
空间 能 为 既 开 且 闭 的 连续 映射 保持 否 ?” 怪 自 求 49) 正面 解决 了 . 下 面 引入 一 稍 强 
的 结果 . 

Michael 引入 紧 覆 盖 映 射 (定义 5.5.1) 以 保持 网 . Guthrie 073 引入 cs 网 , 而 
在 同一 年 内 Siwiec B59 引入 序列 覆盖 映射 , 正好 这 类 映射 保持 cs W. 

定义 8.4.2B59 映射 f: X — Y 称 为 序列 覆盖 的 (sequence-covering), WR 
对 Y 中 的 任 一 收敛 序列 {yn} 及 其 极限 y € Y, 存在 zw € fyn) (n € N) 及 
x E fly) 使 {zw} 收敛 于 点 z. 

容易 验证 , 连续 的 序列 覆盖 映射 保持 cs 网 . 

回忆 在 引 理 4.4.9 的 注 记 中 曾 引 入 的 几乎 开 上 映射, 它 是 开 映 射 的 推广 . 

引 理 8.4.1204. iz X 是 正则 空间 且 每 一 单 点 集 是 Gs R. ASX VR 
X 到 了 上 的 几乎 开 的 闭 映 射 , W Y 是 正则 空间 且 f 是 序列 覆盖 映射 . 

证 明 EF f 是 闭 映射 , 所 以 Y 是 Ti 空间 . Bye Y AV 是 y 的 开 邻 域 ， 
f 是 几乎 开 的 , 存在 点 x € fy) 使 对 x 的 每 一 邻 域 UV, y € Intf(U). B X fj 
正则 性 , 存在 X 的 开 集 U fii cz cU CU C fX (V), EA y e Intf(U) C f(U), 于 是 


y € Intf(U) C Intf(U) C f(U) c V. 


所 以 Y 是 正则 空间 . 

设 {ya} E Y 中 的 序列 收敛 于 点 y € Y, {yn} 及 y 是 由 不 同 的 点 形成 的 . 
f 是 几乎 开 的 , 存在 点 ze /1(y) 使 对 z 的 每 一 令 域 Uy € t(U). AX B 
正则 的 且 每 一 单 点 集 是 Gs 集 , 置 {Uhen 是 > 的 开 邻 域 序列 使 {z} = Mien Ui B. 
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U1 CU; i Ee N. 对 每 一 i € N, 存在 m(i) e N £4 n 2 m(i) Hj, y, € Intf(U;), 
从 而 U; n f (ys) z 9. 不 妨 设 每 一 mmG 1) > mi). 依 下 列 方式 得 序列 {aj}: 对 
j < m(1), Raj € f^" (y); Bm) <j <mG+1) I, Ra; € UN f^ (y;). Pl f 
是 闭 映射 , {x;} MAERA (不 然 的 话 , 如 (m; :j CN} 是 闭 集 , 则 (y; : j € N) 也 闭 ， 
FE) WE Æ (n) 的 聚 点 所 成 集 , 则 E CU; ie N. 从 而 


Ec NT: = (v: = {r}. 
icN icN 
所 以 {aj} 以 z 为 惟一 聚 点 , 而 且 {x;} 的 任 一 子 序列 仍 以 x 为 惟一 聚 点 . 故 {2} 
收敛 于 z，f 是 序列 覆盖 映射 . 证 完 . 

定理 8.4.74) 设 f:XX 一 Y 是 NN 空间 XX 到 空间 Y 上 的 几乎 开 的 连续 、 闭 
映射 , Wu Y 是 空间 . 

证 明 空间 满足 引 理 8.4.12 的 条 件 , /是 连续 的 序列 覆盖 映射 , 它 保持 cs 
网 . 由 定理 8.4.5 Ap Y Æ N 空间 . 证 完 . 

由 于 开 映 射 是 几乎 开 的 , 得 下 列 推论 . 

推论 8.4.7[31 Kf: xX OY EN Bla) x 到 空间 Y 上 的 既 开 且 闭 的 连续 
映射 , Wu Y 是 空间 . 

下 述 推论 是 Ww 空间 的 和 定理 . 

推论 8.4.8250 设 {Fytoca 是 正则 空间 X 的 点 可 数 且 遗 传 闭 包 保持 ( 即 局 
部 可 数 且 遗传 闭 包 保持 ) 闭 覆 盖 , 每 一 (a € A) 是 空间 , 则 X 是 NN 空间 . 

WEBB ”由 于 在 正则 空间 类 中 空间 性 质 关 于 连续 的 可 数 对 一 闭 映 射 保持 OE 
理 8.4.6) 及 一 般 性 定理 5.5.7 得 证 . 证 完 . 

注 记 N 空间 未 必 满 足 遗 传 闭 包 保持 闭 和 定理 . 以 扇 空间 SL, 为 例 , So 的 构 
造 见 定义 8.4.1 的 前 面 . 对 a < wi, Su 是 度量 空间 也 是 N 空间 . 把 拓扑 和 Dacu, Sa 
中 非 孤 立 点 映 成 一 点 而 得 到 So 的 商 映 射 记 作 q, q EARN. {Sa : a < wi} 是 空 
间 Docu, Sa 的 离散 闭 覆 盖 , 于 是 (q(S4) : a < wi) 是 空间 SL, 的 遗传 闭 包 保持 闭 
覆盖 , 每 一 q(S4) DEF So, 是 Su WAN 子 空间 . 所 以 Su, 具有 由 尺子 空间 构 
成 的 遗传 闭 包 保持 闭 覆 盖 , 而 S, 不 是 N 空间 (定理 8.4.2). 

对 于 上 述 的 595.， 及 每 一 a < w, W Sa = {0}U {tan : n E NJ. 对 于 每 一 
n€N, $ Xn = {Tan 0 < wi}, UX, 是 So 的 闭 离散 度量 子 空间 , 从 而 是 N 空 
间 . 由 于 Su, = {a} U (Unen Xn), 其 中 a 是 So, 的 非 孤立 点 , 所 以 N 空间 性 质 不 满 
足 可 数 闭 和 定理 . 

几乎 开 映 射 是 可 数 双 商 映射 (定义 5.2.1), 比 定理 8.4.7 更 进一步 的 结果 是 下 述 
THO, 

O 修订 者 感谢 M. Sakai 教授 允许 在 此 公布 他 的 结果 及 证 明 . 
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定理 8.4.8(M. Sakai, 2007) 设 让 :和 X 一 了 是 和 空间 X 到 正则 空间 v 上 的 
可 数 双 商 的 连续 、 闭 映射 , 则 并 是 空间 . 

证 明 因为 X 是 空间, S P =U en Pn Æ X 的 o 局 部 有 限 闭 k I, d 
ee Pn 是 局 部 有 限 的 , B Za CE, NEN. 由 引 理 7.5.1, f PRB, 
易 验 证 f(P)={f(P): Pec P} BY 的 o wee ARE k P9. EH Junnila-Yun 定 
H (定理 8.4.3), 为 完成 证 明 , 只 需 证 Y 不 包含 闭 子 空间 同 胚 于 So. 

假设 不 然 , W Y 具有 同 胚 于 Soa 的 闭 子 空间 , 记 为 


{oo} U {Yani a<wi, nEN}, 


这 里 {yan} 是 第 a 个 收敛 于 co 的 序列 . 下 面 利用 归纳 法 构造 {nohacu, CN 和 
P 的 有 限 子 集 族 {Fohocu, WE: 

(i) 对 任 一 a < wi, U(f (yon) : n Z Na} C UFa; 

(ii) SHE— P € Fa, PA (U{fT (Yan) : n 2 na) £ 2; 

(ii) XHME— o < B < wi, Fa N Fg = Ø. 

WE 7 < «i 并 且 假 设 对 任 一 a < WES na ENM P 的 有 限 子 集 Fa W 
足 上 述 条 件 . 对 任 一 a y, E (i), BR ULF yan): n 2 na} WARTE Fa 使 得 
FaN P ZØ 对 每 一 Pe Fa RL ik F=U{Fr:a< 7}, WEE X BS. 对 每 
—neéN, 取 


Qn = {P E Pn: PAF =Ø H PAF (yn) AS 对 无 限 个 keN 成 立 }. 


显然 , 2na C Qua. 若 某 一 2。 是 无 限 的 , 取 {Pi hien C Qn 满足 对 i xj 有 P, # P. 
于 是 存在 序列 {xi} 使 得 v; € P, H. {f(zi)} 是 {yy n}nen 的 一 个 子 序列 ， 由 于 
2, C An 是 局 部 有 限 的 , (x; : ie N) EMR, 从 而 {f(xi) : ie N} CMR, 矛盾 . 
这 说 明 每 一 2, 都 是 有 限 的 . 下 证 存在 n, € N 使 得 


U{f™ (yn) En > ny} CUB, 


从 而 取 F, = Qn, 以 完成 归纳 . 

如 若 不 然 , 对 任 一 ne N, fye) CZ UQn HERA k eN 成 立 . 则 可 以 选取 
kn EN 和 an € f-1(yyw) 一 Un. 不 妨 设 每 一 ,< kenga, ne N. 由 于 了 是 闭 的 ， 
{zn : n e N} 的 任 一 无 限 子 集 都 不 是 X 的 闭 集 . 

断言 : {an : n EN} 中 包含 一 个 序列 , 收敛 于 foo) 中 的 某 一 点 . 

事实 上 , 设 ro 是 序列 {rn} 的 一 个 聚 点 , 由 于 {f(xn)} 是 {o jns 的 子 序列 ， 
于 是 f(z0) = oo, 所 以 zo € 广 !(co). AA X J& 空间, 从 而 (zo) 是 Gs 集 , 存在 
开 集 列 {Gi}ien 使 得 {xo} = Nien Gi HX&— ieN'HGiacGi; GiINF=2. 
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取 {an} 的 子 序列 {z;} 使 每 一 z; € Gili € N), 则 {2} 收敛 于 zo (证 明 同 引 理 8.4.12 
中 的 相应 部 分 ), 所 以 断言 成 立 . 

HF 2 Æ XH k WHERE {oo} U{z: ic N CX-F, FELENK 
Pe P, E P BE {en} 中 无 限 个 点 且 PC X-F, Mit Pe. 然而 对 任 一 
n >l, zn E X - U2, 于 是 UM 只 能 包含 {rn} 中 至 多 有 限 个 点 , 矛盾 . 至 此 完成 
归纳 . 

由 于 每 一 £. 是 有 限 的 , 存在 m € N 和 无 限 集 {ai:i CN} C wi 使 得 对 任 
—ieN F Fo, C Pm. S Ei -UZ,(icN). 由 于 Zm 是 局 部 有 限 的 , 所 以 
{X - Us; E :i e N} 是 X 的 开 履 盖 ,， 从 而 覆盖 f'o). h f 是 可 数 双 商 的 ， 
存在 ioc N 使 得 f(X 一 ;>i, Ej) 是 点 oo TE Y 中 的 邻 域 . 另 一 方面 , 由 (1), 当 
j io n> na Fl, fon) C Ej, 所 以 


mer -0-5 er -1 (x- Us). 


j2io 


这 与 f(X -U 


uE. 


Ej) 是 点 oo 的 邻 域 相 矛 盾 . 因此 Y 不 包含 闭 子 空间 同 胚 于 S56. 


j2io 


8.5 一些 尚未 解决 的 问题 


本 节 将 以 上 各 章节 提 到 的 一 些 问 题 及 作者 在 一 些 已 发 表 的 论文 中 提 到 的 问题 
集中 , 供 有 兴趣 的 读者 研究 . 本 节 中 提 到 的 映射 都 是 连续 的 满 映射 . 

关于 覆盖 性 质 方面 的 问题 . 

问题 8.5.1099] we x Æ q 空间 或 7 空间 , Y 是 可 数 紧 空 间 , 投影 映射 p: 
XxY o X 是 否 闭 映射 ? 

问题 8.5.2(8 5.2) 可 数 双 商 的 闭 映 射 是 否 保持 仿 紧 性 (不 加 分 离 公理 )? 

问题 8.5.3 P17 2301(8 6.1) 定理 6.1.2 ( 弱 仿 紧 ) 的 (ii) 及 定理 6.1.4 (6 加 细 ) 的 
(Gi) 中 的 “ 闭 包 保持 ”能 否 代 以 “ 垫 状 ? 

问题 8.5.4014» 367(8 6.1) 60 加 细 空 间 是 否 弱 55 加 细 空 间 ? 

问题 8.5.5 /40(8 6.2) 仿 Lindelóf 的 集 态 正规 空间 是 否 仿 紧 空间 ? 

问题 8.5.6 (8 6.2) 在 T 或 正则 空间 类 中 , 闭 映射 能 否 保 持 meso 紧 性 ? 

问题 8.5.7 (6 3691(8 6.2) 闭 映 射 能 和 否 保持 弱 0 加 细 性 ? 

问题 8.5.8 [8691($ 6.2) 闭 映 射 或 完备 映射 能 否 保持 弱 O 加 细 性 ? 

问题 8.5.9 [661(8 6.2) 有 限 对 一 闭 映 射 能 否 保持 ortho ETE? 

问题 8.5.10(§ 6.2) Meso 紧 空 间 关 于 闭 Lindelöf 映射 的 正则 逆 像 是 否 meso 
紧 空 间 ? 
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问题 8.5.11(8 6.2) 99 9 加 细 空 间 关 于 闭 Lindelöf 映射 的 T» 道 像 是 否 弱 0 
加 细 空 间 ? 

问题 8.5.12(8 6.2) ”有限 对 一 开 映 射 能 否 保持 弱 0 加 细 性 、 弱 0 加 细 性 、69 
加 细 性 、 弱 60 加 细 性 、 弱 50 加 细 性 ? 

问题 8.5.13 (8 6.5) ”下列 覆盖 性 质 能 否 满足 何 种 闭 和 定理 : 弱 0 加 细 性 、meta- 
Lindelöf 性 、69 加 细 性 、 弱 60 加 细 性 及 弱 00 加 细 性 ? 

问题 8.5.14043($ 6.6) 不 可 约 空间 能 否 为 闭 映 射 (或 完备 映射 ) 所 保持 ? 

问题 8.5.15 149 具有 性 质 B 的 (正则 ) 空间 是 否 不 可 约 ? 

问题 8.5.16 099 设 拓扑 属性 A 满足 下 列 条 件 : 

(i) 多 关于 拓扑 和 保持 的 ; 

(ii) 多 满足 可 数 闭 和 定理 ; 

(iii) A 具有 闭 遗 传 性 . 
E 0 加 细 空 间 x 具有 由 属性 2 的 子 空间 组 成 的 局 部 有 限 闭 覆盖 , 那么 XES Z 
空间 ? 

问题 8.5.1715 设 拓 扑 属 性 多 满足 下 列 条 件 : 

(i) 多 关于 拓扑 和 保持 的 ; 

(ü) 多 关于 有 限 对 一 的 开 上 映射 保持 的 ; 

(iii) 多 满足 可 数 闭 和 定理 ; 

(iv) A 具有 闭 遗 传 性 和 开 遗 传 性 . 
E X 是 弱 0 加 细 的 局 部 2 空间 , 那么 x 是 否 2 空间 ? 

关于 广义 度量 空间 方面 的 问题 . 

问题 8.5.18 099. X Zsa], Ot 空间 、wo 空间 、6 空间 是 否 关 于 可 数 积 封闭 ? 

问题 8.5.19 [0(8 7.4) EAA Mo Mj? 

问题 8.5.20041, 204]. ”遗传 M, 空间 类 关于 可 数 积 封闭 否 ? 两 个 遗传 M1 空间 
的 积 空间 是 遗传 Mi 空间 否 ? 

问题 8.5.21 049. JERA HEE (*) 的 空间 类 关于 可 数 积 封闭 否 ? 

问题 8.5.2204] ABR PREF Mo 空间 的 完备 像 否 ? 

问题 8.5.2304] 闭 映 射 保持 层 j 空间 否 ? 

问题 8.5.24 L049” 闭 映射 保持 具有 o 几乎 局 部 有 限 基 的 空间 否 ? 

问题 8.5.25 4" P 类 中 的 空间 是 否 闭 遗传 性 质 ? 是 否 关于 闭 映射 封闭 ? 

问题 8.5.26 |?7 (8 7.5) Kf: X oY 是 闭 映 射 , 其 中 X,Y 都 是 Ts 空间 . A 
X 是 上 半 层 空间 ，Y BG k 半 层 空间 ? 

问题 8.5.27 (159.209(6 8.2) 具有 o 垫 状 对 天 网 的 正则 空间 是 否 具有 o 闭 包 
保持 k 网 ? 
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问题 8.5.28 1168, 249](§ 8.4) 每 一 具有 o 遗传 闭 包 保 持 网 的 正则 空间 是 否 N 
空间 在 闭 映 射 下 的 像 ? 
习 题 8 

8.179) WES T. 空间 X 是 度量 空间 在 连续 的 紧 覆 盖 映射 下 的 像 当 且 仅 当 Xx 的 每 一 
紧 子 集 是 可 度量 化 的 . 

8.2 空间 X 称 为 q 空间 (q-space 283)， 如 果 对 每 一 > € X, 存在 x 的 开 邻 域 序列 
(Us (x))aen WHE: £n € Um(z) > {an} HRA. 空间 X 称 为 点 可 数 型 的 (pointwise countable 
type P9). 如 果 对 每 一 x € X, 存在 紧 集 KK 使 ze K 且 K 在 XX 中 具有 可 数 开 邻 域 基 . 显然， 
第 一 可 数 空 间或 局 部 紧 空 间 都 是 > 空间 ; 7 空间 是 q 空间 . 

试 证 明 在 正则 且 每 一 单 点 集 是 Gs 集 的 空间 ，r，g, 点 可 数 型 空间 和 第 一 可 数 空间 是 相互 等 
价 的 [287]. 

8.8 空间 X 称 为 强 Fréchet 空间 (strongly Fréchet space 859), 如 果 对 X 中 的 递减 集 
列 {An}nen RA x € An (n € N), 则 存在 £n € An f fan} KAF £ ( 当 所 有 An = A 时 , 则 
MA Fréchet 空间 ). 显然 , 强 Fréchet 空间 > Fréchet 空间 = 序列 型 空间 ( 见 定理 2.3.1 的 注 
id). 

试 证 明 商 映射 保持 序列 型 空间 125) 、 连续 的 伪 开 映射 保持 Fréchet 空间 L 125], 连续 的 可 
数 双 商 映射 保持 强 Fréchet 空间 3559]. 从 而 证 明 上 述 三 类 空间 可 依次 分 别 刻 画 为 度量 空间 在 商 
映射 12 引 、 连 续 的 伪 开 映射 H9, 1251、 连 续 的 可 数 双 商 映射 下 的 像 9991. 

8.4097] yr x 是 正则 且 第 一 可 数 的 (或 局 部 紧 的 ) 空间 , 证 明 下 列 论断 等 价 : 

(i) X Æ Mı 空间 ; 

(ii) X 具有 o 闭 包 保持 天 网 F, 每 一 Fe .多 是 正则 闭 集 . 

8.5 [358] ”证 明 完备 映射 保持 N 空间 . 

8.6 证 明 具 有 o 局 部 可 数 k 网 的 仿 紧 空间 具有 o 局 部 有 限 k 网 ， 从 而 证 明 : 连续 的 闭 
Lindelöf 映射 保持 仿 紧 N 空间 . 

8.7 84) ”证明 从 空间 X 到 To, k 空间 Y 上 的 连续 紧 覆 盖 映 射 是 商 映射 . 

8.8 证 明 在 正则 空间 中 , 下 列 论断 等 价 : 

(i) X Æ cosmic 空间 ; 

(ii) X Æ Lindelöf fj o 空间 ; 

ii) X 是 遗传 可 分 的 o 空间 . 
9 [284] 证 明 : 
) X X 是 正则 Lindelöf 且 局 部 No 空间 ( 即 每 一 点 存在 一 开 邻 域 是 No 空间 ), 则 X 是 
No 空间 ; 

(ii) 设 空间 X 是 可 数 个 不 相交 的 子 空间 X 的 拓扑 和 , 每 一 X,, 具有 可 数 伪 基 , 则 X 具有 
可 数 伪 基 . 

8.10 [245] 证 明 具 有 点 可 数 伪 基 的 Ts 空间 具有 可 数 伪 基 . 从 而 具有 o 局 部 有 限 伪 基 的 正 
则 空间 是 No 空间 . 


8.11 828) 证明 下 列 论断 等 价 : 


(i 
8 
(i 
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— 


i) X 是 No 空间 ; 
ii) X Æ Lindelöf [fJ N 空间 ; 
ii) X 是 遗传 可 分 的 NN 空间 . 


p 
x 
KE 
gr 


空间 (F) 


8.12 证 明 局 部 可 数 且 闭 包 保持 闭 集 族 关于 有 限 交 封闭 . 举例 说 明 上 述 集 族 如 不 是 闭 的 , 则 


8.13 8 KC CX, Y) BRE. 证 明 对 每 一 ze X, 


8.14 证 明 闭 网 是 cs* W. 
8.15 设 儿 是 Ts, 空间 六 的 遗传 闭 包 保持 集 族 , 训 


4(z) = {f(z) : f € K} 是 Y PR 


包 保 持 集 族 . 
8.16 空间 X 的 子 集 族 P 称 为 弱 遗 传 闭 包 保持 的 


E 明 P = {P :Pe 2) 也 是 遗传 闭 


[73] (weakly hereditarily closure- 


preserving), 如 果 任 取 点 x(P) € Pe P, 集 族 {{z(P)} : P e 2) 是 闭 包 保持 的 ; P 称 为 可 数 


弱 遗 传 闭 包 保持 的 (countably weakly hereditarily closure- 
族 是 弱 遗 传 闭 包 保 持 的 . 


preserving), 如 果 儿 的 每 一 可 数 子 


证 明 P27) 在 Fréchet 空间 中 , 可 数 弱 遗 传 闭 包 保持 集 族 是 遗传 闭 包 保持 集 族 


8.17 证 明 具 有 o 弱 遗 传 闭 包 保持 网 络 的 Ti 可 数 紧 空间 是 具有 可 数 网 络 的 紧 空 间 . 


8.18 P559 证 明正 则 的 有 半 层 空间 在 连续 、 开 紧 映 射 下 的 正则 映像 是 o 空间 (提示 : 利用 


Chaber [83] 的 结果 : 正则 的 o 空间 在 连续 、 开 紧 映 射 下 的 正则 映像 是 o 空间 当 且 仅 当 此 像 是 


次 仿 紧 的 ). 


8.19 [263] ”证 明 空间 X 是 Lasnev 空间 当 且 仅 当 X 是 正则 的 Fréchet 空间 且 具 有 ve 紧 


AR EP. 


8.20 i €(X,Y) 是 空间 X 到 空间 Y 内 的 全 体 连 续 函 数 所 成 集 赋 以 紧 开拓 扑 . 此 函数 


空间 的 次 基 中 的 元 形 如 W(C,U) = (f e @(X,Y): f(C) 
2rd Y 

证 明 当 x 是 离散 空间 时 , E(X, Y) 正好 是 积 空间 Y 
的 势 , 每 一 Y, =Y (x € X). 


C U}, 这 里 C 是 X PHBE, U 


= TI{ 到 :zeX)}, 这 里 |X| Ex 


8.21 G(X, Y) 的 基本 开 集 是 它 的 次 基 中 的 元 W(C,U) 的 有 限 交 . 证 明 如 下 关系 式 : 对 每 


一 ERS， 
G) Ni W (Ci, U) = WU, Ci, U); 
(8) fX, W (C, Ui) = W (C, Ni Ui); 
ii) Ni W (Ci, Ui) = W (Ui Ci, UL Vi). 


8.22 WEH W,U) c W(C,U), 这 里 “< 表示 紧 开 拓扑 下 的 闭 包 . 


8.23 对 每 一 yo EY, $ co: X >Y 是 常 值 映射 , 定义 为 每 一 cy (x) = yo, z € X. 证 
HH y — cy 给 出 的 Y 一 @(X,Y) 的 映射 是 Y 到 多 (X,Y) 的 菜子 空间 上 的 同 胚 上 映射， 从 而 


Y AEF 多 (X,Y) 的 某 子 空间 . 


8.247] 证明 (X,Y) 是 T» 空间 当 且 仅 当 Y 是 Ts 空间 . 


8.25 Hh f:X Y 称 为 弱 序 列 覆盖 映射 1I (we 


ak sequence-covering mapping) 或 


序列 商 映 射 (sequentially quotient mapping 上 5 引 ), 如 果 对 空间 Y 的 每 一 序列 {yn} 及 所 收敛 的 
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点 FEE {yn} 的 子 序列 {yn} Boe © f (ya) (k € N), x € f^! (y) 使 {r} 收敛 于 x. 
显然 , 序列 覆盖 映射 (定义 8.4.2) 是 弱 序 列 覆盖 映射 . 证 明 : 
(i) 连续 的 弱 序 列 覆 盖 映 射 保持 cs" 网 (熟知 , 连续 的 紧 履 盖 映 射 保 持 k 网 , 连续 的 序列 覆 
盖 映 射 保 持 cs W); 
(ii) 定义 在 强 Fréchet 空间 (或 正则 且 每 一 单 点 集 是 Gs 集 的 空间 ) 上 的 连续 闭 映射 是 弱 序 
DE PE 
(ui) Y 是 序列 型 空间 、Fréchet 空间 、 强 Fréchet 空间 当 且 仅 当 每 一 
续 的 弱 序 列 覆 盖 上 映射 分 别 是 商 映 射 、 伪 开 映 射 、 可 数 双 商 映射 ; 
(iv) 存在 以 紧 度量 空间 为 定义 域 和 值 域 的 连续 的 弱 序 列 覆盖 映射 而 不 是 序列 覆盖 映射 . 


— 


1X) 到 Y 上 的 连 
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